Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2018. oktober 18.

1. Mennyi maradékot ad 363-mal osztva 4417

2. Az alédbbi C kéd a bemenetként (10-es szamrendszerben) kapott n pozitiv
egész négyzetét szamitja ki. Tegyiik fel, hogy a kéd végrehajtasakor a gép az
alapmitiveleteket az ,,irasbeli” 6sszeadas és kivonas segitségével végzi el. Dontsiik
el, hogy az eljaras polinomialis-e.
x=mn;y=0;
while (x > 0) {
x = x-1;
y = ytn;
+
printf ("Eredmény: %d", y);

3. Atmegy-e az origén az az S sik, amely tartalmazza a P(2;—1;4) pontot és

z—1 _ 1-y _ 2z-3
aZ =~ = 5 T 7§

egyenletrendszerii e egyenest?

4. Generatorrendszert alkotnak-e R3-ben az alabbi a, b, ¢ vektorok?

1 2 3
a=|11],b=|2]|¢és c=1|4
0 1 2

5. Linearisan fiiggetlenck-e az alabbi, R*-beli vektorok?

2 3 1

| 4 |6 2
u=|asu=, [ w=|
6 4 0

6*. Legyen n egy 8-cal oszthatd, de 3-mal nem oszthatd pozitiv egész szam.
Mutassuk meg, hogy a 3 druléja n-nek (vagyis a Fermat-teszt végrehajtdsakor

a 3 tanusitja n Osszetett voltat).

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezo adatokat: név, Neptun-koéd, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. Az alairas feltétele: a két zarthelyin atlago-
san legalabb 24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legalabb 18 pont elérése. A 100%-o0s
eredményhez elegendd 50 pontot elérni a 60-bél, az Gsszpontszam 50 pont feletti részét IMSc
pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirdsa kozben szamolégép (vagy maés segédeszkoz) nem hasznédlhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2018. november 29.

1. a) A p és g valos paraméterek minden értékére adjuk meg az alabbi egyenletrendszer
megoldasainak a szamaét.
b) Ha p-nek és g-nak van olyan értéke, amelyre az egyenletrendszernek végtelen sok
megoldéasa van, akkor a p és ¢ ezen értékeire adjuk meg az 6sszes megoldast.
T1+ a0+ a3 — Ty = 8
Ay + 4dxg + x5 — 2824 = 23
5$1 + 35[]2 — T3 — 315174 = 14
201 +p-xy = ¢

2. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy igazak-e minden n x n-es A matrixra.

a) Ha létezik olyan b € R" vektor, amelyre az (A|b) kib&vitett egyiitthatomatrixi
linedris egyenletrendszer nem megoldhato, akkor det A = 0.

b) Ha det A = 0, akkor 1étezik olyan b € R" vektor, amelyre az (A|b) kib&vitett
egyutthatomatrixi linearis egyenletrendszer nem megoldhato.

A2018 A2018

3. Szamitsuk ki az méatrixot az aldbbi A matrixra. ( azt a 2018 tényezss

szorzatot jeloli, amelynek minden tényezéje A.)

A:

O = O O

1
1
1
1

oS O O
o O = O

4. Hatarozzuk meg az A~! és a B métrixokat, ha az A és az A- B matrixok az aldbbiak.

37 77T 666
A‘(4 9) A'B_(999 888)

5. Egy 4 x 6-0s A matrixban az ¢-edik sor és a j-edik oszlop keresztezddésében allo
elem a;; = i?+4-jminden 1 <i <4 és 1< j <6 esetén. Hatdrozzuk meg A rangjat.

6*. Az L C R" halmazt akkor nevezziik egyenesnek, ha léteznek olyan p,v € R", v # 0
vektorok, hogy L = {p+ X -v: XA € R}; vagyis L azokbol az R"-beli z vektorokbdl 4ll,
amelyekre x = p + A - v teljesiil valamilyen A € R esetén. Bizonyitsuk be, hogy
ha egy n valtozos linearis egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van, akkor a
megoldashalmaza (mint R"-beli vektorok halmaza) tartalmaz egyenest.

A dolgozatra kérjiikk jol olvashatéan felirni a kévetkezo adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. Az alairas feltétele: a két zarthelyin atlagosan legalabb
24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legalabb 18 pont elérése. A 100%-o0s eredményhez elegendd
50 pontot elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szdmologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

(44
Zérthelyi feladatok — az JuLuS O zarthelyi potlasara

2018. december 10.

1. A pozitiv egész n szam 513-szorosanak utolsé harom szamjegye 001. Mi az n
utolsé 3 szamjegye?

. , 181194
2. Milyen maradékot ad 392-vel osztva 169 7

3. Legyen n = 20181210. Az eldadason tanult megfelel6 algoritmus alkalmazasaval
hatarozzuk meg 45n + 12 és 35n + 9 legnagyobb ko6zos osztojat.

4. Alljon a V halmaz azokbél az Ri-beli vektorokbol, amelyekben a négy koordinata
szorzata nagyobb vagy egyenlé 0-nal. Dontsiik el, hogy V alteret alkot-e R*-ben.

5. A W < RS altér alljon azokbdl az Rb-beli vektorokbdl, amelyeknek a 3
paratlan sorszamu koordinatai folilrdl lefelé haladva 2 kvécienst, a pa- i)
ros sorszamu koordinatai pedig folilrdl lefelé haladva 3 kvociensti mértani 6
sorozatot alkotnak. (Igy példdul a jobbra lathat6 vektor W-beli.) Haté-
rozzuk meg a W altér dimenzigjat. (Azt nem sziikséges bebizonyitani egy A5
teljes értékit megoldashoz, hogy W valéban altér.)

6*. Hatarozzuk meg az A(1;5;2), B(2;7;4) és C(2;9; 10) pontok altal meghatarozott
héaromszog A cstcsan dtmend (belsd) szogfelezbjének az egyenletrendszerét.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaido 90 perc. Az aldiras feltétele: a két zarthelyin atlagosan
legaldbb 24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legaldbb 18 pont elérése. A 100%-o0s eredményhez
elegend6 50 pontot elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik
el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamoldgép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a MAS ODIK zarthelyi potlasara

2018. december 10.

1. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az alabbi
egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.

.%'1-{-4332—3%3 =1
3r1+ 1729 — 1923 = 28
21 + 11wy — 1223 = p+ 34
Try 4+ 2629+ p-23 = p+ 15

2. Az 6 x 6-0s A matrix foatlojaban és alatta minden elem 1-es, a jobb felsé sarkaban
allo elem 2018, a matrix Osszes tobbi (14 darab) eleme pedig 0. Hatérozzuk meg A
determinansat.

A2018

3. Szamitsuk ki az A?"1® matrixot az alabbi A métrixra. ( azt a 2018 tényezds

szorzatot jeloli, amelynek minden tényezdje A.)

-5 —4 -8
A= 1 0 2
2 2 3

4. Hatarozzuk meg az alabbi A és B matrixok hidnyzo, betiikkel jelolt elemeit, ha
tudjuk, hogy B = A1,

5 2 0 1 =2
A= -1 z 1 B=] ¢ 5 T
y z 1 s —26 27

5. Az 5x10-es A matrixrél tudjuk, hogy elhagyhaté beldle egy alkalmasan valasztott
sor és oszlop gy, hogy a kapott 4 x 9-es matrix rangja azonos legyen A rangjaval.
Azt is tudjuk tovabba, hogy barhogyan hagyunk el A-bdl két sort és két oszlopot,
a kapott 3 x 8-as matrix rangja mar kiilonbozik A rangjatol. Hatarozzuk meg A
rangjat.

6*. Az n X n-es A és B maétrixokra teljesiil, hogy B # 0 és A - B = B. Mutassuk
meg, hogy ekkor 1étezik olyan n x n-es C' matrix, amelyre C # 0 és AT - C = C.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaido 90 perc. Az aldiras feltétele: a két zarthelyin atlagosan
legaldbb 24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legalabb 18 pont elérése. A 100%-os eredményhez
elegend6 50 pontot elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik
el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamoldgép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2018. december 17.

1. Hatarozzuk meg az Osszes olyan haromjegyi, pozitiv egész szamot, amelynek a
T-es és 8-as szamrendszerbeli alakjanak az utolso két szamjegye is 11.

2. Az alabbi C kdod a bemenetként (10-es szamrendszerben) kapott n pozitiv egész
szamjegyeinek az 0sszegét szamitja ki. Tegyiik fel, hogy a kod végrehajtasakor a gép
az alapmiuveleteket az ,irdsbeli” Osszeadas, kivonas, szorzas és osztas segitségével
végzi el. Dontsiik el, hogy az eljaras polinomidlis-e. (A floor(n/10.0) az {5 alsé
egészrészét adja vissza.)
x=0;y=0;
while (n > 0) {
x = floor(n/10.0);
y = y+tn-10%x;
n = Xx;
+
printf ("Eredmény: %d", y);

3. A P(3;17;27) pontban 1év6 fényforrastél induld fénysugar épp merdleges szoghen
esik be a 3z — y — 2z = 8 egyenletii siktiikorre. Hatarozzuk meg a beesési pontot.

(Feltehetjiik, hogy a fény egyenes vonalban terjed.)

4. Generatorrendszert alkotnak-e R3-ben az aldbbi a, b, ¢, d vektorok?

1 2 12 7
a=141|, b= 1,c=1| 13| és d= 7
1 —1 -3 —2

5. Az a,b, c € R" vektorok linearisan fiiggetlenek. Kévetkezik-e ebbdl, hogy a 3a — b,
2a + ¢ és 4b — 3¢ vektorok is mindig linearisan fiiggetlenek?

6*. Hatdrozzuk meg az 630-ndl kisebb, 630-hoz relativ prim pozitiv egész szamok
Osszegét.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaido 90 perc. Az aldiras feltétele: a két zarthelyin atlagosan
legaldbb 24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legaldbb 18 pont elérése. A 100%-o0s eredményhez
elegend6 50 pontot elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik
el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamoldgép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zéarthelyi feladatok — a M ASODIK zarthelyi potlaséra

2018. december 17.

1. Szamitsuk ki az aldbbi determinans értékét a determindns definicioja szerint.
(A megoldasban tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determindnsra vonatkozé tételt
vagy azonossagot, pusztan a definiciora alapozva hatarozzuk meg az értékét.)

o 7 2 0 0
4 8 9 0 1
2 5 1 3 7
0O 1 0 0 0
0O 9 3 0 5

2. Oldjuk meg az aldbbi A és B matrixokra az X - A = B matrixegyenletet (vagyis
adjuk meg az Osszes olyan X matrixot, amelyre az egyenlet fennall).

1 2 1 1
2 4 0 2

A= 15 o 9 19 B=(15 18 21 35)
3 3 5 8

3. A 2018 oszlopti A matrixra teljesiil, hogy léteznek olyan z;,zy € R?M8 2, # z,
vektorok, amelyekre A - z; = A - x5. Mutassuk meg, hogy ekkor léteznek olyan
21,29, .., 2908 € R?® vektorok is, amelyek koziil semelyik ketté nem egyenld és
A-z1=A 2z9=...= A" 293

4. A p, q és r valés paraméterek minden értékére dontsiik el, hogy 1étezik-e inverze
az alabbi A matrixnak és ha létezik, akkor adjuk meg az A~! bal fels6 sarkdban 4116
elemét.

p 0 O
A= q 3 8
r 4 11

5. Hatarozzuk meg a 2. feladatbeli A matrix rangjat.

6*. Legyen M egy 100 oszlopu métrix. Jelolje A az M els6 70 oszlopabdl 4ll6, B
pedig az M utolsé 70 oszlopabol all6 matrixot. Végiil jelolje X az M kozépso 40
oszlopabdl allo6 matrixot. Bizonyitsuk be, hogy

r(A)+1(B) > (M) +1(X).

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezé adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. Az alairas feltétele: a két zarthelyin atlagosan
legalabb 24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legalabb 18 pont elérése. A 100%-o0s eredményhez
elegendd 50 pontot elérni a 60-bdl, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljik
el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamoldgép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2018. oktober 18.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az itmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastdl lényegesen kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre ad-
hat6 pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldd melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az dtmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

1. Mennyi maradékot ad 363-mal osztva 4417
X ok ok x %

363 primtényezds felbontésa: 363 = 3 - 112 ( )
Ezért a tanult képlet szerint »(363) = (3 —1)(11% — 11) = 220. ( )
Mivel (4,363) = 1 (hiszen 363 péaratlan), ( )
ezért az BEuler-Fermat tételbdl 420 =1 (mod 363) kovetkezik. (2 pont)
Mindkét oldalt négyzetre emelve: 411 =12 =1 (mod 363). ( )
Mindkét oldalt 4% = 256-tal szorozva: 44 = 256 (mod 363). ( )
gy 4% 256 maradékot ad 363-mal osztva.

A feladat elvileg megoldhat6 az ismételt négyzetre emelések médszerével is, de az (kiilonésen szamo-
16gép nélkiil) sokkal kellemetlenebb és hosszabb megoldasra vezet; ha egy hallgaté ilyen megoldassal
probalkozik (és az ahhoz sziikséges szamitasokat legaldbb elkezdi), akkor 1 pontot kaphat pusztan
annak felismeréséért, hogy ez az algoritmus elvileg alkalmas a kérdés megvalaszolasara. A tovabbi
9 pont a helyes szamitasokért jarhat: a 42" hatvanyok 363-as maradékai a k£ = 0,...,8 értékekre
(ezek sorra: 4, 16, 256, 196, 301, 214, 58, 97, 334) darabonként fél-fél pontot érjenek, a 444 felirdsa
2-es szamrendszerben (444 = 22 + 23 4 21 + 25 4 27 + 28%) 1 pontot, majd a 4%, 412 428 460 4188
44 hatvanyok maradékai (ezek sorra: 256, 82, 361, 298, 229, 256) ismét darabonként fél-fél pontot
érjenek, végiil a végeredmény megadasa is fél pontot.



2. Az alédbbi C kéd a bemenetként (10-es szamrendszerben) kapott n pozitiv egész négyzetét szamitja
ki. Tegytik fel, hogy a kdd végrehajtasakor a gép az alapmiiveleteket az ,irdsbeli” 6sszeadas és kivonas
segitségével végzi el. Dontsiik el, hogy az eljaras polinomialis-e.

x=mn; y=0;

while (x > 0)
x = x-1;
y = y*n;

printf ("Eredmény: %d", y);
% k% %

Jelolje n szédmjegyeinek szamat (a 10-es szamrendszerben) k. Ekkor az eljards bemenetének mérete

k (hiszen széamjegyenként egy béjt sziikséges a bemenet tarolasahoz). (2 pont)
Ekkor tehat n > 10*~! (hiszen a k jegy( szamok 10571 és 10% — 1 kézott vannak). (2 pont)
Az eljaras a ciklusmagot n-szer hajtja végre, hiszen az x valtozd értéke n-tol 1-ig csokken, miel6tt a
ciklus megall. (1 pont)
Ezért az algoritmus lépésszama legalabb 10! (hiszen ez még akkor is igaz volna, ha a ciklusmag
végrehajtasdhoz mindig egyetlen 1épés elég volna). (2 pont)
Mivel az eljaras k méretli inputon legaldbb 10*~! 1épést tesz, ezért exponencialis 1épésszamii(2 pont)
és igy nem polinomiélis futdsideji. (1 pont)

Mivel az el6adason az exponencialis algoritmus definicidja az volt, hogy minden k£ > 1 esetén van
olyan k méretii input, amelyre az eljaras legaldbb a”* 1épést tesz, ahol a > 1 fix konstans, ezért a
fenti megoldast valdjaban még ki kellene egésziteni példaul azzal, hogy 10¥~1 > 3¥ igaz, ha k > 2.
Ezért a hidnyossidgért azonban ne vonjunk le pontot, a 105 !-es alsé becslés is legyen elegendd egy
teljes értékli megoldashoz. Ha egy megold6 nem tudja ugyan precizen indokolni, hogy az eljaras nem
polinomialis, de a megoldasabdl vildgosan kideriil, hogy latja, hogy az nem hatékony (példaul: egy
100 jegyti input esetén legaldbb 10%° dsszeaddst és kivondst végez, ami egy szuperszamitégépnek
is évmillidrdokig tartana”), az ezért legfoljebb 4 pontot kaphat. (Ebben az esetben azonban ehhez
mér nem adhaték a fenti pontozés szerinti tovabbi részpontok. Igy minden ilyen megoldast tgy kell
értékelni, hogy a preciz megoldasbdl szarmazé részpontszam, illetve a nem preciz megoldasért adhato
legf6ljebb 4 pont kozil a nagyobbat adjuk.)

3. Atmegy-e az origbn az az S sik, amely tartalmazza a P(2; —1;4) pontot és az 2 = 12¥ — 223

4 5 6
egyenletrendszeri e egyenest?

¥ ok ok ok

*

Az e egyenletrendszerébdl (a kozépsod tort yf_; alakba vald atirasa utén) kiolvashaté, hogy e dtmegy

a Q(1;1;3) ponton és egy irdanyvektora v = (4; —5;6). (2 pont)
S-sel parhuzamos a QP = p — ¢ = (2;—1;4) — (1;1;3) = (1; —2; 1) vektor, ahol p és ¢ a megfelel$
pontokba mutaté helyvektorokat jelsli. (1 pont)
S-nek normélvektora lesz az n # 0 vektor, ha az meréleges Cﬁ’-re és v-re is. (1 pont)
Az n = (a,b,c) # 0 pontosan akkor ilyen, ha az n- QP és az n - v skaldris szorzatok értéke 0.(1 pont)
A skalaris szorzat képletébol: a — 2b+ ¢ =0 és 4a — 5b + 6¢ = 0. (1 pont)
A mésodik egyenletbdl az elsd 4-szeresét kivonva: 3b+2¢ = 0. Igy példdul a b = 2, ¢ = —3 valasztéssal
mindkét egyenletbél a = 7 adédik, vagyis n = (7;2; —3) normélvektora S-nek. (1 pont)
Ebbél (példaul) P-t hasznalva felirhaté S egyenlete: 7x + 2y — 3z = 0. (2 pont)
Mivel a (0;0;0) pont ezt kielégiti, ezért S dtmegy az origbn. (1 pont)

A hidnytalan megoldashoz val6jaban hozzétartozna annak ellenérzése is, hogy P ¢ e (ésigy QP Jf v).
Mivel azonban a feladat szovege implicite allitja S egyértelmiiségét és ezaltal a P ¢ e alitast, ezért
ennek a hianyaért ne vonjunk le pontot.



4. Generatorrendszert alkotnak-e R3-ben az aldbbi a, b, ¢ vektorok?

(@)

x ok ok ok ok

Els6 megoldas. Az a és b vektorok nem parhuzamosak, mert nem skalarszorosai egymasnak.(1 pont)

Mivel két nem parhuzamos vektorbél (1 pont)
az Oket tartalmazo sik minden vektora kifejezhet6 linedris kombinacioval, (1 pont)
ezért ha a ¢ benne volna az a és b altal kifeszitett, origon atmend sikban, akkor 1éteznének olyan «
és [ egyiitthaték, amelyekre aa + Sb = c. (2 pont)
EbbSl a+28 =3, a+ 26 =4 (és = 2) addédna. Mivel ezek az egyenletek ellentmondésra vezetnek,
ezért ilyen « és 3 nincs. (2 pont)

Tehét az a, b és ¢ vektorok nem esnek egy (origon atmend) sikba, igy az eléaddson tanultak
szerint generatorrendszert alkotnak R3-ben (mert R® minden vektora kifejezhetd belSliik linearis

kombinacioval). (3 pont)
Masodik megoldas. a és b nem parhuzamosak, mert nem skalarszorosai egymasnak. (1 pont)
Az a és b altal kifeszitett, origon atmend S siknak normalvektora lesz az n # 0 vektor, ha az mero-
leges a-ra és b-re is. (1 pont)
Az n = (a,b,c) # 0 pontosan akkor ilyen, ha az n - a és az n - b skaldris szorzatok értéke 0. (1 pont)
A skalaris szorzat képletébdl: a +b =0 és 2a + 2b+ ¢ = 0. (1 pont)
Ezeknek megfelel példdul az n = (1; —1;0) vektor, igy az normélvektora S-nek. (1 pont)
Ebbdl (felhasznélva, hogy dtmegy az origbn) felirhaté S egyenlete: © — y = 0. (1 pont)
Mivel ¢ ezt nem elégiti ki, ezért nem fekszik S-ben. (1 pont)

Tehat az a, b és ¢ vektorok nem esnek egy (origén dtmend) sikba, igy az eléadason tanultak szerint
generdtorrendszert alkotnak R3-ben (mert R* minden vektora kifejezhetd bel6liik linearis kombina-

ciéval). (3 pont)
p

Harmadik megoldas. A v = ( q ) vektor pontosan akkor van az (a, b, c) generalt altérben, ha v
r

kifejezhetd a-bol, b-bol és ¢-bol linearis kombinacioval; vagyis ha léteznek olyan «, 3, egytitthatok,

hogy a-a+p3-b+~v-c=w. (1 pont)

Behelyettesitve a, b, ¢ konkrét értékét és elvégezve a miiveleteket a kovetkezo linearis egyenletrend-
szerre jutunk:
a+28+3y = p
a+28+4y = ¢ (2 pont)
B+2y =71
Az els6 két egyenlet kiillonbségébdl: v = ¢ — p. Ebbdl és a harmadik egyenletbdl: 5 =r —2(q¢ — p) =
2p — 2q + r. Ezeket az els6 két egyenlet koziil barmelyikbe visszahelyettesitve: « = ¢ — 2r. (1 pon
A kapott a = ¢ —2r, 5 =2p—2q+ 7, v = ¢ — p valébban megoldasa az egyenletrendszernek.(1 pon
(
(
(

&+

Ebbdl kévetkezik, hogy a fenti egyenletrendszer minden p, ¢ és r esetén megoldhato, 1 pon
vagyis minden v € R3 benne van az {(a, b, c) generalt altérben. 2 pont
Ezért a, b, ¢ generdtorrendszert alkot R3-ben. 2 pont

t)
)
)
)
)

5. Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi, R*-beli vektorok?
3

DW=
SO N -

—_— 6 p—
72_ 2 7w_
4

*
*
*
*
*



Tegyiik fel, hogy az «, 3, v skalarokra av-u+ 3 -v + v -w = 0 teljesiil. (1 pont)

Behelyettesitve u, v, w konkrét értékét és elvégezve a miiveleteket a kévetkezo linedris egyenletrend-
szerre jutunk:

20+ 30+ =

doa+68+2y =

3a+28 =

6o+ 48 =

Lathato, hogy a masodik egyenlet duplaja az elsonek, a negyedik pedig dupldja a harmadiknak; ezért

a masodik és negyedik egyenletek elhagyhatdk (a megolddshalmaz valtoztatasa nélkiil). (1 pont)

Ekkor példaul az a = 2, f = —3 valasztas a harmadik egyenletet kielégiti, amibdl az els6é egyenletbol

(2 pont)

SO oo

~v =5 adddik. (1 pont)
Mindezekbél tehéat 2u — 3v + 5w = 0. (2 pont)
Mivel tehat az u, v, w vektorokbdl a 0 kifejezheté nem csupa 0 egyiitthatoju linearis kombinaciéval,
ezért a tanultak szerint u,v,w linedrisan Osszefiiggd (és igy a védlasz: nem). (3 pont)

Ha egy megoldo felirja és meggyézden (ellenérzéssel) indokolja a 2u — 3v + 5w = 0 osszefiiggést, azért
természetesen akkor is jar az ezért adhaté maximadlis részpontszam (7 pont), ha az ehhez vezetd

« /ey

példaul a fentiekhez hasonl6é szamolassal kihozhatd, hogy w = —%Q + %Q, amibdl definicié szerint
szintén kovetkezik w, v, w linearis Osszefiiggdsége.

6*. Legyen n egy 8-cal oszthatd, de 3-mal nem oszthatd pozitiv egész szam. Mutassuk meg, hogy a
3 aruléja n-nek (vagyis a Fermat-teszt végrehajtasakor a 3 tantsitja n Osszetett voltat).

X ok ok ok ok

Mivel 31 n (és 3 prim), ezért (3,n) = 1. (1 pont)
Igy a feladat &llitdsa azt jelenti, hogy 3”1 £ 1 (modn), ezt kell tehdt megmutatni. (2 pont)
Tegyiik fel ezért indirekt, hogy 3"' =1 (modn).

Ebbél 8n miatt 3"! = 1 (mod38) is kovetkezik. Valoban: 37!
n‘?)”’l — 1; ebbdl 8|n miatt 8‘3’““1 — 1, ami ekvivalens a 3" 1 =1
Mivel 32 = 9 = 1 (modS8), ebbél (k-adik hatvinyra emeléssel) 3

1 (modn) azt jelenti, hogy
mod 8) allitassal. (2 pont)
¥ =1 (mod8), amibdl pedig

—~

[\

(3-mal szorzéssal) 32**1 =3 (mod8) minden k > 1 egészre. (2 pont)
Ebbél és a 3771 =1 (mod 8) allitdsbol kovetkezik, hogy n — 1 paros, vagyis n paratlan. (1 pont)
Ez pedig 8|n miatt ellentmondés, amivel 3"~! £ 1 (modn) indokldsa teljes. (2 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2018. november 29.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tat6 minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az itmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6dd
gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastél lényegesen kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre ad-
hat6 pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldod melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

1. a) A p és q valds paraméterek minden értékére adjuk meg az aldbbi egyenletrendszer megoldasa-
inak a szamat.

b) Ha p-nek és g-nak van olyan értéke, amelyre az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa
van, akkor a p és ¢ ezen értékeire adjuk meg az 6sszes megoldést.

$1+JI2+I‘3—7Z‘4 = 8
45(]1 + 41’2 + r3 — 28%4 = 23
5ZL'1 + 3£L'2 — T3 — 31I4 = 14

2v1+p-xy = ¢

X ok ok ok ok

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk:

1 1 1 =718 11 1 -7 8
4 4 1 —28123 0 0 -3 0 -9
5 3 —1 31114 |71 0 -2 -6 4 —26 ~
2 0 0 p | q 0 -2 -2 p+14|q—16
1 1 1 =7 8 1 1 1 =7 8
0 —2 -6 4 —26 0o 1 3 =2 13
0 0 -3 0 -9 ~“1 o0 o0 -3 0 -9 ~
0 -2 —2 p+4+14|q—16 0 —2 —2 p+14|qg—16
1 1 1 -7 8 1 1 1 -7 8
0 1 3 =2 13 0 1 3 =2 13 5
00 -3 0 9 ~{o 0o 1 0 3 (2 pont)
0 0 4 p+10]¢g+10 0 0 0 p+10|qg—2

Ha p # —10, akkor az utolso sort (p+ 10)-zel osztva kapjuk a 1épcsés alakot. Mivel minden oszlopban
van vezéregyes (és a redukalt 1épcsds alakig ez mar nem valtozhat meg), ezért ilyenkor a megoldas
egyértelmil (vagyis a megoldasok szdma 1). (2 pont)



Ha p = —10 és q # 2, akkor az utolsé sor ,tilos sor”. Ezért ilyenkor nincs megoldas. (1 pont)

Ha p = —10 és ¢ = 2, akkor az utols6 sor csupa nulla sor, ezért ilyenkor a 1épcsos alakot ennek az
elhagyasaval kapjuk. (1 pont)
Innen a Gauss-eliminéaciét folytatva kapjuk a redukélt 1épcsés alakot:
1 1 0 =715 1 0 0 =51
N(OlO—Q 4)~(010—2 4) (1 pont)
0 0 1 03 0 0 1 03
Igy a p = —10 és ¢ = 2 esetben végtelen sok megoldés van: (1 pont)
x4 = a € R szabad paraméter és x5 = 3, 19 = 4+ 2a, 1 = 1 + bav. (2 pont)

A fenti pontozas ugy értendd, hogy az a) feladat hibatlan megolddsa 6nmagdban 6 pontot ér. A
szamolasi hibak — egyébként elvileg jo megoldés esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek 1ényegében megfeleltetheto
részekért adhaté pont. Ha egy megoldd (akar helyes) szamitdsokat végez (példdul egy ismeretlent
kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldds iranyat,
azért csak nagyon kevés pont (maximum 2-3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fliggéen.

2. Dontstik el az alabbi allitasokrél, hogy igazak-e minden n x n-es A matrixra.

a) Ha létezik olyan b € R™ vektor, amelyre az (A|b) kib6vitett egytitthatématrixi linedris egyen-
letrendszer nem megoldhaté, akkor det A = 0.

b) Ha det A = 0, akkor létezik olyan b € R™ vektor, amelyre az (A|b) kib&vitett egyiitthatomatrixi
linearis egyenletrendszer nem megoldhato.

¥ ook ok ok X

a) Ha det A # 0 volna, akkor a tanult tétel értelmében az (A|b) linearis egyenletrendszer egyér-

telmtien megoldhaté kellene legyen minden b € R™ esetén. Ezért ez az allitas igaz. (2 pont)

b) Megmutatjuk, hogy ez az allitas is igaz. Legyen ezért b € R™ tetszéleges és alkalmazzuk a
Gauss-eliminéciot az (A|b) linedris egyenletrendszer megoldésara. (1 pont)
A determinans tanult tulajdonsdgai miatt az eliminacié soran nem valtozik meg az, hogy a vonaltdl
balra all6 matrix determinénsa nulla-e vagy sem. (1 pont)

Ebbdl kovetkezik, hogy a 1épcsos alak elérése elott kell keletkezzen olyan sor, amelynek a vonaltél
balra esO része csupa nulla. Valoban: kiilonben a lépcsés alak minden oszlopban tartalmazna
vezéregyest és igy a vonaltol balra all6 matrix determinansa 1 volna — ami ellentmondana az iménti
allitasnak és annak, hogy det A = 0. (2 pont)
Allitsuk meg tehdt a Gauss-elimindciét abban a pillanatban, amikor olyan sor keletkezett, amelynek
a vonaltdl balra es6 része csupa 0. Ha most ebben a sorban a vonaltél jobbra nem 0 all, akkor (tilos
sor keletkezése miatt) az egyenletrendszer nem megoldhaté, vagyis az allitast belattuk. (1 pont)
Ha viszont a vonaltél balra csupa nulla sorban a vonaltél jobbra is 0 all, akkor cseréljiik most
ki ezt a vonaltol jobbra all6 elemet (példdul) l-esre, majd ettél a ponttdl ,tekerjiik vissza” a
Gauss-eliminéciét a kezdetéig (vagyis az eddig elvégzett 1épéseken visszafelé haladva hajtsuk végre
mindegyiknek a megforditasat). (2 pont)
Mivel a vonaltél balra nem valtoztattunk semmin, ezért ezzel egy olyan (A|b') linedris egyenletrend-
szert kaptunk, amelyre a Gauss-eliminaciot végrehajtva tilos sor keletkezik, igy ennek val6ban nincs

megoldasa. (1 pont)
Maésodik megoldas a b) részre. Tegyiik fel indirekt, hogy az allitds hamis: det A = 0, de az (A|b)
linedris egyenletrendszer mégis minden b € R" esetén megoldhato. (1 pont)
Jelolje e; az n X n-es egységmatrix i-edik oszlopat (vagyis az R"-beli standard bazis i-edik vektorat)
és legyen z; az (Ale;) linedris egyenletrendszer egy megoldasa (ami ezek szerint létezik). (1 pont)
Ekkor a tanultak szerint A - z; = ¢, teljestil minden ¢ = 1,...,n esetén. (1 pont)
Ebb6l kovetkezik (a matrixszorzds definicidja szerint), hogy A - X = E teljestl arra az n x n-es X
matrixra, amelynek az i-edik oszlopa x; minden i = 1,...,n esetén. (2 pont)
Alkalmazva a determindnsok szorzéastételét: det A - det X = det(A- X) =det £ = 1. (2 pont)
Ez pedig ellentmond annak, hogy det A = 0 és igy bizonyitja az allitast. (1 pont)



Ha egy megoldo ezt a megoldast adja, de a determinansok szorzastételének alkalmazasa helyett arra
hivatkozik, hogy A-X = E miatt X = A~! és igy a tanult tétel szerint det A # 0 kovetkezik, az ezért
a pontatlansigért (tovabbi indoklas hijan) 1 pontot veszitsen. Ha viszont ezt kiegésziti azzal, hogy az
el6adason (az inverz létezésére) elhangzott bizonyitas soran kideriilt, hogy A- X = E-b6l X - A =F
is kovetkezik és ebbdl kovetkeztet arra, hogy X = A71, az természetesen maximélis pontot ér.

Harmadik megoldas a b) részre. Tegyiik fel indirekt, hogy az allitds hamis: det A = 0, de az
(A]b) linedris egyenletrendszer mégis minden b € R™ esetén megoldhato. (1 pont)
Jelolje a; az A matrix i-edik oszlopat minden i = 1, ..., n esetén. Az (A|b) megoldhatésiga a tanultak
szerint ekvivalens a b € (a4, ..., qa,) allitdssal. Mivel ez a feltevés szerint minden b € R" esetén igaz,
ezért ebbdl kovetkezik, hogy ay, ..., a, generatorrendszer R"-ben. (1 pont)
Ha most a,,...,a, linedrisan Osszefliggé volna, akkor definicié szerint volna koztiik olyan — legyen
ez példaul a, —, amelyik a tobbibdl linearis kombinaciéval kifejezheto. Ekkor viszont ay, ..., a,_;
is generdtorrendszert alkotna R"-ben, hiszen a, € (a,...,a,_ 1) (és az altér definiciéja) miatt az
ay,- -, a,-b6l linedris kombinacioval kifejezheté vektorok mind (a,,...,a,_;)-ben volndnak, vagyis
(ay,...,0,_1) = {ay,...,a,) teljesiilne. (2 pont)
Ez viszont ellentmondana az FG-egyenl6tlenségnek: R™-ben volna (n— 1) elemii generatorrendszer és
n elemi linedrisan fiiggetlen rendszer is — hiszen az utébbi feltételnek a tanultak szerint R™ minden

béazisa megfelel. (2 pont)
Ezzel tehat megmutattuk, hogy a4, ..., a, linedrisan fiiggetlenek. Ebbdl pedig a tanult tétel szerint
det A # 0 kévetkezik, ellentmondas. (2 pont)

3. Szdmitsuk ki az A?°1® matrixot az aldbbi A méatrixra. (A%°!® azt a 2018 tényezds szorzatot jeldli,
amelynek minden tényezéje A.)

OO O
OO = O
O—= OO
—

* ok ok ok ok

A matrixszorzas definiciéja szerint az A%, majd az A3 métrixokat kiszdmitva az alabbiakat kapjuk:

1 0 0 2 1 0 0 3
0 1 0 2 0 1 0 3
2 _ 3 _
A=10 0 1 2 A=10 01 3 (2+2 pont)
0 0 0 1 0 0 0 1
Ezek alapjan méar sejthetd, hogy minden n > 1 esetén igaz az
1 0 0 n 1 0 0 2018
n 0 1 0 n | s o 0 1 0 2018
Ar = 0 0 1 n allitas és igy A2018 — 0 0 1 2018 | (141 pont)
0 0 0 1 0 0 0 1

Az A"-re vonatkozo allitast precizen n-re vonatkozo teljes indukciéval lathatjuk be: n = 1-re az allitas
természetesen igaz. Ha pedig mar valamely n-re igaz, akkor az A™ mar ismert értékét A-val szorozva
azt kapjuk, hogy A" is megfelel az 4llitdsnak, mert az A™- A szorzas az elsé harom oszlopot és a jobb
alsé sarkot tovabbra is valtozatlanul hagyja, de az utols6 oszlop els6 harom eleme 1-14+n-1=n+1
lesz. Ezzel tehat az éllitast belattuk. (4 pont)
A pontozds tigy értendd, hogy ha a megoldd A% és A3 kiszdmitdsa utdn minden magyardzat nélkiil
kozli A%018 értékét, arra 5 pontot kaphat. Ha megfogalmazza az A"-re vonatkozé altaldnos allitast,
arra tovabbi 1-et. Ha pedig a megoldas legalabb részben meggy6zéen indokolja, hogy az A"-re vo-
natkozo allitas igaz, akkor ezért mar tovabbi 2 pont adhaté (a preciz teljes indukciéért jard 4-bol).

4. Hatarozzuk meg az A~! és a B métrixokat, ha az A és az A - B métrixok az aldbbiak.

3 7 777 666
A:<4 9) A'B:<999 888)



A~ let a tanultak szerint Gauss-eliminaciéval szamolhatjuk:
1

1 I 1o 1 I+ 0 _
3 711 0 N 3 3 N 313 N 1 0 9 7 . (3 pont)
4 910 1 0 _% _% 1 0 114 -3 0 1 4 -3

igy A=! a kapott alakban a vonaltdl jobbra 4ll6 2 x 2-es matrix. (2 pont)
A B-t az A™'- (A - B) szorzat kiszdmitdsdval hatdrozhatjuk meg. Valoban, a (métrixszorzas alaptu-
lajdonsdgairdl és az inverzrél) tanultak szerint A™' - (A- B)=(A"!'-A)-B=F-B=B. (3 pont)
Elvégezve a szorzast (amit nagyban konnyit, ha az elemek szamitasakor 111-et mindig kiemeliink):

o =97 7T 666 [ 0 222
B=A4 '(A'B>—< 4 -3 ) \og9 88 )= 111 0 ) (2 pont)

A szamolasi hibakért szokas szerint 1-1 pont levonas jar, ha az a megoldds menetét érdemben nem
befolyasolja. Az A~! és a B létezését a feladat szovege implicite allitja, ezért nem vonunk le pontot
egyik esetben sem a létezés indoklasanak a hidnyaért. A B-t természetesen (tobb szdmolassal) meg-
hatarozhatjuk tgy is, hogy annak az elemeire valtozokat vezetiink be, ezekre felirjuk az A - B ismert
értékébol adodo egyenleteket, majd megoldjuk az igy kapott két darab, 2 x 2-es egyenletrendszert.
Ha egy megold6 igy jar el, akkor az egyenletek felirdséaért Osszesen 1 pont jarjon és a B elemeinek
meghatarozasaért elemenként tovabbi 1-1 pont (szdmolasi hibanként 1 pontot levonva).

5. Egy 4 x 6-os A matrixban az i-edik sor és a j-edik oszlop keresztezédésében 4116 elem a;; = i*+i-j
minden 1 <i <4 és1<j <6 esetén. Hatarozzuk meg A rangjat.

x ok ok ok ok

Vonjuk le a 2., 3., illetve 4. sorbol az 1. sor 2-szeresét, 3-szorosat, illetve 4-szeresét. (2 pont)
Ekkor a 2., 3., illetve 4. sor minden eleme (25 +4) —2(j +1) =2, (3j +9) —3(j + 1) = 6, illetve
(47 +16) —4(j + 1) = 12 lesz. (2 pont)
Vonjuk most le a 3., illetve a 4. sorbdl a 2. sor 3-szorosét, illetve 6-szorosat. (1 pont)
Ezzel a 3. és a 4. sor csupa nullava valtozik, igy ezeket elhagyhatjuk. (1 pont)
A kapott A’ méatrix két sora nem skalarszorosa egymasnak, ezért ez a két sor linearisan fiiggetlen.
Igy a sorrang definici6ja szerint r(A’) = 2. (2 pont)
Mivel a Gauss-elimindci6 1épései a rangot nem valtoztatjak, ezért r(A) = r(A’) = 2. (2 pont)

Az A’ rangjanak definici6 szerinti meghatarozdsa helyett j6 megoldas az is, ha azt tovabbi Gauss-
eliminécids 1épésekkel (az 1. sor megfelezésével, majd a kapott sor 2-szeresének a 2.-b6l valé kivonasa-
val) 1épcsés alakira hozzuk és hivatkozunk arra, hogy 1épcsds alaki matrix rangja a sorainak a szdma.
A matrix elemeire vonatkozd képletekkel vald szamoléas helyett természetesen tokéletes megoldas az
is, ha a megoldd elemenként felirja a matrixot és arra futtatja a Gauss-eliminaciot.

6*. Az L C R” halmazt akkor nevezziik egyenesnek, ha léteznek olyan p,v € R", v # 0 vektorok,

hogy L = {Q +Av:e R}; vagyis L azokbdl az R"-beli z vektorokbdl &ll, amelyekre z =p+ A -v
teljestl valamilyen A € R esetén. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n valtozds linearis egyenletrendszernek
végtelen sok megoldasa van, akkor a megolddshalmaza (mint R"-beli vektorok halmaza) tartalmaz
egyenest.

ook ok ok %

Tegyiik fel, hogy az (A|b) kibévitett egytitthatémétrixi linedris egyenletrendszernek végtelen sok

megoldéasa van és legyen x,,x, € R" két kiillonb6zé megoldas. (1 pont)
A tanultak szerint ekkor A -z, =bés A-xz, = b. (1 pont)
Legyen ekkor p = z; és v = 2y — 2. (1 pont)
Ekkor z; # z, miatt v # 0, (1 pont)
a matrixszorzas tanult tulajdonsagai szerint A-v = A-(zy—2,) = A 29— A-2;, =b—b = 0,(2 pont)
és ezért minden \ € Resetén A- (p+X-v)=A-z,+X-(A-v)=b+ N0 =0 (2 pont)
Kovetkezésképp p+A-v minden A € R esetén megoldésa az (A]b) linedris egyenletrendszernek, vagyis
a megolddshalmaz tartalmazza a p és v altal meghatdrozott egyenest. (2 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2018. december 10.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tat6 minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az itmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastél lényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre ad-
hat6 pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldo melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

1. A porzitiv egész n szam 513-szorosanak utolsé harom szamjegye 001. Mi az n utols6 3 szamjegye?

* ok ok ok ok

Els6 megoldas. A feladat szévege szerint 513n =1 (mod 1000). (1 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy 513n =1 (mod 500), vagyis 13n =1 (mod 500) is teljesiil. (Ugyanide ju-
tunk, ha a kongruenciat elszor 2-vel szorozzuk, majd 2-vel osztjuk.) (2 pont)
Mindkét oldalt 39-cel szorozva: 507n = 39 (mod 500), vagyis 7n =39 (mod 500). (2 pont)
Ez ekvivalens a 7Tn = 539 (mod500) kongruencidval, amelynek mindkét oldalat 7-tel osztva:
n =77 (mod500), ahol a modulus (7,500) = 1 miatt nem valtozott. (1 pont)
Ebbdl tehdt n =77  (mod 1000) vagy n = 500 + 77 = 577  (mod 1000). (1 pont)
Ellendrzéssel lathat6, hogy 513 -77 #1 (mod 1000), de 513 - 577 =1 (mod 1000). (2 pont)
Ezek szerint a linedris kongruencia egyetlen megolddsa n = 577 (mod 1000), vagyis n utolsé harom
szamjegye 577. (1 pont)

A két ellenérzés koziil az egyik kivalthat6 azzal, hogy (513,1000) = 1‘1 miatt a linearis kongruen-
cianak egyetlen megoldasa kell legyen modulo 1000. Ha valaki csak ennyit allapit meg, de a linearis
kongruenciat megoldani nem tudja, az ezért (a linedris kongruencia felirdsaért jaré 1 ponton kiviil
tovabbi) 1 pontot kaphat. Szdmolasi hibakért 1-1 pont vonandé le, de a maradék pontszam csak
akkor jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett lényegesen kénnyebb.



Mésodik megoldas. A feladat szovege szerint 513n =1 (mod 1000). (1 pont)
Ezt az el6éadédson tanult (euklideszi) algoritmussal oldjuk meg.

Ehhez elészor 513 és 1000 legnagyobb kozos osztdjat kell meghatérozni: mivel (513,1000) = 1‘1,
ezért egyetlen megoldas lesz modulo 1000 és az algoritmust osztas nélkiil indithatjuk a bemenetként
kapott kongruenciatol. (2 pont)

Az algoritmus végrehajtasa soran kapott kongruencidk sorra a kovetkezok: 1000n = 0 (mod 1000),
513n = 1 (mod 1000), 487n = —1 (mod 1000), 26n = 2 (mod 1000), 19n = —37 (mod 1000),
T = 39 (modl1000), 5n = —115 (mod1000), 2n = 154 (mod1000), n = —423 =
577  (mod 1000). (6 pont)
Igy n utols6 harom szdmjegye 577. (1 pont)

Szamolasi hibakért 1-1 pont vonandé le, de a teljes maradék pontszam csak akkor jar, ha a hiba
miatt a megoldas nem lett konnyebb vagy révidebb.

) ) 181194
2. Milyen maradékot ad 392-vel osztva 169 ?
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Mivel p(392) = p(2% - 7%) = (2% — 22)(7? — 7') = 168 (
és (169,392) =1, (1 pont
ezért az Euler-Fermat tétel miatt 169'% =1 (mod 392). (
Ezt tetszbleges k > 1 egészre k-adik hatvanyra emelhetjik: 169'1%% = 1¥ =1  (mod 392). (2 pont
Mivel 181 = 13 (mod 168), ezt négyzetre emelve 1812 = 132 = 169 = 1 (mod 168). Ezt tovdbb a

97-edikre emelve: 181194 =197 =1 (mod 168). (2 pont)
Ezért 181194 = 168k + 1 valamely k > 1 egészre, amib8l 169181 = 169168k+1, (1 pont)
A fentebb latott 1691%%% =1 (mod 392) kongruencia mindkét oldalat 169-cel szorozva: 169168+ +1 =
169 (mod392). Ezért 169'8""" = 169 (mod 392), vagyis a valasz: 169. (2 pont)

A 181" =1 (mod 168) kongruenciat beldthatjuk az Euler-Fermat tétel egy tijabb alkalmazdsdval
is (de ettél még az ezért jard pontszam véltozatlanul 2.)

3. Legyen n = 20181210. Az eléadéason tanult megfelel6 algoritmus alkalmazasaval hatarozzuk meg
45n + 12 és 35n + 9 legnagyobb kozos osztdjat.
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Az euklideszi algoritmust alkalmazzuk.

(45n + 12)-t (35n + 9)-cel maradékosan osztva: 45n +9 =1 (35n 4+ 9) + 10n + 3. (2 pont)
(35m + 9)-et (10n + 3)-mal maradékosan osztva: 35n +9 = 3 - (10n + 3) + 5n. (2 pont)
(10n + 3)-at 5n-nel maradékosan osztva: 10n + 3 =2 - (5n) + 3. (1 pont)
Mivel n szamjegyeinek osszege 15, vagyis 3-mal oszthato, ezért n is, valamint 5n is 3-mal oszthato.
Igy 5n-et 3-mal osztva a maradék 0. (3 pont)
Igy a legnagyobb kozos oszt6 (az utolsé nemnulla maradék, vagyis) 3. (2 pont)

4. Alljon a V halmaz azokbdl az R*-beli vektorokbdl, amelyekben a négy koordinata szorzata nagyobb
vagy egyenld 0-nal. Déntsiik el, hogy V alteret alkot-e R*-ben.
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Az u=(1,0,0,0)T és v = (0,—1,1,1)T vektorok V-beliek, mert u és v koordinatdinak szorzata is 0.
Azonban az u +v = (1,—1,1,1) vektor nem V-beli, mert a koordinatak szorzata (—1). (6 pont)
Mivel u,v € V, de u+v ¢ V, ezért az altér definici6ja sériil, vagyis V nem altér. (4 pont)
Noha ez kozvetleniil nem jarul hozza egy helyes megolddshoz, ha valaki (hidnytalanul) megmutatja,
hogy v € V és A € Resetén \-v € V is teljestil, akkor ezért 3 pontot kaphat; ha pedig a megoldasban
nyoma van annak, hogy az Osszegre vald zartsagot is elkezdi vizsgalni (és nem csak felirja), akkor
ezért tovabbi 1 pont adhaté.



5. A W < RS altér alljon azokbél az R®-beli vektorokbél, amelyeknek a paratlan sorsza- g
mu koordinatai folilrol lefelé haladva 2 kvociensi, a paros sorszamu koordinatai pedig 6

foltlrol lefelé haladva 3 kvéciensti mértani sorozatot alkotnak. (fgy példaul a jobbra 15
lathaté vektor W-beli.) Hatarozzuk meg a W altér dimenzidjat. (Azt nem sziikséges 12
bebizonyitani egy teljes értékii megoldashoz, hogy W valoban altér.) 45
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Ha egy w € W elsé két koordindtdja o és 3, akkor a feladat szovegébdl w = (a, 3,2c, 33, 4a, 93)7.

Ezért minden w € W felirhaté igy: w = o - (1,0,2,0,4,0)T + 5-(0,1,0,3,0,9)T. (2 pont)
Ez tehat azt jelenti, hogy a by = (1,0,2,0,4,0)T és by, = (0,1,0,3,0,9)T vektorok generatorrendszert
alkotnak W-ben. (2 pont)
Masrészt by, by linedrisan fliiggetlen rendszer, mert egyik vektor sem skaldrszorosa a méasiknak.(2 pont)
Igy by, b, bazis W-ben, (2 pont)
vagyis dim W = 2. (2 pont)

6*. Hatarozzuk meg az A(1;5;2), B(2;7;4) és C(2;9;10) pontok &ltal meghatarozott haromszog A
csicsan atmend (belsd) szogfelezbjének az egyenletrendszerét.

Xk % %k
A megoldésban az egyes pontokba mutatd helyvektorokat mindig a megfelel6 kisbettivel jeloljiik.
E:b—gz(l,Z,Z)ésA =c—a=(1,4,8), (1 pont)
amib6l a Pitagorasz-tétel miatt |1@| =V124+22 422 =36s |1@| =12 +42+8=9. (1 pont)
Jeloje a haromszog AC' oldalanak A-hoz kézelebbi harmadolépontjat H. Ekkor az ABH haromszog
egyenlé szard, mert |[AB| = 3 és |fﬁ[| = % -9 = 3. Igy az ABC héromszog A cstcsén dtmend belsd
szogfelezbje atmegy a B és H pontok F' felez6pontjan is. (4 pont)
AH = 1@ (lés)emgyh—a—i—ﬁ:(éﬁg). (1 pont)
f=

3)3) 37373
ot h) = (3,21 (1 pont)
igy az ﬁ =f-a= (% g %) illetve ennek a 3-szorosa, a v = (2,5, 7) vektor irdnyvektora a keresett
szogfelezonek. (1 pont)
Ennek az egyenletrendszere tehat A-bol és v-bél felirhaté: 254 = yg‘;‘r’ = Z;Q. (1 pont)

A szogfelez6 egyenletrendszere megadhaté paraméteres alakban is. A feladat megoldhaté a szogfe-
lezotétel hasznalataval is: mivel az A-n atmend belso szogfelezd a BC' oldalt a szomszédos oldalak
ardnydban osztja, ezért dtmegy a BC oldal B-hez kozelebbi negyedelépontjén (az N(2, 2, 3) pon-
ton).

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

1. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldas, adjuk is meg az 0sszeset.

Ty +4x9 — 323 = 1
3x1 + 1729 — 19253 = 28
201 4+ 1lzg — 1223 = p+ 34
Txy+ 260 +p-a3 = p+15

* ok ok ok ok

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk:
1 4 -3 1 1 4 =3 1 14 -3 1
3 17 =19 28 0 5 -10 25 01 =2 5
2 11 —12|p+34 0 3 —6 |p+32 00 0 |[p+17
720 p |[p+15 0 -2 p+21| p+38 00 p+17|p+18

(3 pont)



Ha p # —17, akkor a harmadik sor ,tilos sor”, igy az egyenletrendszernek nincs megoldésa. (2 pont)
Ha viszont p = —17, akkor a negyedik sor ,tilos sor”, igy ekkor sincs megoldas. (3 pont)
Igy az egyenletrendszernek semmilyen p esetén sincs megoldésa. (2 pont)
A szamolasi hibak darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha egy elszamolds utan a megoldé helyes
kovetkeztetéseket von le a hibds alakbdl, akkor a fenti pontszamok kozil az elsé 2 pont akkor adhato
meg, ha a hibds alakban is keletkezik ,tilos sor” és ebbdl a megoldd a helyes kovetkeztetést vonja
le; az utdna kovetkezé 3 pont pedig megadhaté az elszamolt alakbdl fakadé (egyértelmil) megoldas
helyes meghatarozasaért.

2. Az 6 x 6-0s A matrix foatléjaban és alatta minden elem 1-es, a jobb fels6 sarkaban all6 elem 2018,
a matrix 6sszes tobbi (14 darab) eleme pedig 0. Hatdrozzuk meg A determinédnsat.
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Vonjuk ki a hatodik sorbdl az 6tédiket. Ekkor a hatodik sor (0 0 0 0 0 1)-re valtozik. (2 pont)
Most vonjuk ki az elsé sorbdl a (megvaltozott) hatodik sor 2018-szorosat. Ekkor az elsé sor
(10000 0)-ra véltozik. (3 pont)
A keletkezett matrix alsbharomszog-matrix, amelynek a féatléjaban minden elem 1-es, igy a deter-
mindnsa 1. (2 pont)
Mivel a megtett 1épések a determinans értékét nem valtoztattak, ezért det A = 1. (3 pont)

A feladat megoldhat6 a Gauss-eliminécié pontos kovetésével is (t6bb 1épésben), valamint a kifejtési
tételt hasznélva is (az elsé sor vagy az utolsé oszlop szerint), illetve szdmos més tton is. Minden,
a megoldast érdemben nem befolyasolé szamoldsi hiba 1 pont levonést jelent. A determinansra vo-
natkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakado elvi hibak viszont darabonként 5
pont levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megoldd egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje
utdn nem, vagy hibdsan kéveti a determindns megvaltozasat, vagy ha a kifejtési tételben nem (jol)
veszi figyelembe az elGjeleket. Kétes esetekben elvi hibanak tekintendé minden olyan hiba, amikor
nincs nyoma annak, hogy a megoldé a szoban forgd ismeretet helyesen prébélta alkalmazni. Aranyos
részpontszam jar minden, a determinans kiszamitasanak iranyaba mutato, hasznos 1épésért.

3. Szdmitsuk ki az A?1® matrixot az aldbbi A méatrixra. (A%°!® azt a 2018 tényezds szorzatot jeldli,
amelynek minden tényezdje A.)

-5 -4 =8
A= 1 0 2
2 2 3
Xk ok x %
5 4 8
A maétrixszorzas definicidja szerint A%-et kiszdmitva: A = [ —1 0 -2 |. (2 pont)
-2 -2 =3
Léthatd, hogy A% = —A. (1 pont)
Ebb8l A3 =A% A= (-A)-A=-A?2=—(-A) = A (1 pont)
Innen mér sejthetd, hogy A-nak a paros kitevéjii hatvanyai (—A)-val, a paratlan kitevéjii hatvanyai
pedig A-val egyenlok. (1 pont)
gy A2018 — _ A (1 pont)

Az A hatvanyaira vonatkozé fenti allitast precizen teljes indukciéval lathatjuk be. n = 1-re az allitas
nyilvdn igaz. Ha pedig valamely n-re mar teljesiil, hogy A" = (—1)"*!. A, akkor A-val szorzds utdn
az ATt = A" A= ((—1)"".A)- A= (—1)"T1. A2 = (=1)"". (=A) = (=1)""2. A, vagyis az 4llitas
(n + 1)-re is teljesul. (4 pont)
A pontozas tgy értendd, hogy ha a megoldé A? és A3 kiszamitdsa utdn minden magyardzat nélkiil
kozli A2018 értékét, arra 5 pontot kaphat. Ha megfogalmazza az A"-re vonatkozé altaldnos allitast,
arra tovabbi 1-et. Ha pedig a megoldas legalabb részben meggy6zéen indokolja, hogy az A"-re vo-
natkozo allitas igaz, akkor ezért mar tovabbi 2 pont adhat6 (a preciz indoklasért jar6 4-bol).

4



4. Hatarozzuk meg az aldbbi A és B matrixok hidnyzé, betiikkel jelolt elemeit, ha tudjuk, hogy
B=A1

5 2 0 1 -2 p
A= -1 =z 1 B = q 5 T
y z 1 s =26 27

Az A - B szorzatmétrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak keresztezddésében 4ll6 elemet jelolje ¢; ;.

B=A"!'miatt A-B=EFE, (2 pont)
ezért ¢;; =1, amib6l 5 -1+ 2¢ =1, igy ¢ = —2. (1 pont)
Hasonlban: ¢o9 = 1, amibél (—1) - (=2) + 5z — 26 = 1, igy « = 5. (1 pont)
c21 =0, amibél (—1)1 + z - ¢ + s = 0. Felhaszndlva x és g értékét: s =1 — xq = 11. (2 pont)

c31 = c32 =0, amibdl y — 2z +11 = 0 és —2y + 5z — 26 = 0. Megoldva az egyenletrendszert: y = —3
és z = 4. (2 pont)
Végiil ¢1 3 = cp3 = 0 miatt bp + 2r =0 és —p + 5r + 27 = 0, amibél p = 2 és r = —5. (2 pont)

5. Az 5 x 10-es A matrixrél tudjuk, hogy elhagyhat6 beldle egy alkalmasan valasztott sor és oszlop
ugy, hogy a kapott 4 x 9-es matrix rangja azonos legyen A rangjaval. Azt is tudjuk tovabbé, hogy
barhogyan hagyunk el A-bdl két sort és két oszlopot, a kapott 3 x 8-as matrix rangja mar kiilonbozik
A rangjatél. Hatarozzuk meg A rangjat.
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Mivel r(A) egyenld egy 4 x 9-es métrix rangjaval, ezért (a sorrang definicidja miatt) r(A) < 4.(3 pont)
Legyen M (a determinansrang definici6ja szerint) egy r(A) x r(A) méretii, nemnulla determindnsi
részmatrix A-ban. (2 pont)
Ha r(A) < 3 volna, akkor az M-be nem tartozé sorok és oszlopok koziil elhagyhatnank kett6t-kettot.
Az igy kapott A’ métrixnak M tovabbra is részmatrixa volna, igy r(A’) = r(A) volna. Mivel ez
ellentmondana a feladat szovegének, ezért r(A) > 4. (4 pont)
Megmutattuk, hogy r(A) < 4 és r(A) > 4, igy r(A) = 4. (1 pont)

6*. Az n x n-es A és B matrixokra teljesiil, hogy B # 0 és A - B = B. Mutassuk meg, hogy ekkor
létezik olyan n x n-es C' matrix, amelyre C' # 0 és AT - C = C.
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AB = B miatt AB — B = 0, amibdl (a matrixszorzéas tulajdonsagai miatt) (A — E)B = 0. (1 pont)
Ha det(A— E) # 0 volna, akkor (A — E)-nek volna inverze. Ekkor mindkét oldalt balrél (A— E)~!-zel
szorozva: (A — E)™'(A— E)B = (A — E)~! -0, amib8l B = EB = ( kovetkezne, szemben a feladat
allitaséval. Tgy tehat det(A — E) = 0. (2 pont)
Ebbél a transzponalt determindnséra vonatkoz, tanult tétel miatt det(A — E)T = 0. (2 pont)

« /s

det(AT — E) = 0-bdl a tanult tétel szerint kovetkezik, hogy AT — E oszlopai linearisan dsszefiiggk,

vagyis 1étezik olyan z # 0, z € R" vektor, amelyre (AT — E) -2 = 0. (1 pont)
Legyen most C' az az n X n-es matrix, amelynek minden oszlopa x. Ekkor x # 0 miatt C' # 0 és
(AT — E) -z = 0 miatt (AT — F)-C =0. (2 pont)
Ebbdl AT . C' — C = 0, vagyis AT - C = C valéban teljesiil. (1 pont)



