Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2015. oktober 22.
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pontjat, amelyre a P-t a Q(7;12;4) ponttal 0sszekots f egyenes meréleges e-re.

1. Hatarozzuk meg az x — egyenletrendszeri e egyenes minden olyan P

2. Legyenek vy, v,,..., v, w € R" tetsz6leges vektorok. Tegyiik fel, hogy w # 0 és
a vy, Vg, ..,V 1,0 + A -w,0,,q,...,v, vektorrendszer linearisan fiiggetlen a A € R
skalar és az 1 <1 < k egész barmely megvalasztasa esetén. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a
V1,V ..., U, w rendszer is linearisan fiiggetlen?

3. Alljon a V < R* altér azokbdl az x € R* oszlopvektorokbol, amelyekre fennallnak az
r1 — 22 +x3 = 0 és a 2x; + 3xy — w3 + x4 = 0 egyenletek (ahol z; az x vektor i-edik
koordinatajat jeloli minden i = 1,2, 3, 4 esetén). Hatérozzuk meg a V' altér dimenziojat.
(A feladat teljes értékd megoldasahoz nem sziikséges megmutatni, hogy V' valoban altér. )
4. Talaltunk egy lapot, amin valaki a (linearis egyenletrendszerek megoldasara szolgé-
16) Gauss-eliminaciot gyakorolta. A papir sajnos erésen megrongéalodott, ezért csak a
kiindulo feladat részletei és a néhany lépés utdn kapott 1épcsds alak olvashato:

O 6 O 0O O 1 2 -2 1 -3
2 44 7 0l~...~10 0 1-1]11
510 O O —4 00 0 1] 2

A kiindulé feladatban a O-val jelolt szamok olvashatatlanok. (Ezek persze egymastol kii-
16nb6z6 értékek is lehetnek.) Rekonstruéljuk a lap elveszett részeit: adjuk meg a O-kban
allo értékeket, majd futtassuk le a Gauss-eliminaciot és adjuk meg az egyenletrendszer
megoldasait.

(Feltételezhetjiik, hogy a lap tulajdonosa helyesen ismerte a Gauss-eliminacio tanult
algoritmusét és szamolasi hibat sem ejtett. Egy teljes értéki megoldasnak természetesen
része annak az indoklasa is, hogy a O-k helyes kitoltésére miért nincs méas lehetGség.)

5. Szamitsuk ki az alabbi determinanst a p valos paraméter minden értékére.

p 0 5 p
6 p 4 0
7 2 p 0
6 p 4 3

6. a) Szamitsuk ki az A21® matrixot az alabbi A matrixra.

b) Szamitsuk ki det (B?1%) értékét az alabbi B méatrixra.

3 =5 7 95
=2 5 2= 2 )
(X295 azt a 2015 tényezds szorzatot jeloli, amelynek minden tényezsje X.)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszdam 24. A munkaidd 90 perc.
A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2015. november 26.

1. Hatarozzuk meg az alabbi A métrix inverzének bal fels6 sarkaban allo elemét.

1 2 1
A= 2 3 1
2 2 1

2. A 6 x 10-es A méatrixra 1(A) = 3. Igaz-e mindig, hogy A-nak elhagyhato egy
sora és egy oszlopa ugy, hogy a kapott 5 x 9-es B matrixra r(B) = 3 teljesiiljon?

3. A 6 x 10-es A matrixra r(A) = 3. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan
vy, Vg, . .., 0, € RO vektorok, amelyekre vy, v,, ..., v, linedrisan fiiggetlen rend-

szert alkot és A-v; =0, A-v, =0, ..., A-v; = 0 teljesiil.

4. Az f : R? — R? lineéris transzformacio B = {b,; = (1;1;0), by = (2;0;3),
by = (0;1; —2)} bazis szerinti matrixa az aldbbi. Az R?® melyik elemét rendeli f

a 2b; — by + 3b; vektorhoz?

fls =

S = =
—_ O =
—_ —_ O

5. Adjuk meg a p paraméter értékét és az alabbi A matrix egy sajatvektorat, ha

tudjuk, hogy az 5 sajatértéke A-nak.

~(21)

6. Milyen maradékot adhat az n egész szam 142-vel osztva, ha 20n+4 és 72n—12

azonos maradékot ad 142-vel osztva?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-koéd, Neptun
szerinti gyakorlatvezet neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szdmologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

2015. december 7.

1. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a Q(9; —2;5) ponton és a
p valos paraméter minden értéke esetén merdleges a 7x — 2y + p - z = 4 egyenleti

sikra.

2. Legyen F'={f,f,,-- ,Lﬂ} linearisan fiiggetlen rendszer, G = {g . g,, - - - ,gm}
pedig generatorrendszer a V' < R" altérben. Mutassuk meg, hogy F' kiegészithetd
néhany (esetleg nulla) G-beli vektorral ugy, hogy ezéaltal V' egy bazisat kapjuk.

3. A W halmaz &lljon azokbdl a v € R vektorokbol, amelyekre teljesiil, hogy v
barmely két koordinatajanak a kiilonbsége egész szam. Dontstiik el, hogy W alteret
alkot-e R°-ben és ha igen, akkor hatarozzuk meg a dimenziojat.

4. Dontsiik el, hogy a p és g valos paraméterek milyen értékeire van megoldasa az
alabbi egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.
r1 — 3xy — lday = —17
201 —6x9 — 2823+ p-xy = q— 34
3x1 — Tx9 — 363+ 4p - x4 = 4q — 37

5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét a determindns definicioja szerint.
(A megoldasban tehat ne hasznéaljunk semmilyen, a determinénsra vonatkozo tételt
vagy azonossagot, pusztan a definiciora alapozva hatarozzuk meg az értékeét.)

9 8 5 7 4
0O 2 0 0 6
o 3 0 2 7
o 1 0 0 3
1 9 0 8 6

6. Az 5 x 3-as A métrixra teljesiil, hogy az A - AT matrix bal als6 sarkaban allo
elem 2015. Mi allhat az A - AT métrix jobb fels§ sarkaban?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér. A munkaids 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat meg-
irasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a M ASODIK zarthelyi potiasira

2015. december 7.

1. Hatarozzuk meg az A és a B métrixokat, ha az A~! és az A - B matrixok az

alabbiak.
4 3 1 2
-1 _ . —
ve(rs) ()

2. A 6 x 10-es A matrixra 1(A) = 3. Igaz-e mindig, hogy A-nak elhagyhato egy
sora és egy oszlopa ugy, hogy a kapott 5 X 9-es B maétrixra r(B) = 2 teljesiiljon?

3. A g : R® —» R* fiiggvény rendelje minden (xq,9,23) € R3 vektorhoz a
(221, 219, 223,0) € R* vektort. Legyen B = {b;, by, b3} egy bazis R3-ben és te-
gyiik fel, hogy az f : R3 — R* linearis leképezésre f(by) = g(by), f(by) = g(by) és
f(by) = g(bs) teljesiil. Irjuk fel f-nek az [f] métrixat.

4. Legyen f : R* — R? linearis transzformacio és B = {b;, by} bézis R*-ben.
Legyen az f matrixa a B bézis szerint az alabbi méatrix:

fe=( 5 7)

Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi allitasok.
a) by + by € Ker f b) by +b, €Im f

5. Adjuk meg a p paraméter értékét és az aldbbi A matrix Osszes sajatértékét, ha
tudjuk, hogy az alabbi v vektor sajatvektora A-nak.

(05) (3

6. Az n pozitiv egész 6247-szeresének az utolsd6 harom szamjegye 713. Mi lehet az
n utolsd két szadmjegye?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér. A munkaids 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat meg-
irasa kézben szdmologép (vagy maés segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2015. december 18.

1. Hatarozzuk meg az alabbi, R3-beli vektorrendszerek generalt alterét. Amennyiben
ez az altér egyenes vagy sik, adjuk meg az egyenlet(rendszer)ét.

2. Legyenek a, b és ¢ R*-beli vektorok. Tegyiik fel, hogy barmely k, ¢ és m egész
szamokra, amelyek nem mindegyike 0, a k-a+¢-b+m - ¢ linearis kombinacio értéke
kiilonbozik a 0-tol. Kévetkezik-e ebbdl, hogy a, b, ¢ linearisan fiiggetlen rendszer?

3. A V halmaz alljon azokbol az R5-beli vektorokbol, amelyekre teljesiil,

hogy minden koordinatajukhoz egy alkalmasan valasztott, kozos értéket 9
adva egy olyan oszlopvektort kaphatunk, amelynek a koordinatai (foliil- 7
ré] lefelé haladva) 2 kvocienst mértani sorozatot alkotnak. (Igy példaul a 17
jobbra lathato vektor V-beli, mert minden koordinatajahoz 3-at adva 2 g;

kvocienstd mértani sorozatot kapunk.) Dontsiik el, hogy V' alteret alkot-e
R5-ben és ha igen, akkor hatarozzuk meg a dimenzi6jat.

4. Egy négy valtozos linearis egyenletrendszerbdl barhogyan is hagyunk el egy egyen-
letetet, a kapott egyenletrendszer egyértelmtien megoldhato lesz. Legkevesebb hany

egyenletet kell tartalmazzon az (eredeti) egyenletrendszer?

5. Szédmitsuk ki az alabbi determinans értékét.
1 -3 2 3 0
2 —6 4 11 -7
-3 9 -5 -9 5
4 —12 g8 13 —2
5 —11 10 -1 -—12

6. Szamitsuk ki az A% métrixot (vagyis annak a 101 tényezds szorzatnak az értékeét,
amelynek minden tényezGje A) az alabbi A méatrixra.

o -3 0
A= 8 =5 0
0 0 2

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezs adatokat: név, Neptun-kod.
Minden feladat 10 pontot ér. A munkaids 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a MAS ODIK zarthelyi potlasara

2015. december 18.

1. Tegyiik fel, hogy a 3 x 3-as A matrix inverze létezik és A-nak és A~ '-nek is minden
eleme egész szam. Milyen értékeket vehet fel az A determinansa?

2. Milyen értékeket vehet fol az alabbi méatrix rangja (ahol p és ¢ valos paraméterek)?

1 2 3 -1
3 6 9 =3
1 0 1 P
3 4 q 2

3. Az f : R® — R* linearis leképezésre teljesiil, hogy az z-hez és (—z)-hez ugyanazt
a vektort rendeli minden z € R? esetén. Irjuk fel f-nek az [f] métrixat.

4. Legyen f : R? — R? linearis transzforméacio és B = {b, b, }, valamint C' = {¢;, ¢, }
két kiilonbozd bazis R2-ben. Legyen az f métrixa a B bazis szerint az alabbi matrix:

fe=(5 1)

[rjuk fel az f-nek a C bézis szerinti [f]c métrixat ha tudjuk, hogy ¢, = b, + by és
Cy = by — by

5. Az alabbi A matrix O-val jelolt elemeit nem ismerjiik, de azt tudjuk, hogy A-nak
a 3 sajatértéke. Adjuk meg A-nak egy masik (3-t6l kiilonbozs) sajatértékét is.

4=(s %)

6. A 2 x 2015-6s A matrixban az i-edik sor és a j-edik oszlop keresztez6désében allo
elem legyen a 62-7-j szam 2015-6s maradéka minden 1 <7 < 2,1 < 7 < 2015 esetén.
Van-e A-nak olyan oszlopa, amelyben az elsé elem éppen 1-gyel kisebb a masodiknal?
Ha igen, akkor milyen sorszamiu oszlopokra teljesiil ez?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod.
Minden feladat 10 pontot ér. A munkaids 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy maés segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2015. oktober 22.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodéd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdél a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg az x —4 = 3”%5 = 2%2 egyenletrendszeri e egyenes minden olyan P pontjat, amelyre

a P-t a Q(7;12;4) ponttal 6sszekots f egyenes merdleges e-re.
X % % ok %

Els6 megoldas. A PQ egyenes akkor és csak akkor mer6leges e-re, ha P rajta van azon az S sikon,
amely -t tartalmazza és a normélvektora azonos e iranyvektoraval. P-t tehat e és S metszéspontja-
ként kereshetjiik. (2 pont)
e egyenletrendszerébdl kiolvashato egy iranyvektora: v, = (1;4; —3). (2 pont)
A v, normalvektori, @-n atmend S sik egyenlete: © +4y —32=1-7+4-12—-3-4=43. (2 pont)
S M e meghatarozasihoz tehat megoldjuk az e egyenletrendszerébdl és S egyenletébdl allo egyenlet-
rendszert. (1 pont)
e egyenletrendszerébdl y = 4o — 21, z = 14 — 3x. Ezekbdl az @ + 4 - (4o — 21) — 3(14 — 3z) = 43
egyenletet kapjuk S egyenletébe valo helyettesités utdn. Ebbdl x = %, fgyy=>5¢ész= —%. (2 pont)
A keresett P pont tehat csak a P(%2;5; —11) lehet. (1 pont)

b S S SR 3

Masodik megoldas. Az e egyenes v, = (1;4; —3) iranyvektora és R(4; —5;2) pontja kiolvashat6 az
egyenletrendszerébdl. (2 pont)
Ebbdl felirhato e paraméteres egyenletrendszere: x = 4+t, y = —5+4t, z = 2—3t, ahol t € R.(1 pont)
Rogzitett t-re az igy kapott P, € e pontbdl a (Q-ba mutatod vektort a megfelels helyvektorok kiilonbsé-
geként kaphatjuk: P,Q) = (7 —(4+1t);12—(=b5+4t);4—(2— 3t)) = (3 — ;17 — 4¢;2 4 3t). (2 pont)
Az f = P,Q egyenes pontosan akkor merdleges e-re, ha P;() merdleges v, -re. Ez pedig pontosan akkor
igaz, ha P,Q - v, = 0. (2 pont)
Meghatéarozva a skalaris szorzatot: @ v, =1-(3—1t)+4-(17—4t) —3-(2+ 3t) = 65 — 26¢.(1 pont)

Igy @@e =0at = 2 értékre teljesiil. Ezt P, koordinatéiba helyettesitve kapjuk, hogy a P(£;5; —%)

az e egyetlen megfelel6 pontja. (2 pont)
2. Legyenek vy,v,,...,0,w € R" tetszbleges vektorok. Tegyiik fel, hogy w # 0 és a
Vs Vg, ooy U1,V + AW, 0,4, . . ., U, vektorrendszer linearisan fiiggetlen a A € Rskalarésaz 1 <i <k
egész barmely megvalasztasa esetén. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a vy, v,, ..., v, w rendszer is linearisan
fiiggetlen?



* ko ok ok Xk

A valasz igen, a v, vy, . .., v, w rendszer linedrisan fiiggetlen.

A X\ =0 (és tetszbleges 1 < i < k) valasztéassal kapjuk, hogy v, v,, ..., v, linedrisan fiiggetlen.(1 pont)
Ezért indirekt feltéve, hogy vy, v,, ..., v, w linedrisan Gsszefiiggd, az ,ijonnan érkezd vektor” lemma-
jabol kapjuk, hogy létezik a w = ayv; + asv, + ... + v, linearis kombinécio. (2 pont)
w # 0 miatt az a; egylitthatok kozott kell legyen 0-tol kiilonbozs. Mivel a v,-k szdmozasa tetszéleges,
az egyszertség kedvéért feltehetjiik, hogy oy # 0. (2 pont)
Igy a w-t kifejezs linearis kombinaci6 atrendezésével az ag (v, — ailw) + vy + ... + oy, = 0 alakot
kapjuk. (2 pont)
Ez azi=1¢é \ = —ail valasztéassal ellentmond a feladatban irt feltételnek (a lineéris fliggetlenség
ekvivalens definicidja szerint), mert a fenti 0-t ado6 linearis kombinécié oy # 0 miatt nem trivialis. Ez
az ellentmondés tehat bizonyitja a vy, v,,...,v,, w rendszer linearis fliggetlenségét. (3 pont)

3. Alljon a V < R* altér azokbol az x € R* oszlopvektorokbol, amelyekre fennallnak az z1 — 2o+ 123 = 0
és a 2x1+3ry—x3+x4 = 0 egyenletek (ahol x; az x vektor i-edik koordinatajat jeloli minden ¢ = 1,2,3,4
esetén). Hatarozzuk meg a V' altér dimenziojat. (A feladat teljes értékd megoldasahoz nem sziikséges
megmutatni, hogy V' valoban altér.)

S SR S

Legyen b, = (1,0,—1,—-3)" és b, = (0,1,1,—2)". Ekkor b;,b, € V, mert a vektorok koordinatai kielé-
gitik a feladatbeli egyenleteket. (1 pont)
by, b, nyilvan linearisan fiiggetlen, mert a két vektor koziil egyik sem skalarszorosa a masiknak.(2 pont)
Megmutatjuk, hogy b, b, generatorrendszer V-ben.

Legyen v = (21,9, 23,14)7 € V egy tetszéleges V-beli vektor. Ekkor a V-t leir6 egyenletekbdl
T3 = —X1 + Xy 68 x4 = =22, — 329 + 23 = =31, — 225 adddik. (2 pont)

c sz

Ebbdl kévetkezik, hogy a fenti linedris kombinécioban a A = x1 és u = x valasztassal épp v-t kapjuk.

Igy (b,,b,) = V valéban igaz. (2 pont)
Megmutattuk, hogy b, b, linearisan fliggetlen és generatorrendszer V-ben. Kévetkezésképp by, b, béazis
V-ben, igy dim V' = 2. (2 pont)

4. Talaltunk egy lapot, amin valaki a (linearis egyenletrendszerek megoldasara szolgalo) Gauss-
eliminaciot gyakorolta. A papir sajnos erdsen megrongéalodott, ezért csak a kiindulo feladat részletei
és a néhany lépés utan kapott lépcsds alak olvashato:

o 6 O O O 1 2 =2 1]-3

2 4 -4 7 0]l~...~10 0 1 —-1|11

510 0O O|—4 0 0 0 1| 2
A kiindul6 feladatban a O-val jelolt szamok olvashatatlanok. (Ezek persze egymastol kiilonbo6zé értékek
is lehetnek.) Rekonstrualjuk a lap elveszett részeit: adjuk meg a O-kban all6 értékeket, majd futtassuk
le a Gauss-eliminaciot és adjuk meg az egyenletrendszer megoldasait.
(Feltételezhetjiik, hogy a lap tulajdonosa helyesen ismerte a Gauss-eliminaci6 tanult algoritmusat és
szamolési hibat sem ejtett. Egy teljes értékti megoldasnak természetesen része annak az indoklasa is,
hogy a O-k helyes kitoltésére miért nincs mas lehetdség.)

* ok ok ok Xk

Ha a kiindul6 feladatban a bal fels§ sarokban 0 allna, akkor az algoritmus elGszor felcserélné az elsé
sort a masodikkal (illetve esetleg a harmadikkal), majd az 4j els6 sort leosztana 2-vel (illetve 5-tel). Ez
azonban lehetetlen: az igy kapott els6 soron az eljaras a lépcsGs alak eléréséig méar nem véltoztatna,
igy a lépcsds alak els6 sordaban a negyedik helyen g (illetve az 6todik helyen —%) allna. (1 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy a 1épcsGs alak elsé sora az eredeti elsé sor skalarral szorzasabol keletkezik.
Ujra felhasznalva, hogy az a lépcs6s alak eléréséig mar nem valtozhat és a masodik helyen 4ll6 6-ost a
lépcsss alak megfelels helyén allo 2-essel 6sszevetve kapjuk, hogy az eljaras az elsd sort 3-mal osztotta.
Kovetkezik, hogy az elsé sor kezdetben ( 36 —6 3 ‘ -9 ) kellett legyen. (2 pont)



A kiindul6 feladatbeli tovabbi harom ismeretlen értéket a p, g, illetve r paraméterekkel jelolve végre-
hajtjuk a Gauss-eliminaciot (annak a lépcsss alakig tarto elsd fazisat):

3 6 —6 3|-9 1 2 =2 1 -3
2 4 —4 7 p|l~[0 0 O 5 [p+6 | ~ (1 pont)
5 10 g¢q r|—4 0 0 ¢g+10 »r—5| 11

Ha itt ¢+ 10 = 0 volna, akkor az eljaras a harmadik oszlopban nem hozna létre vezéregyest, a masodik
sorban maradva tovabb lépne a negyedik oszlopba. Mivel azonban a 1épcsés alak tartalmaz a harmadik
oszlopban vezéregyest, ¢ + 10 # 0. (1 pont)
Ezért az eljaras sorcserével, majd a masodik sor (¢ + 10)-zel vald, végiil a harmadik sor 5-tel valo
osztaséaval folytatodik:

1 2 =2 1 -3 1 2 -2 1 -3 1 2 -2 1 | -3
0 0q+10 r=5[ 11 |~ [0 0 1 IG5 | ~0 0 1 55|45 | (2pont)
00 0 5 |p+6 000 5 |p+6 000 1 |2°
Ezzel megkaptuk a lépcsés alakot, amit a feladatban megadottal Gsszevetve a ]‘%6 = 2, qur_lw = 11,
illetve az qT—;]_E)D = —1 egyenleteket kapjuk. Ezekbdl sorban p = 4, ¢ = —9, illetve r = 4 adédik.(1 pont)

A Gauss-eliminéciot tehat a lépesds alak eléréséig (a p, ¢ és r kapott értékeinek behelyettesitése utan)
méar lefuttattuk, onnan pedig a redukalt 1épcsés alakig a harom darab, vezéregyes f6lotti nemnulla
érték nullava valtoztatésaval vezet az t:

1 2 -2 0]-5 1 2 0 0]21
~10 0 1 013 | ~10 0 1 013 (1 pont)
0 0 0 1] 2 0 0 0 1|2

A redukalt 1épcsds alakbol kiolvasva az egyenletrendszer megoldésait: 7o = o € R szabad paraméter,
x4 =2, 13 =13 és 1 =21 — 2a. (1 pont)

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasold szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A 1épcsés alaktol
a redukalt 1épcsés alakig tarto eliminédcioért, illetve az egyenletrendszer megoldasainak megadasart jaro
pontszam természetesen akkor is megadhato, ha a megoldas elsG fele részben vagy teljesen hidnyzik.
(Az utmutato elején irtaknak megfelelGen viszont a lépcesss alakig vezetd eliminacioért jaroé pontszam
nem adhaté meg akkor, ha a megold6 oOtletszertien, vagy minden kévethetd gondolatmenet hijan tolti
ki a hidanyzo értékeket.) A fenti megoldasban p-vel jelolt hianyzo érték megkaphato a kévetkezs gon-
dolatmenettel is: a lépcsGs alakbol azonnal kiolvashato, hogy x4 = 2, x3 = 13, x5 = 0 és xy = 21
megoldéasa az egyenletrendszernek; ezt behelyettesitve az eredeti feladat masodik egyenletébe p = 4
adodik. Ha egy megoldo ezen az uton csak p értékét tudja meghatérozni, akkor ezért a fenti pontozas
szerint a p, q és r meghatarozasaért jaro, osszesen 5 pontbol 2 adhato.

5. Szamitsuk ki az alabbi determinanst a p valés paraméter minden értékére.

p 0 5 »p
6 p 4 0
7 2 p 0
6 p 4 3
x x % % %
Jeloljiik a determinans keresett értékét D-vel. A kifejtési tételt az utolsod oszlopra alkalmazva:
6 p 4 p 0 5
D=—-p-|7 2 p|+3-]16 p 4 (3 pont)
6 p 4 7T 2 p

(Itt a 0-val szorzott tagokat mar elhagytuk.) Az elss, (—p)-vel szorzott determinéns két sora azonos,
igy az értéke 0 (hiszen az egyikbdl a masik sort kivonva csupa 0 sort kapnank). (2 pont)



A masodik, 3-mal szorzott determinénsra ismét a kifejtési tételt alkalmazzuk, most az els6 sora szerint:

D:3.<p. p 4 g gD (3 pont)

s

Ebbél a (2x 2)-es determinénsok kiszamitasara vonatkozo ismert szabéllyal fejezhetjiik be a megoldast:

D=3 -(p-(p*—8)+5-(12—17p)) = 3p*> — 129p + 180 (2 pont)

Természetesen a determinans értéke sok mas tuton is megkaphatd. Alkalmazhatoé a Gauss-eliminacioé
is, de paramétert tartalmazo kifejezéssel leosztva meg kell kiillonboztetni azt az esetet, amikor annak
az értéke 0. Minden, a megoldast érdemben nem befolyasold szamolési hiba 1 pont levonést jelent. A
determinansra vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakado elvi hibak viszont
darabonként 4 pont levonast jelentenek. Ilyenek példaul: a kifejtési tételben a sakktablaszabalybol
szarmazo elGjel elhagyasa, vagy helytelen megallapitasa; paramétert tartalmazo kifejezéssel valo osztas
a sziikséges esetvizsgalat nélkiil; egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utan a determinans ér-
tékvaltozasanak figyelmen kiviil hagyasa vagy hibas kovetése. Kétes esetekben elvi hibanak tekintendé
minden olyan hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megold6 a széban forgd ismeretet helyesen
kor minden szorzat (helyes) kiszamitasa és elGjelezése darabonként 1-1 pontot ér (de tébb kiilénb6zs
megoldasi kisérlet esetén nyilvan legfoljebb csak az egyikre adhat6 pont).

6. a) Szamitsuk ki az A?°'® métrixot az alabbi A méatrixra.
b) Szamitsuk ki det (B2015) értékét az alabbi B maétrixra.

3 =5 7 5
(0 3) o-(5 1)
(X215 azt a 2015 tényezss szorzatot jeloli, amelynek minden tényezGje X.)

S S S S

a) Az A% matrixot a matrixszorzas definiciéja szerint meghatarozva:

(5 0 )-4
a=(y 3) (0 J)-n

Mivel A2 = —F, ezért A3 = A2 A= (—FE)-A=—A Hasonléan: A* =A% A= (-A)-A=-A*’=F

AP =AY A= FE-A= Aés A hatvanyai innen nyilvan ciklikusan ismétldnek. (2 pont)

Mivel a 2015 4-gyel osztva 3 maradékot ad, ezért A1 = A3 = — A, (1 pont)

vagyis A?015 = S0 ), (1 pont)
-2 3

b)det B=7-2—-3-5=—1a (2 x 2)-es determinansokra vonatkozé szabaly szerint. (1 pont)

A determinansok szorzastételébdl kovetkezik, hogy det (32015) = (det B)2015. (2 pont)

Igy det (B?1%) = (—1)%15 = —1. (1 pont)

Az a) feladatban elfogadhato az A?91° = (A%)1007. A = (—=E)107. A = (—F) - A = —A szamitas is
(akkor is, ha a megoldo6 az (A™)™ = A™™ azonossagot indoklas nélkiil hasznalja fel). A b) feladatban
sem elvaras, hogy a megold6 a det (32015) = (det B)2015 allitast a determinansok szorzéstételére
valé hivatkozéasnél részletesebben indokolja (vagyis példaul annak 2014-szeri ismételt alkalmazasarol
szoljon).



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2015. november 26.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az ttmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6do gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg az alabbi A matrix inverzének bal fels6 sarkdban allo elemét.

121
A= 2 31
2 21
x x % % %

Az A7 matrix elsé oszlopat (a definicio, vagy az A~! meghatarozdsara tanult eljaras szerint) az
A -z = e, linearis egyenletrendszer megoldasaval kaphatjuk (ahol e; az egységmatrix els§ oszlopat

jeloli). (2 pont)

Azonban ebbdl a linearis egyenletrendszerbdl is csak xi-et, vagyis az x megoldas elsé koordinatajat

kérdezi a feladat. (2 pont)
12 1|1

Az | 2 3 1|0 | kib6vitett egylitthatomatrixi A - z = e, linedris egyenletrendszerben a harmadik
22 1|0
121 1
sorbdl az els6t levonva az | 2 3 1| 0 | alakot kapjuk. (3 pont)
100[-1
Ennek utolsé sora mutatja, hogy x; értéke, vagyis az A~! bal felsg sarkaban 4ll6 elem (—1). (3 pont)

Természetesen nem hiba, csak folosleges akar az A - x = e¢; megoldéasara, akar az A~! meghatarozaséra
vonatkozo teljes Gauss-eliminéciot elvégezni és abbdl kiolvasni a keresett értéket. Aki ezt megteszi, az

-1 0 1
eredményiil az A~! = 0 1 —1 | méatrixot (illetve A-x = e, esetében ennek els6 oszlopat) kapja.
2 =2 1

Ha egy megoldo igy jar el, akkor minden, a megoldés menetét érdemben nem befolyésol6é szamolési
hiba darabonként 1 pont levonast jelent (akkor is, ha a szoban forgé szamolasi hiba a végeredményként
kapott bal fels6 elemet egyébként nem érinti).



2. A 6 x 10-es A matrixra r(A) = 3. Igaz-e mindig, hogy A-nak elhagyhatd egy sora és egy oszlopa
tgy, hogy a kapott 5 x 9-es B matrixra r(B) = 3 teljesiiljon?

b SR S S

Els6 megoldas. r(A) = 3-bol az oszloprang definicioja szerint kovetkezik, hogy A-nak kivalaszthato

3 linearisan fliggetlen oszlopa. (1 pont)
Hagyjunk el A-bol egy ettdl a haromtol kiilonbozs oszlopot, a kapott 6 x 9-es méatrix legyen C'.(1 pont)
Ekkor C-ben tovabbra is megtalalhatd ugyanaz a 3 linearisan fiiggetlen oszlop. (1 pont)
Ennél t6bb viszont nyilvan nem, kiilénben A-ban is kivalaszthato lenne 3-nél tobb linearisan fliggetlen
oszlop, ellentmondésban r(A) = 3-mal. (1 pont)
Igy r(C) = 3 (az oszloprang definiciéja szerint). (1 pont)
Ezért a sorrang definicioja szerint C-nek kivalaszthato 3 linearisan fiiggetlen sora. (1 pont)
Hagyjunk el C-bdl egy ettsl a haromtol kiilonbozs sort, a kapott 5 x 9-es matrix legyen B. (1 pont)

A fenti gondolatmenettel analog modon kovetkezik, hogy r(B) = 3: B-nek tovabbra is kivalaszthato 3
linearisan fiiggetlen sora, de annal tébb r(C') = 3 miatt nem. (1 pont)
Mivel B az A-bol egy oszlop, majd egy sor elhagyasaval keletkezett és r(B) = 3, az allitas igaz.(2 pont)

Masodik megoldas. A determinansrang definicidja szerint A-nak kivalaszthatd 3 sora és 3 oszlopa

ugy, hogy az ezek keresztezGdéseiben kialakuld 3 x 3-as M részmatrixra det M # 0. (2 pont)
Hagyjuk most el A-nak egy olyan sorat és egy olyan oszlopét, amelyek az M négyzetes részmatrix
kivalasztasaban nem jatszottak szerepet, a kapott 5 x 9-es matrix legyen B. (2 pont)
Most M nyilvan a B-nek is nemnulla determinanst, 3 x 3-as részmaétrixa. (2 pont)
De 3 x 3-asnél nagyobb, nemnulla determinénsi, négyzetes részmétrix nyilvan nem valaszthato ki B-
bél, hiszen ugyanez A-bol is kivalaszthatd volna, ellentmondasban r(A) = 3-mal. (2 pont)
Mindezekbdl r(B) = 3, vagyis az allitas igaz. (2 pont)
3. A 6 x 10-es A méatrixra r(A) = 3. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan v, v,, ..., v, € R vektorok,
amelyekre v,,v,,...,v, linearisan fiiggetlen rendszert alkot és A-v, =0, A-v, =0, ..., A-v;, =0
teljesiil.

O SR S

Legyen f:R!© — RS az 2 — A - z linearis leképezés (amelyre tehat [f] = A). (1 pont)
A tanultak szerint Im f az A oszlopainak (mint R%-beli vektoroknak) a generalt altere. (1 pont)
A szintén az anyagban szerepelt tétel szerint r(A) az A oszlopai generalt alterének a dimenzi6ja.(1 pont)
Mindezekbdl tehat dimIm f =r(A) = 3. (1 pont)
Ebbdl és a dimeziotételbsl dim Ker f = 7 kovetkezik. (1 pont)
Legyen ezért vy, ...,v, a Ker f egy bazisa. (2 pont)
Ekkor vy, ..., v, linearisan fiiggetlen (hiszen bazis) (1 pont)
és A-v; = f(v;) =0,..., A-v; = f(v;) = 0 kévetkezik a Ker f definici6jabol. (2 pont)
4. Az [ : R® — R3 lineéris transzformacio B = {b; = (1;1;0), by, = (2;0;3), by = (0;1; —2)} bazis
szerinti matrixa az alabbi. Az R? melyik elemét rendeli f a 2b; — by + 3by vektorhoz?

1 120

fp={ 101

011

X ok ok % %

2
Els6 megoldas. A v = 2b, — b, + 3b; jeldléssel nyilvan [v]p = ( -1 )
3

Az [f]p definiciojabol kovetkezik, hogy [f(v)|s = [f]B - [v]B-

1
Elvégezve a szorzast: [f(v)|p = ( 5 >
2

A koordinatavektor definicioja szerint tehat f(v) = by + 5by + 2b5.
Ebbe helyettesitve a by, by, b; megadott értékeit: f(v) = (11;3;11).

2



Ha egy megold6 csak az [f]p - (2; —1;3)7 szorzést végzi el és a kapott (1;5;2)-t hiszi végeredménynek,
az (a fentiek szerint) megkaphatja a szorzasért jaré 1 pontot; tovabba (esetleg részben) még a [v]p
felirasaért jar6 2 pontot is, ha a megoldasbol (példaul — de nem feltétlen — a [v]p jelolés hasznalata
révén) kideriil, hogy a megoldo6 értve hasznalta a koordinatavektor fogalmat. Ha azonban a megoldas
csak ennyire szoritkozik, akkor 3-nal tobb pontot nem érhet. Igaz ez még akkor is, ha az [f(v)|p =
[flB - [u]B ,képlet” szerepel a megoldasban, de alkalmazast nem nyer (az utmutato elején irtakkal
osszhangban). Ett6] természetesen kiilonbozik az az eset, ha egy megoldoé eljut az f(v) = by + 5by + 2bs
alak feliraséaig, csak a by, by, by behelyettesitése marad el: ez a fentiek szerint 8 pontot érhet.

Az alabbi megoldas a fentinél joval hosszadalmasabb, foloslegesen sok szémolast igényel. Csak azért
szerepel a pontozési ttmutatoban, hogy az ezt irok dolgozata egységesen értékelhets legyen.

Masodik megoldas.

12 0 -3 4 2
A B béazisnak megfelels B = [ 1 0 1 | maétrix inverze B~! = 2 —2 —1 |, amit a tanult,
03 -2 3 -3 -2
Gauss-eliminacion alapulé modszerrel hatdrozhatunk meg. (2 pont)
A tanult tétel szerint [f]p = B! - [f] - B. Ezt az osszefiiggést balrol B-vel, jobbrol B~!-zel szorozva:
B-(fls- B = |f] (2 pont)
-1 4 1
Behelyettesitve B-t, [f]p-t és B '-et az [f] = 4 —3 —2 | matrixot kapjuk. (2 pont)
—-10 13 6
A feladatbeli v = 2b; — by + 3bs vektort kiszamitva: v = (0;5; —9)7. (1 pont)
[f] definiciojabol f(v) = [f] - v. (2 pont)

A szorzast elvégezve a fentiekbdl f(v) = (11;3;11) (illetve ennek transzponaltja) adodik. (1 pont)
5. Adjuk meg a p paraméter értékét és az alabbi A matrix egy sajatvektorat, ha tudjuk, hogy az 5

sajatértéke A-nak.
_ (3P
=(11)

* ok ok ok Xk

Mivel az 5 sajatértéke A-nak, ezért a tanult tétel szerint det(A — 5E) = 0, (1 pont)
vagyis _% _]1) =0. (2 pont)
Ebbél (1) - (—=2) — 1-p =0, vagyis p = 2. (2 pont)
Az 5-hoz tartozo sajatvektorokat az A-x =5 -z (vagy az ezzel ekvivalens (A — 5E) - z = 0) linearis
egyenletrendszer megoldasaval kereshetjiik. (1 pont)
Ezt részletezve a —2x1 + 229 = 0, 1 — x5 = 0 egyenletrendszerre jutunk. (2 pont)
Ennek megoldasa példaul z; = xo = 1, igy az ( % ) vektor sajatvektora A-nak. (2 pont)

A p = 2 ismeretében természetesen nincs akadélya annak sem, hogy A minden sajatértékét és sajat-
vektorat meghatarozzuk: az 5 sajatértékhez tartozo, a fenti megoldasban talalt (z,z)? (z # 0) sajét-
vektorokon kiviil sajatérték még a 2 is, az ehhez tartozo sajatvektorok pedig a (2x, —z)7 (z # 0) alaki
vektorok. Ezek barmelyike is elfogadhato tehat jo eredményként, noha a 2 sajatérték meghatarozasa
a megoldas szempontjabol folosleges munka. Megjegyezziik, hogy p és az 5-hoz tartozd sajatvektorok
meghatarozasa egyszerre is végezhets: A-x = 5-2-b6l a —2x1+p-x5 = 0, 1 — x5 = 0 egyenletrendszert
kapjuk, amibdl z; = z5 behelyettesitésével a (p — 2)zy = 0 egyenletet; ebbdl pedig p = 2, kiilénben
x9 = 1 = 0 adddna, igy az 5 nem volna sajatérték.

6. Milyen maradékot adhat az n egész szdm 142-vel osztva, ha 20n + 4 és 72n — 12 azonos maradékot
ad 142-vel osztva?



* ko ok ok Xk

A feladat szovege szerint 20n + 4 = 72n — 12 (mod 142), amit atrendezve az 52n = 16 (mod 142)

linearis kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mindkét oldalt 4-gyel osztva: 13n = 4 (mod 71), ahol a modulust (4,142) = 2 miatt kellett 2-vel
elosztani. (1 pont)
Mindkét oldalt 5-tel szorozva: 65n =20 (mod 71), vagyis —6n =20 (mod 71). (1 pont)
Mindkét oldalt (—2)-vel osztva: 3n = —10 = 61 (mod 71), ahol a modulus (—2,71) = 1 miatt nem
valtozott. (1 pont)
A jobb oldalhoz 71-et adva: 3n = 132 (mod 71), amib&l 3-mal osztas utan n = 44  (mod 71) (és a
modulus (3,71) = 1 miatt nem valtozott). (1 pont)
Minden megtett 1épés ekvivalens 1épés volt — beleértve az 5-tel valo szorzast is, (5,71) = 1 miatt. Ezért
a kapott eredmények valoban megoldéasai a linearis kongruencianak. (3 pont)
Ebbdl végiill n = 44  (mod 142) vagy n = 115 (mod 142), vagyis az n egész 44 vagy 115 maradékot
adhat 142-vel osztva. (2 pont)

A lépések ekvivalencidja helyett hivatkozhatunk arra is, hogy (52,142) = 2 miatt két megoldas kell
legyen modulo 142, vagy akar ellendrizhetjiik is a kapott eredményeket. (Viszont a harom érv koziil
valamelyikre szilikség van annak annak kizarasahoz, hogy a kapott eredmények kozott hamis gyok
lehessen.) Ha egy megoldo csak azt ellendrzi, hogy (52, 142) = 2‘167 igy a linearis kongruencianak két
megoldasa van modulo 142, de ezeket kiszamolni nem tudja, az (az atrendezéssel egyiitt) Gsszesen 3
pontot kapjon. Szamolasi hibakért 1-1 pont vonandé le, de a maradék pontszam csak akkor jar, ha a
hiba miatt a feladat nem lett 1ényegesen konnyebb. A linearis kongruencidnak természetesen szamos
mas, j6 megoldasa is van — példaul a fenti megoldasban szerepls 5-tel vald szorzas helyett akar 6-tal,
akar 7-tel szorozva is célhoz érhetiink.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2015. december 7.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldaséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a lefrt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6do gon-
dolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepl ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hatéaskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatéban szerepls részpont-
szamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo6 megoldas természetesen
maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztéalyzatot nem adunk.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

1. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a Q(9; —2;5) ponton és a p valos paraméter
minden értéke esetén merdleges a 7Tx — 2y + p - 2 = 4 egyenleti sikra.

* ko ok ok Xk

Elsé megoldas. A 7z —2y+p-z = 4 egyenletii sik egy normélvektorat kiolvasva: n,, = (7; —2; p).(1 pont)
A keresett sik normélvektora legyen m = (a,b,c). A sikok merélegessége ekvivalens a normalvektoraik

merGlegességével, igy n, merdleges m-re a p minden értékére. (2 pont)
Ez pedig a skalaris szorzatuk nulla voltaval ekvivalens: n, - m = 0 minden p-re . (1 pont)
Ezt kifejtve: 7a — 2b + p - ¢ = 0 minden p-re. (1 pont)
Ebbdl ¢ = 0 kovetkezik (kiilonben a és b értékét barhogyan rogzitve a 7a — 2b + p - ¢ kifejezés minden
valos értéket felvehetne). (2 pont)
A 7a — 2b = 0 egyenletnek megoldasa példaul a = 2, b = 7. Igy a keresett siknak normalvektora példaul
m = (2;7;0) (mert erre n,, - m = 0 valoban minden p-re teljesiil). (1 pont)
Ebbdl és a megadott Q-bol felirhatd a keresett sik egyenlete: 2x 4+ Ty = 4. (2 pont)

Masodik megoldas. A keresett sik meréGleges példaul a 7o — 2y + 2z = 4 és a 7Tz — 2y = 4 egyenleti
sikokra is (p = 1, illetve p = 0 paramétervalasztassal). (1 pont)
Ezeknek a normalvektorait az egyenletiikb6l kiolvasva: n, = (7; —2;1), illetve n, = (7; —2;0). (1 pont)
Mivel a sikok merslegessége ekvivalens a norméalvektoraik merdlegességével, ezért a keresett sik normal-

vektora meréleges n,-re és n.,-re. (2 pont)

Ezért az n, x n, vektoriélis szorzat normalvektora lesz a keresett siknak. (2 pont)
( J k

Ezt a tanult médon meghatarozva: ny xn, =| 7 -2 1 | =2i+7j+0k=(2;7;0). (2 pont)
7T =2 0

Ebbdl és a megadott Q-bol felirhato a keresett sik egyenlete: 2z + Ty = 4. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a fenti két megoldas tartalmilag kiilonbozik annyiban, hogy mig az els6bél egy ilyen
sik létezésének a ténye is kideriil, addig a mésodik eleve feltételezi azt. A feladat szdvege azonban imp-
licite allitja egy ilyen sik 1étezését, igy ennek a hidnyaért nem vonunk le pontot. Igy ha egy megoldé az
els6 megoldast irja, de ekvivalencia helyett csak egyiranyt kovetkeztetéseket von le, azt is teljes értéki
megoldasnak tekintjiik.



2. Legyen F' = {L,L, o ,ik} linearisan fiiggetlen rendszer, G = {21’ G- ,gm} pedig generatorrendszer
aV < R™ altérben. Mutassuk meg, hogy F kiegészitheté néhany (esetleg nulla) G-beli vektorral ugy, hogy
ezaltal V' egy bézisat kapjuk.

R SR S S

A tanultak szerint, ha egy V-beli linearisan fiiggetlen rendszert mindig egy olyan vektorral bévitiink, ami
nem tartozik a korabbi vektorok generalt alteréhez, akkor a rendszer linearis fiiggetlensége megmarad és

véges sok lépés utan V egy bazisat kapjuk. (1 pont)
A feladat megoldasahoz tehat azt kell megmutatni, hogy ez az eljaras elvégezhetd tigy is, hogy mindig a
G egy elemével bovitiink. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy néhany (esetleg 0) bévités utan most az F’ = {L’iz’ . ,L} linearisan fiiggetlen rend-
szernél tartunk. Azt kell megmutatni, hogy ha az eljards még nem allt meg (vagyis F’ még nem bazis),
akkor G-nek van az (f , f,...., [,) generdlt altérhez nem tartozo eleme. (2 pont)
Tegyiik fel ezért indirekt, hogy az <i1’i2’ - ,L} altér tartalmazza G-t. (2 pont)
Ekkor tehat az F” elemeibdl G minden eleme kifejezhetd linearis kombinacioval. Viszont mivel G genera-
torrendszer V-ben, ezért G elemeib6l V' minden vektora kifejezhetd linearis kombinacioval. Ezekbdl egyiitt
kovetkezik, hogy F” elemeibdl V' minden vektora is kifejezhetd linearis kombinacioval, vagyis F’ generé-

torrendszer V-ben. (2 pont)
Igy F' linearisan fiiggetlen generatorrendszer, vagyis bazis V-ben. Ez ellentmond annak a feltevésiinknek,
hogy az eljaras F’-vel még nem allt meg és igy bizonyitja a feladat allitasat. (2 pont)

3. A W halmaz alljon azokbol a v € R® vektorokbol, amelyekre teljesiil, hogy v barmely két koordinAté-
janak a kiilonbsége egész szam. Dontsiik el, hogy W alteret alkot-e R5-ben és ha igen, akkor hatérozzuk
meg a dimenzidjat.

X k% % %

A v =(0;0;0;0;1)T vektor peldaul W-beli (hiszen egész szamok kiilonbsége is egész). (2 pont)
Azonban az %Q = (0;0;0;0; %)T vektor mar nem W-beli, hiszen (példaul) az utols6 két koordinata kiilonb-
sége nem egész. (4 pont)
Mivel az altér definicidja szerint egy altér egy v elemére \ - v-nek is az altérhez kellene tartoznia minden
A € R esetén, ezért W nem altér. (4 pont)
A W halmaz az 0sszeadésra zart, igy W az altér definici6janak masik feltételét egyébként teljesiti. Ha egy
megold6 ezt megmutatja (és nem csak kijelenti), akkor ezért adhato legfoljebb 3 pont akkor is, ha ebbél
(és esetleg a skalarral szorzéasra valo zartsagra vonatkozo hibas indoklasbol) azt a téves kovetkeztetést
vonja le, hogy W altér. Ez a pontszam azonban nem jar akkor, ha a W altér voltaban valé (téves) hit
nyoman a megoldo6 a dimenzié meghatarozasara tett kisérletei kozben olyan &llitas(oka)t ir, amely(ek)bd6l
az alterekkel kapcsolatos alapfogalmak koriili silyos tajékozatlansagara lehet kovetkeztetni. (Ha példaul
egy megoldo — tévesen — azt allitja, hogy W-ben bazis az R°-beli standard bézis — hiszen W-beli vektorok-
bol all, linedrisan fliggetlen és W minden vektora kifejezhets bel6le —, akkor erre a fenti megjegyzés nem
vonatkozik és a 3 pont megadhatd, mert ez a ,,gondolat” tobbé-kevéshé logikus folytatdsa annak a téves
allitasnak, hogy W altér.) Azonban egy ilyen, téves kovetkeztetésre jutd megoldasért legfoljebb a fenti 3
pont adhato meg, a (téves) kovetkeztetés levonasaért nem adunk pontot (akkor sem, ha az a korabbiakbol
egyebként logikusan kovetkezne).

4. Dontsiik el, hogy a p és ¢ valoés paraméterek milyen értékeire van megoldésa az alabbi egyenletrend-
szernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az O0sszeset.

T1 — 3Ty — 1423 = =17
201 — 69 — 2803 +p-xy = q—34
3x1 — Txg — 363 +4p-24 = 4q— 37
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A Gauss-eliminaciot alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:

1 -3 —14 0 —17 1 -3 —14 0 —17
2 —6 —28 P q— 34 ~ 0 0 0 P q ~
3 —7 —36 4p 4q — 37 0 2 6 4p 4qg + 14



1 -3 —14 0 —17 1 -3 —14 0 —17
~ 0 2 6 4p | 49+ 14 ~ 0 1 3 2p | 2q+7 (2 pont)
0 0 0 P q 0 0 0 P q

Ha p = 0 és ¢ # 0, akkor az utolso sor tilos sor”; igy az egyenletrendszernek nincs megoldasa. (2 pont)
Ha p = 0 és ¢ = 0, akkor az utols6 sor elhagyasaval kapjuk a lépcsés alakot, majd ebbdl az elsé sor (—3)-as
elemének ,kinulldzasaval” a redukalt lépcsds alakot:

1 -3 —14 0 —17 1 0 -5 0 4 (1 pont)

0 1 30 7 0 1 3 0| 7 PO
Igy a p = ¢ = 0 esetben az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van: 25 = a € Rés 2, = B € R
szabad paraméterek és x; = 4 + 5o, 1o = 7 — 3a. (2 pont)

Maradt a p # 0 eset vizsgalata. Fkkor a harmadik sor p-vel valé osztésa utan kapjuk a 1épcsds alakot,
majd az elsG sor (—3)-as és a masodik sor 2p elemének a , kinullazasaval” a redukalt 1épcsds alakot:

1 -3 —14 0 —-17 1 0 -5 0 4
~ 0 1 3 2p 2q+7 ~ 0 1 3 0 7 (1 pont)

0 0 0 1 4/p 0 0 0 1 4/p
Igy a p # 0 esetben is végtelen sok megoldasa van az egyenletrendszernek: x5 = a € R szabad paraméter
és x1 =4+ ba, 1o =7 — 3, x4 = Yp. (2 pont)

A szémolési hibak — egyébként elvileg jo megoldas esetén — darabonként 1 pont levonést jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldas kdnnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltethetd
részekért adhato pont. Ha egy megoldo (akar helyes) szamitasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez,
behelyettesit, stb.), de ezek nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldas iranyéat, azért csak nagyon
kevés pont (maximum 2-3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fiiggden.

5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét a determindns definicidja szerint. (A megoldasban tehat ne
hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozo tételt vagy azonossagot, pusztan a definiciéra alapozva
hatarozzuk meg az értékét.)

9 8 5 7 4
0O 2 0 0 6
o 3 0 2 7
o 1 0 0 3
19 0 8 6
x ok k% ok

A definiciéban Osszeadanddként szerepld szorzatok koziil csak azokat kell figyelembe venni, amelyek nem
tartalmaznak 0 tényezGt, mert a tobbi nem befolyédsolja a determinans értékét. (1 pont)
Egy ilyen szorzatban teh&t a harmadik oszlopbdl csak az 5-6s valaszthato. Ezért az els6 oszlopbdl méar
csak az 1-es valaszthato (hiszen az elsG sorbol mar vettiink elemet) és igy a negyedik oszlopbdl csak a
2-es. (1 pont)
Eddig a mésodik és 6todik oszlophol, illetve a mésodik és negyedik sorbol nem valasztottunk elemet, igy
kétféleképp fejezhetd be a 0-t nem tartalmazd bastyaelhelyezés kivalasztasa: a masodik oszlopbdl a 2-est

és az 6todikbsl a 3-ast valasztva, vagy a masodikbol az 1-est és az 6t6dikbdl a 6-ost. (1 pont)
Igy két darab, nullat nem tartalmazé szorzat van: 5-2-2-3- 1, illetve 5-6-2-1- 1. (1 pont)
Az els6hoz tartozo m permutacio 3, 2,4, 5,1 (mert az elss sorbol a harmadik elemet vettiik ki, a masodikbol
a masodikat, stb). (1 pont)
7 inverzioszama I (m) = 5 (az inverzioban allo elemparok (3,2), (3,1), (2,1), (4,1) és (5,1)). (1 pont)
Mivel I(7) paratlan, az els6 szorzat negativ elGjelet kap. (1 pont)
Hasonléan, a mésodik szorzathoz tartozé permutécio a 3,5, 4,2, 1, ennek az inverzioszama, 8, igy a szorzat
elGjele pozitiv. (1 pont)
Végiil is tehat a determinans értéke —5-2-2-3-14+5-6-2-1-1=0. (2 pont)



6. Az 5 x 3-as A matrixra teljesiil, hogy az A - AT méatrix bal als6 sarkaban all6 elem 2015. Mi allhat az
A - AT matrix jobb fels6 sarkaban?

* ok ok ok Xk

Jel6lje az A els6 soranak harom elemét sorban a, b és ¢, az 6t6dik sor elemeit sorban d, e és f.

Ekkor az A" els6 oszlopaban &ll6 elemek foliilrsl lefelé a, b és c. (2 pont)
gy a matrixszorzas definicioja szerint az A - AT bal als6 sarkaban all6 elem da + eb + fc. (2 pont)
Hasonloan, az AT utolso oszlopanak elemei foliilrsl lefelé d, e és f, (2 pont)
igy az A - AT jobb fels6 sarkaban 4llo elem ad + be + cf. (2 pont)
Kovetkezik, hogy az A - AT bal also, illetve jobb fels6 sarkaban 4llo elemei egyenlsk, vagyis a jobb fels
sarokban is 2015 All (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a megoldas révidebben is indokolhaté a tanult (A - B)T = BT . AT Gsszefiiggést
hasznalva: ezt B = AT-ra alkalmazva (A-AT)T = (AT)T. AT = A. AT adodik, vagyis A- AT transzponaltja
sajatmaga, igy (példaul) a bal also és jobb felsg sarkaban allo elemei egyenldk.

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

1. Hatarozzuk meg az A és a B matrixokat, ha az A™! és az A - B matrixok az aldbbiak.

4 3 -1 2
-1 _ .B =
=53 to=( )
x ok k% %

Az A az A7! inverze, igy ezt a tanult, Gauss-eliminacion alapul6 eljarassal hatarozhatjuk meg: (1 pont)
4 311 0 1 34| Ys O 1 3/4 s 0
7 5,10 1 7 5 0 1 0 —Ya | =T/ 1
1 3/4 Va0 1 34| s 0 1 0] -5 3
0 —=Ya| =Ta 1 0 1 7T -4 0 1 7T -4

fgy tehat A = _? _Z (4 pont)
A1 (A-B)=(A"1'-A)- B=F-B = B adodik a matrixszorzas tanult tulajdonsigait, illetve az inverz
definici6jat hasznalva, igy B-t megkaphatjuk az adott A~! és A - B szorzataként. (3 pont)

o [ 43 -1 2\ (2 2
EbbolB—(7 5)( 5 _2>—(3 4>. (2 pont)
2. A 6 x 10-es A méatrixra r(A) = 3. Igaz-e mindig, hogy A-nak elhagyhato egy sora és egy oszlopa gy,
hogy a kapott 5 X 9-es B matrixra r(B) = 2 teljesiiljon?

* ko ok ok Xk

Az &llitds nem (mindig) igaz, mutatunk ra egy ellenpéldat.
A 6 x 10-es A métrix mind a négy sarkaban alljon a 3 x 3-as egységmatrix, az A kozéps6 négy oszlopanak

minden eleme pedig legyen 0. (2 pont)
Ekkor A-bol kivalaszthatd 3 x 3-as, nemnulla determinénst részmétrix: barmelyik sarkaban allo egység-
matrix ilyen. (2 pont)

4 x 4-es, nemnulla determinansn részmatrix viszont nem valaszthatdé A-bol, mert az A minden 4 x 4-es rész-
matrixanak van két azonos sora (hiszen az A fels harom sora rendre azonos az als6 harommal).(2 pont)
[gy a determindnsrang definicioja szerint r(A) = 3. (1 pont)
Ha most A-nak tetszélegesen elhagyjuk egy sorat és egy oszlopat, akkor az A négy sarkaban allo négy
egységmatrix koziil legalabb egy biztosan érintetlen marad, igy a kapott B matrixnak tovabbra is lesz

3 x 3-as, nemnulla determinansi részmatrixa. (2 pont)
Vagyis a kapott 5 x 9-es B matrixra r(B) > 3 (és igy nyilvan 1r(B) = 3 is) igaz. Ezért A valoban jo
ellenpélda az allitasra. (1 pont)



3. A g : R® — R* fiiggvény rendelje minden (xy, 75, 23) € R?® vektorhoz a (2z1,2x9,223,0) € R* vek-
tort. Legyen B = {b;,b,, by} egy bazis R3-ben és tegyiik fel, hogy az f : R® — R? linedris leképezésre
(b)) = g(by), f(by) = g(by) és f(by) = g(bs) teljesiil. Irjuk fel f-nek az [f] matrixat.
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2 00
Els6 megoldas. Elgszor is vegyiik észre, hogy g is linearis leképezés: a [g] = 00 2 méatrixszal
0 00
valo szorzéas épp g-t ,valositja meg”. (3 pont)
Legyen v € R? tetszéleges. Megmutatjuk, hogy f(v) = g(v) igaz.
Mivel B bazis R3-ben, ezért 1étezik a v = a1b; + asby + azby linearis kombinacio. (1 pont)
Ebbél f(v) = f(auby) + f(agby) + f(asbsy) = a1 f(by) + aaf(by) + a3 f(bs) kivetkezik a linearis leképezések
tanult tulajdonsagait hasznalva. (2 pont)

Ugyanez g-rdl is elmondhato, hiszen g is linearis leképezés: g(v) = a1g(b;) + a29(by) + asg(bs). (1 pont)
Mivel azonban f(b;) = g(b;) igaz minden i = 1,2, 3-ra, ezért f(v) = g(v) valoban kovetkezik. (1 pont)
Mivel az f és a g linearis leképezések azonosak, ezért a matrixaik is azok (hiszen a linearis leképezések
méatrixa a tanult tétel szerint egyértelmt). Igy [f] a fentebb lathaté [g]-vel azonos. (2 pont)

Masodik megoldas. Az els6 megoldasban irtak szerint g is linearis leképezés és a matrixa a fenti.(3 pont)
Legyen B a by, by, b; egyesitésével keletkez6 3 x 3-as matrix.

A matrixszorzas definiciojabol kovetkezik, hogy az [f] - B szorzatmatrix oszlopai sorban [f] - by, [f] - by és
[f] - by. Mivel [f]-b, = f(b;) a linearis leképezés (matrixanak) definicidja szerint, ezért az [f] - B oszlopai

az f(b;) vektorok. (2 pont)
Mivel g is linearis leképezés, ezért ugyanez g-rél is elmondhato: a [g] - B oszlopai az g(b;) vektorok.(1 pont)
Mivel f(b;) = g(b;) igaz minden i = 1,2, 3-ra, ezért [f]- B = [g] - B. (1 pont)
Mivel a B oszlopai (vagyis a b,-k) linearisan fiiggetlenek, ezért a tanultak szerint det B # 0 és igy létezik
a B~ matrix. (1 pont)
Az [f] - B = [g] - B egyenlet mindkét oldalat jobbrol B~!-zel szorozva [f] = [g] adodik, igy [f] a fentebb
latott [g]-vel azonos. (2 pont)

4. Legyen f : R? — R? lineéris transzforméacio és B = {b;,b,} bazis R%*-ben. Legyen az f matrixa a B
bazis szerint az alabbi matrix:
A= -
37

Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi allitasok.
a) by + b, € Ker f b) by + b, € Im f
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Legyen v = by, + by. Ekkor a koordinatavektor definicidja szerint [v]p = ( i ) (1 pont)
Igy az [f(v)]B = [f]B - [v]p Osszefiigges (vagyis [f]p definicioja) szerint [f(v)]s = ( 130 ) (1 pont)
Ha f(v) = 0 teljesiilne, akkor [f(v)]p = [0] 5 is igaz volna (hiszen a koordinatavektor egyértelmii). Azonban
(ismét a koordinatavektor definicioja miatt) [0]p = 0, igy [f(v)]s # [0] B, vagyis f(v) # 0. (2 pont)
Igy tehat v = b, + b, ¢ Ker f, az a) 4llitas hamis. (1 pont)
v =D, + by, € Im f azt jelenti, hogy létezik olyan a € R? vektor, amelyre f(a) = v. (1 pont)
Ez ekvivalens az [f(a)|p = [v]p éllitassal (ismét a koordinatavektor egyértelmiisége miatt). (1 pont)
Bevezetve a [a|p = z jelolést kapjuk, hogy a b) allitas ekvivalens az [f]p -z = % feltételnek eleget
tevé x létezésével. (1 pont)
Ez tehat az x1 + 2x9 = 1, 321 + Txg = 1 linearis egyenletrendszerre vezet (ahol x; és x5 az x koordinatai).
Ez konnyen megoldhaté: x; =5, x9 = —2. (1 pont)
Azt kaptuk tehat, hogy a b) allitas igaz: az a = 5b; — 2b, vektorra f(a) = v, igy v € Im f. (1 pont)



5. Adjuk meg a p paraméter értékét és az alabbi A matrix Osszes sajatértékét, ha tudjuk, hogy az alabbi
v vektor sajatvektora A-nak.

-(51) ()
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Mivel v sajatvektor, ezért A-v = ( 6+ 3p ) = < A ) = X - v kell teljesiiljon alkalmas A-ra. (2 pont

27 3\ )
A masodik koordinatak egyezésébdl 3\ = 27, vagyis A = 9 adodik. (1 pont)
Igy az els6 koordinatak egyezésébdl 6 + 3p = 9, vagyis p = 1 kovetkezik. (1 pont)
Ebbdl A sajatértékeit a tanult modszerrel hatarozhatjuk meg: det(A — A\E) = ’ 0 5 A 6 i A\ ‘ =(2 pont)
=(6—X)2—9=N\—12\+27. (2 pont)

[gy A sajatértékei a 0 = A2 — 12X\ +27 = (A—9)(\ —3) egyenlet megoldésai, vagyis A = 9 és A = 3.(2 pont)
Ha egy megold6é a p meghatarozisa soran megallapitja, hogy A = 9 sajatérték, de a masik sajatértéket
nem hatarozza meg, akkor a sajatértékekért a fenti pontozas szerint kaphato 6sszesen 6 pontbol legfoljebb
2-t megszerezhet.

6. Az n pozitiv egész 6247-szeresének az utolsé harom szamjegye 713. Mi lehet az n utols6 két szamjegye?
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Mivel 6247n utols6 két jegye nyilvan 13, ezért 6247n = 13 (mod 100). (1 pont)
Ez 6247 =47 (mod 100) miatt ekvivalens a 47n = 13 (mod 100) linearis kongruenciaval. (1 pont)
Mindkét oldalt 2-vel szorozva: 94n = 26  (mod 100), vagyis —6n = 126  (mod 100). (2 pont)
Mindkét oldalt (—6)-tal osztva: n = —21 = 29 (mod 50), ahol a modulust (—6,100) = 2 miatt kellett
2-vel elosztani. (1 pont)
Ebbsl n =29 (mod100) vagy n =79 (mod 100). (1 pont)
Ellendrzéssel kideriil, hogy ebb6l n =79  (mod 100) j6 megoldas, de n =29 (mod 100) hamis gyok. (Ez
a 2-vel szorzas miatt jott be, ami (100,2) > 1 miatt nem ekvivalens lépés.) (3 pont)
gy tehat n =79 (mod 100) az egyetlen j6 megoldas, vagyis n utolsé két szamjegye 79. (1 pont)

A hamis gyok kisziirésekor felhasznalhatjuk, hogy (47,100) = 1 miatt a tanult tétel szerint egyetlen meg-
oldas van modulo 100. A linearis kongruencia nagyon sokféleképp megoldhato jol (akar hamis gyokot
behozo 1épés nélkiil is). A kapott megoldasok helyességérsl vagy ellendrzéssel, vagy a modulo 100 vett
megoldasok szaméat hasznald érveléssel, vagy (erre alkalmas megoldas esetén) a lépések ekvivalenciajara
valo hivatkozéassal mindenképp meg kell gy6z&dni; aki ezt elmulasztja, az értelemszertien 3 pontot veszit-
sen. Ha valaki csak azt ellenérzi, hogy (47,100)|13, igy a linearis kongruencidnak van megoldasa, de azt
kiszamolni nem tudja, az (a kongruencia feliraséval egytitt) 6sszesen 3 pontot kapjon. Szamolési hibakért
1-1 pont vonandé le, de a maradék pontszam csak akkor jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett lényege-
sen konnyebb. Természetesen maximalis pontot érhet az a megoldas is, amely a feladat szévege szerinti
6247n = 713 (mod 1000) linearis kongruenciabol indul ki, ezt megoldva n = 679 (mod 1000)-et kap és
ebbdl kdvetkeztet n utolsd két jegyére; ez a megoldas nyilvan foloslegesen hosszi, de elvileg jo.



