Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2014. oktober 20.

1. A p paraméter milyen értékére esnek egy sikba az A(2;3;3), B(3;4;1), C(4;6;2)
és D(p; 2;5) pontok?

2. Megadhato-e R*-ben négy darab vektor gy, hogy koziiliik barmely kettd lineérisan

fiiggetlen legyen, de semelyik harom ne legyen linearisan fiiggetlen?

3. Az R-beli W altér alljon azokbol a vektorokbol, amelyek-

ben a paros sorszamu és a paratlan sorszami koordinatak 1 2
osszege is 0. Hatarozzuk meg dim W értékét és adjunk meg _; ’ 3
W-ben egy olyan bazist, ami tartalmazza a jobbra lathato két —1 —2
vektort. (A feladat megoldasahoz nem sziikséges megindokolni, 1 —9

hogy W valéban altér.)

4. Dontsiik el, hogy a p valoés paraméter milyen értékeire van megoldasa az aldbbi

egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.

T — To+ 4wy = —2

255’1 —2$2+$3—|—8$4 = -3
:1:1+a:2+6x3+8x4 = 2

3v1 — 3wy +p-az+ (pPP+p+12) 24 = —6

5. Széamitsuk ki az alabbi determinans értékeét.

1 -1 0 3 0
—1 1 3 6 5
-3 3 2 -3 2

3 -1 4 9 -8
—4 4 1 =8 3

6. Az (n X n)-es A matrixra teljesiil, hogy ha az A matrix f6atlojaban allo mindegyik

elemhez 1-et adunk (de a tobbi elemét nem valtoztatjuk), akkor nulla determinansu
matrixot kapunk. Mutassuk meg, hogy ekkor az A3 f6atlojaban all6 mindegyik elemhez
1-et adva is nulla determindnsi matrixot kapunk. (A3 azt a haromtényezds szorzatot

jeloli, amelynek minden tényezGje A.)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A munkaids 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy més segédeszk6z) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2014. november 27.

1. Potolhatok-e az alabbi A és B métrixok hidnyzo elemei tgy, hogy B = A™!
teljesiiljon? (Ha igen, az Gsszes megoldast adjuk meg. A O jelek nem feltétlen

azonos értékeket jelolnek. )

1 o -3 1 2 0O
O —4 U o 0 O

2. A 6 x 6-0s8 A matrixra 1(A) = 4. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan B és C'
matrixok, amelyekre r(B) =r(C)=2¢és A= B+ C.

3. Legyen f : R? — R linedris leképezés, B = {by, by, ..., by} bézis R?*-ban
ésv € R v #£ 0 rogzitett vektor. Adjuk meg dim Ker f értékét, ha tudjuk, hogy
f aby, by, ..., by vektorok mindegyikéhez v-t rendeli.

4. Az f : R® — R? lineéris transzforméciora és az R3-beli B = {b, = (1;0;0),
by = (2;1;0), by = (2;2;1)} bézisra teljesiil, hogy f(by) = by, f(by) = by és
f(bs) = by. Adjuk meg az [f]p és az [f] matrixokat.

5. Sajatértéke-e a 3 az alabbi A matrixnak? Ha igen, adjuk meg az A egy 3-hoz

tartozo sajatvektorat.

A=

— DN
0 = W
= Ot DN

6. Az n pozitiv egész szamra 43n — 1 utolsd két szamjegye megegyezik 2n + 2

utolso két szamjegyével. Mi ez a két szamjegy?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszdm 24. A munkaidd
90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamologép (vagy maés segédeszkéz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — az FaluS O zarthelyi potlasara
2014. december 15.

2r—3 _ 3yt+4 _ 2 x4+l _ y—4 _ 32-5
o = Y5 = 5, az [ egyenest o = - = =52

Parhuzamos-e e és f?7 Ha igen, akkor hatarozzuk meg az ¢ket tartalmazo sik egyenletét.

1. Az e egyenes egyenletrendszere

2. Megadhato-e R3-ben 6t darab vektor tgy, hogy koziiliikk barmely harom altal alkotott
rendszer linearisan fliggetlen legyen, de semelyik négy altal alkotott rendszer ne legyen az?

3. Az R%-Dbeli W altér alljon azokbol a vektorokbol, amelyeknek a harmadik
koordinataja egyenls a folotte allo ketts, a negyedik koordinataja pedig a fo-
I6tte allo harom koordinata osszegével. (Igy példaul a jobbra lathato vektor is
W-beli.) Hatarozzuk meg dim W értékét. (A feladat megoldasahoz nem sziik-

0 = = W

séges megindokolni, hogy W valoban altér.)

4. Dontsiik el, hogy a p valos paraméter milyen értékeire van megoldasa az alabbi egyen-
letrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.

Ty — 29 +drg+ x4+ 205 = 1
2$1—2$2+10£€3+5$4+1OCL’5 =95
S5r1 — 229 + 1923 + 142y + x5 = 17

201+ 6x3+p-axy+ Bp—27) x5 = p+2

5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét a determindns definicidja szerint. (A meg-
oldasban tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozo tételt vagy azonos-
sdgot, pusztan a definiciora alapozva hatarozzuk meg az értékét.)

0 2 0 -3 0
-4 9 0 7 3
6 5 -2 —6 8
-1 7 0 1 0
0 O 0 1 0

6. A 4 x 5-6s A maétrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezGdésében &llo elem
minden 1 < i < 4és 1 < j < 5 esetén legyen (—1)%, ahol d az i*° + 530 szam (10-es
szamrendszerbeli alakjanak) elss szamjegye. Hatdrozzuk meg az A - AT matrix féatlojaban
allo elemek Osszegét.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykdozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kézben
szamologép (vagy maés segédeszkoz) nem hasznalhato.

Ez a zéarthelyi dolgozat mentes az aktualpolitikai témékra vald utalasoktol és nem célja, hogy a koz-
igazgatas vagy az adoigazgatas barmely csiicsszervébe vetett kozbizalmat, kozmegbecsiilést hatranyosan
befolyasolja. Igy az ,egyenes”, fiiggetlen”, ,rendszer”, egyenls”, . folotte allo”, illetve ,matrix” kifejezések-
nek semmilyen, a matematikain tilmutato jelentése nincs. Ha, akkor az véletlen.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a MAS ODIK zarthelyl potlasara

2014. december 15.

1. A p paraméter minden értékére dontsiik el, hogy létezik-e inverze az alabbi A matrixnak
¢és ha igen, akkor szamitsuk is ki azt.

1 -1 0
A= 2 —1 0
3 1 p

2. Igaz-e, hogy minden 4 rangd, 6 X 6-os matrixban talalhatd két olyan elem, amelyek
alkalmas megvaltoztatésaval elérhets, hogy a kapott matrix rangja 6 legyen?

3. Legyen f : R — R3 lineéris leképezés.

a) Mutassuk meg, hogy R¥°-ben megadhat6 7 linearisan fiiggetlen vektor tgy, hogy f
ezek mindegyikéhez azonos értéket rendel.

b) Igaz-e ez az allitas 7 helyett 8-cal?
4. Legyen f : R? — R? linearis transzformacié és B = {b;, by, b3} bazis R3-ben. Tegyiik
fel, hogy f matrixa a B bazis szerint az alabbi matrix. Hatarozzuk meg a b, vektort, ha
tudjuk, hogy f(b; + bs) = (10;20; 30).

4 9 —4
fle=| -6 5 8
-7 3 7

5. a) Sajatvektora-e az alabbi v vektor az alabbi A matrixnak?

b) Adjuk meg az A méatrix egy sajatértékét és az Osszes, ehhez a sajatértékhez tartozo

sajatvektort.
2 4 3 =5
V= 1 ], A= -2 =3 10
1 1 3 =2

6. Egy egész szam 109-cel vett osztasi maradéka 5-tel kisebb, mint a szam 18-szorosdnak
a 109-cel vett osztasi maradéka. Milyen maradékot adhat ez a szam 109-cel osztva?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldésat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kdzben
szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.

Ez a zéarthelyi dolgozat mentes az aktualpolitikai témékra vald utalasoktol és nem célja, hogy a koz-
igazgatas vagy az adoigazgatas barmely csticsszervébe vetett kozbizalmat, kozmegbecsiilést hatranyosan
befolyasolja. Igy a ,matrix”, ,rang”, ,fiiggetlen”, ,bazis”, illetve ,sajatérték” kifejezéseknek semmilyen, a
matematikain tilmutato jelentése nincs. Ha, akkor az véletlen.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2014. december 19.

S5r4+3 _ 4—y
10 5
illetve az bx 4+ 2y = 79 egyenleti sikok metszésvonalaval?

1. Parhuzamos-e az = 5_222 egyenletrendszerd egyenes a 6x +vy+ 7z = 91,

2. Alteret alkotnak-e R’-ben az alabbi részhalmazok? Ha a vélasz igen, adjuk meg az
altér dimenziojat is.

a) V C R® azokbdl az oszlopvektorokbol all, amelyeknek a koordinatai (foliilrel
lefelé haladva) szamtani sorozatot alkotnak.

b) W C R® azokbdl az oszlopvektorokbol all, amelyeknek a koordinatai (foliilrsl
lefelé haladva) mértani sorozatot alkotnak.

3. Megadhato-e 6 darab R*-beli vektor gy, hogy koziiliik barmely 5 generatorrend-
szert alkosson R*-ben, de semelyik 4 sem alkosson generatorrendszert R*-ben?

4. Dontsiik el, hogy a p valoés paraméter milyen értékeire van megoldasa az aldbbi
egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.
x1+5x2—x3—|—4x4 = 2
T+ 81‘2 + 8$3 — 2.%‘4 = 14
3r1+ 1329 — 9235+ p- 24 = —2
2561 + 145172 + 10%3 + (p — 13) Xy = 23

5. Az alabbi A matrixra det A = 45653. Mennyi det B értéke?

[0 2 8 1 2 1\ (9 4 8 2 2 2
47 2 7 6 9 > 7 1 7 3 9
6 4 3 1 8 3 6 8 3 2 8 6
A=l s 3 0 4 6 5 B=14 350 4 3 5
2 1 7 3 9 0 2 2 7 6 9 0
\0 5 6 9 8 4 ) \0 5 3 9 4 4 )

6. Legyen A és B n X n-es matrix és tegyiik fel, hogy A - B a nullmatrix (amelynek
tehat minden eleme 0).

a) Igaz-e, hogy ha A minden eleme pozitiv és B minden eleme nemnegativ, akkor
B - A is mindenképp a nullmatrix?

b) Igaz-e ugyanez az allitas akkor, ha csak annyit tesziink fel, hogy A és B minden
eleme is nemnegativ?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimaélis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy maés segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a MAS ODIK zarthelyi potlasara

2014. december 19.

1. Az n x n-es A méatrixra A2 = E, de A # E és A # —FE (ahol E az n X n-es
egységmatrixot jeloli). Mutassuk meg, hogy A-nak sajatértéke az 1 és a (—1) is.

2. A p paraméter minden értékére hatarozzuk meg az alabbi métrix rangjat.
1 5 -1 4
1 8 g =2
3 13 -9 P
2 14 10 p-—13

3. Legyen f : R?*® — R linearis leképezés, B = {by, by, ..., by} bazis R**-ban és
v € RV v #£ 0 rogzitett vektor. Adjuk meg dim Ker f értékét, ha tudjuk, hogy f
a by,0s,...,by9 vektorok mindegyikéhez a nullvektort, a by, 019, ..., by, vektorokhoz
pedig v-t rendeli.

4. Legyen f : R® — R? linearis transzformécio és B = {by, by, b3} bézis R3-ben.
Tegyiik fel, hogy f méatrixa a B béazis szerint az alabbi matrix. A p paraméter milyen
értékeire teljesiil az bby — by + p - by € Ker f &llitas?

1 1 -1
fe=| 2 10 o0
—1 3 2

5. A p valos paraméter minden értékére adjuk meg az alabbi matrix minden sajatér-
tékét és a legnagyobb sajatértékhez tartoz6 minden sajatvektort.

2 0 3

p 4 p

1 0 4

6. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy igazak-e minden n egész szamra.
a) Han? =1 (mod39), akkorn=1 (mod39) vagy n=—1 (mod39).
b) Han?=1 (mod39), akkorn =1 (mod13)vagy n=—1 (mod13).

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A munkaids 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy maés segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2014. oktober 20.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az ttmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6do gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztélyzatot nem adunk.

1. A p paraméter milyen értékére esnek egy sikba az A(2;3;3), B(3;4;1), C(4;6;2) és D(p; 2;5) pontok?
¥ ok % ok %

A kérdés megvélaszolasdhoz felirjuk az A, B és C' altal meghatéarozott S sik egyenletét, majd ebbe D

koordinatait behelyettesitve eldontjiik, hogy D € S p milyen értékére teljestil. (1 pont)
ﬁ =b—a=(1;1;-2) és AC = c—a = (2;3;—1) (ahol a, b és ¢ a megfelel6 pontokba mutato
helyvektorokat jelolik). (2 pont)

Mivel AB és AC parhuzamosak S-sel (de egyméssal nem), ezért S-nek normélvektora lesz az

n= AB x AC vektor. (1 pont)

Ezt a tanult képlettel meghatarozva:

iy ok
ABXAC =111 —2|=(1-(=1)=3-(=2))i— (1-(=1) = 2-(=2))j+(1-3—1-2)k = (5: —3; 1).(2 pont)
2 3 —1 -
A kapott normalvektor és A, B vagy C' barmelyikének segitségével S egyenlete mar a tanult képlettel
felirhat6: bz — 3y + 2z = 4. (2 pont)
Ebbe D koordinatait behelyettesitve: 5p — 3 -2 + 5 = 4. Igy a négy pont akkor és csak akkor egysiki,
hap=1. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a normalvektor meghatarozasahoz nem sziikséges a vektorialis szorzat fogalma:
kicsit tobb szamolassal az /@ -n =0, /ﬁ -n = 0 Osszefliggésekbdl is megkaphato egy alkalmas n.

2. Megadhato-e R*-ben négy darab vektor gy, hogy koziiliik barmely kettd linearisan fiiggetlen legyen,
de semelyik harom ne legyen linearisan fiiggetlen?

X % % % X
Igen, megadhatok ilyen vektorok.
1 1 1 1
Legyen példaul a = 8 L b= (1) ,Cc= g ésd= g (2 pont)
0 0 0 0
Ekkor a négy felsorolt vektor koziil barmely ketté linedrisan fiiggetlen, hiszen egyik sem skalarszorosa
egy méasiknak. (3 pont)



Tovabba semelyik harom nem lineérisan fiiggetlen. Valéban: valasszunk a felsorolt vektorok koziil har-
mat és toroljiik az utolso két koordinataikat. A kapott R2-beli vektorok linedrisan dsszefiiggdk, hiszen
R2-ben barmely harom vektor linedrisan 6sszefiiggd (mert két nem parhuzamos vektorbol méar a stk

barmely vektora kifejezhetd). (2 pont)
Igy a harom R2%-beli vektornak van 0-t addé nemtrivialis linearis kombinécidja, de ekkor az eredeti,
R*-beli vektorok azonos egyiitthatokkal képzett linearis kombinaciéja is nyilvan 0-t ad. (3 pont)

Az utols6 5 pont megszerzéséért érvelhetiink tigy is, hogy a megadott vektorok elemei annak a W < R4
altérnek, amely azokbol az R*-beli vektorokbol all, amelyeknek az utolsé két koordinataja 0. Mi-
vel W-ben generatorrendszert (sét: bazist) alkot példaul a standard bézis elsé két vektora, ezért az
FG-egyenl6tlenség miatt WW-ben semelyik harom vektor nem lehet linearisan fiiggetlen. (Természete-
sen a fent megadott példa csak egy a végtelen sok jo példa koziil: barmely négy olyan R*-beli vektor
megfelel, amelyek benne vannak R*-nek egy 2 dimenzios alterében, de egyikiik sem skaldrszorosa egy
mésiknak.)

3. Az R>-beli W altér alljon azokbol a vektorokbol, amelyekben a paros sor- 1 2
szamu és a paratlan sorszamu koordinatak osszege is 0. Hatarozzuk meg dim W 1 2
értékét és adjunk meg W-ben egy olyan bazist, ami tartalmazza a jobbra lat- -2, 7
hato két vektort. (A feladat megoldasdhoz nem sziikséges megindokolni, hogy _i :3

W valoban altér.)
ok x ok k

1 0 0
0 1 0
Els6 megoldas. Legyen (példaul) b, = 01 eW,b, = 0| e Wesb, = 1| ew.
0 —1 0
—1 0 —1
«
B
Vegyiik ezeknek egy tetsz6leges linearis kombinéciojat: ab, + Bby + by = v (1 pont)
-
—a—n

Ha ab, + by, + vby = 0, akkor ebbdl a = f = v = 0 rogton kovetkezik (mert a linearis kombinécio
eredményeként kapott vektor elsé harom koordinatéja is 0). Igy b;, by, by linedrisan fiiggetlen.(2 pont)

il

T2
Egy tetszbleges w = | w3 | € W vektorra W definicidja miatt z4, = —x9 és x5 = —x7 — x3 kell

x

vs
teljesiiljon, igy o = x1, B = x5 és v = x5 valasztéssal a fenti linearis kombinécié épp w-t adja. Igy b,
by, by generatorrendszer is W-ben. (2 pont)
Megmutattuk, hogy a b, by, by rendszer linearisan fiiggetlen és generatorrendszer, igy bazis W-ben.
Ezért dim W = 3. (1 pont)

A megadott két vektort (jelolje ezeket u és v) tartalmazo W-beli bazis készitéséhez egy w ¢ (u,v)
vektort keresiink. Lathato, hogy u és v egy tetszéleges A\u + pv linearis kombinaciojaként el6allo
vektor els két koordinataja A + 2, ezért biztosan nem tartozik az (u,v) generalt altérhez példaul a
fenti b, € W vektor (mert az els6 két koordinataja nem egyenld). (1 pont)
Ekkor az wu,v,b; rendszer linearisan fiiggetlen (ez kovetkezik az tjonnan érkezs vektor lemmajabol,
vagy a tetszbleges linearisan fiiggetlen rendszer bazissa kiegészitésére tanult eljarasbol). (1 pont)
Mivel u,v,b, a W dimenzidjaval megegyezd méreti linearisan fiiggetlen rendszer, ezért a tanult tétel
értelmében bézis is W-ben. (2 pont)

Masodik megoldas. Jeldlje a két megadott vektort u és v. A tanult eljarast kovetve egy w ¢ (u,v)
vektort keresiink. Lathato, hogy u és v egy tetszéleges A\u + pw linearis kombinaciojaként elGallo
vektor elss két koordinataja A + 2u, ezért biztosan nem tartozik az (u,v) generalt altérhez példaul az
elsé megoldasban megadott b, € W vektor (mert az els§ két koordinatéja nem egyenls). Igy az u, v, b,
rendszer lineéarisan fiiggetlen (a tanult eljaras miikodésébol kovetkezden). (2 pont)



Folytatva az eljarast, most az (u,v,b,) generalt alteret kell meghataroznunk. Vegyiik ezeknek egy

a+28+7y
a+ 203
tetszéleges linearis kombinéciojat: au + fv +vb; = | —2« +2755 ) (2 pont)
o —
a—96—~
T
)
Legyen w = | 3 | € W tetszbleges. A w € (u,v,b;) allitas azt jelenti, hogy au+ fv+ b, = w vala-
x
v
milyen «, 3, v skalarokra; més széval, hogy megoldhat6 az a+28+~ = x1, a+28 = x9, —2a+75 = x3,
—a—20 = x4, a— 9 — = x5 linearis egyenletrendszer (ahol most x4, ..., x5 paraméterek, a valtozok
pedig a, [ és 7). (2 pont)
Az els6 két egyenlet kiilonbségébdl v = z7 — o, a mésodik és a harmadik egyenletekbdl a@ = %,
8= 2””21% adodik. (1 pont)
Ezeket az utolsd két egyenletbe helyettesitve az x4 = —xo, x5 = —x1 — x3 feltételeket kapjuk. Mivel
ezek W definicioja szerint minden w € W vektorra fennallnak, ezért (u,v,b,) = W. (2 pont)

Tehét u, v, b, generatorrendszer W-ben és linearisan fiiggetlen is, igy béazis. Ezért dim W = 3.(1 pont)
Megjegyezziik, hogy mindkét megoldés hallgatolagosan épitett arra a tényre, hogy a feladatban meg-
adott két vektor linearisan fiiggetlen. Ez nyilvan igaz (hiszen nem skalarszorosai egymésnak), de mivel
a feladat szovegébdl implicite kovetkezik, hogy 1étezik ezt a két vektort tartalmazoé bézis, ezért ennek
a kiilon kimondéaséara és megindoklasara nincs sziikség egy teljes értékd megoldashoz.

4. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldas, adjuk is meg az Gsszeset.

LE1—$2+41’4 = =2

2]31 —21’2+ZE3+8I4 = =3
I'1+ZE2+6ZL‘3+85[‘4 = 2

3v1 —3z9+p a3+ (PP +p+12) 24 = —6

S SR SR S

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:

1 -1 0 4 -2 1 -1 0 4 -2
2 =2 1 8 -3 0 0 1 0 1
1 1 6 8 2 |7 o 26 4 4 17

3 -3 p pP+p+12| -6 0 0 p p*+p| O

1 -1 0 4 —2 1 -1 0 4 —2

0 1 3 2 2 0 1 3 2 2

"o o 1 o0 1] 1o o1 o 1

0 0 p p*+p| O 0 0 0 p*+p| —p
(Az utolso lépésben a harmadik sor p-szeresét vontuk ki a negyedikbdl.) (2 pont)
Ha p = —1, akkor az utolsé sor ( 0 0 0 O ‘ 1 ) Ez ,tilos sor”, igy ilyenkor az egyenletrendszernek
nincs megoldasa. (2 pont)

Ha p = 0, akkor az utolso sor csupa 0, igy elhagyhat6. Ekkor a Gauss-eliminacio6 folytatasaval az alabbi
redukalt lépcsds alakot kapjuk (két tovabbi, vezéregyes f6lotti elem kinullazasaval”):

1 0 0 6| -3
01 0 2] -1 (1 pont)
0 0 1 0 1

Ekkor tehat végtelen sok megoldas van: x4 = a € R ,szabad paraméter”, r1 = —3 — 6a, r9 = —1 — 2q,
rg = 1. (2 pont)
Ha viszont p # —1 és p # 0, akkor az utols6 sort (p? + p)-vel osztva kapjuk a lépcsés alakot, majd
ebbdl (négy vezéregyes folotti elem , kinullazasaval”) a redukalt 1épesds alakot:

3



1 -1 0 4] -2 10 0 0] =3+,
0 1 3 2| 2 01 0 0|—-1+-%
~ ~ +1
0 0 1 0] 1 00 1 0 1’ (1 pont)
—1 _
0 0 0 1] 43 0 0 0 1 #1

Igy ap # —1,0 esetben a megoldas egyértelmt: z; = —3—1—1%, Ty = —1+2%, x3 =114 = ]%.(2 pont)

A széamolasi hibak — egyébként elvileg jo megoldéas esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldas kénnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltethetd
részekért adhatd pont. Ha egy megoldo (akar helyes) szamitésokat végez (példaul egy ismeretlent
kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek nem célratéréek, nem mutatjak egy helyes megoldas iranyat, azért
csak nagyon kevés pont (maximum 2-3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fiiggGen.

5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékeét.

1 -1 0 3 0
-1 1 3 6 )
-3 3 2 =3 2

3 -1 4 9 =8
—4 4 1 =8 3

* ok ok %k

1 -1 0 3 0 1 -1 03 0 1 -1 03 0
-1 1 3 6 5 0 0 39 5 0 1 20 —4
—3 3 2 -3 2|=|0 0 26 2|=(-1)-2-]0 0 26 2=
3 -1 4 9 -8 0 2 40 -8 0 0 39 5
4 4 1 -8 3 0 0 14 3 0 0 14 3
1 -1 03 0 1 -1 03 0 1 -1 03 0
0 1 20 —4 0 1 20 —4 0 1 20 —4
=(=4)-l0 0 13 1|=(-4)-{0 0 13 1|=4-{0 0 13 1|=4-2=38
0 0 39 5 0 0 00 2 0 0 01 2
0 0 14 3 0 0 01 2 0 0 00 2

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasold szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A determinéansra
vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakado elvi hibak viszont darabonként 4
pont levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megoldé egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje
utan nem, vagy hibasan koveti a determinans megvaltozasat. Kétes esetekben elvi hibanak tekintenddé
minden olyan hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megoldé a széban forgd ismeretet helyesen pro-
balta alkalmazni. Arédnyos részpontszam jar minden, a determinans kiszamitasanak irdnyaba mutato,
hasznos lépésért. A kifejtési tétel puszta alkalmazéasa (egyéb atalakitasok nélkiil) legfoljebb 2 pontot
érhet, mert egyediil ezzel a determinans meghatérozasa nem valik konnyebbé az eredeti feladatnal.

6. Az (n X n)-es A matrixra teljesiil, hogy ha az A matrix f6atlojaban allo mindegyik elemhez 1-et
adunk (de a tobbi elemét nem valtoztatjuk), akkor nulla determinansi méatrixot kapunk. Mutassuk
meg, hogy ekkor az A3 f6atlojaban 4ll6 mindegyik elemhez 1-et adva is nulla determinanst méatrixot
kapunk. (A% azt a haromtényezds szorzatot jeloli, amelynek minden tényezdje A.)

b S S S 3

A feladatbeli feltétel azt mondja, hogy det(A + E) = 0 (ahol E az n X n-es egységmaétrixot jeloli).
Ebbél pedig azt kell megmutatni, hogy det(A% + E) = 0. (2 pont)
A szémokra vonatkoz6 z® +1 = (z +1)(2? — 2 + 1) azonossidg mintajara az n X n-es matrixokra is igaz
az A3+ F = (A+ E)(A? — A + E) azonossag. Ezt a szamokra vonatkozo véltozattal analég modon
lehet belatni, kihasznalva a matrixokra vonatkozo6 tanult miiveleti tulajdonsagokat:

(A+E)(A2—A+E)=A- (A2~ A+E)+ E(A’—A+FE) = A*— A2+ A+ A’— A+ F = A+ E (4 pont)

Alkalmazva erre a determinansok szorzéastételét: det(A® + F) = det(A + E) - det(A% — A+ FE).(3 pont)
Igy det(A + E) = 0-bdl det(A3 + F) = 0 valoban kivetkezik. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2014. november 27.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az ttmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6do gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztélyzatot nem adunk.

1. Potolhatok-e az alabbi A és B matrixok hidnyz6 elemei tgy, hogy B = A™! teljesiiljon? (Ha igen,
az Osszes megoldast adjuk meg. A O jelek nem feltétlen azonos értékeket jelolnek.)

1 0O =3 1 2 0O
A= -1 3 0O B = 3 OO
O —4 0O o 0 O
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Jelolje C' az A - B szorzatmatrixot és a; ;, b; ;, illetve ¢; ; a megfelel6 matrix i-edik sordnak és j-edik
oszlopanak keresztez6désében allo elemet.
Mivel B = A~ miatt A-B = E, ezért co0=1.1gy (—1)-2+43-byo+as3-0 =1 adodik a matrixszorzas

definiciojabol, amibdl by o = 1. (1 pont)
Hasonloan adédnak (az eleve adott és kozben kiszamolt elemek felhasznalasaval) az a1 2 = —2, agy = 2,
bsg = —2, as3 =4 és ag3 = —b értékek (sorbanacio =0, c30=0,¢11 =1, co1 =0és 31 = 0 elemek
felhasznalasaval). (3 pont)

Ezzel méar a teljes A ismert, igy B megkaphato A~! kiszamitasaval. De mivel B-b6l is ismert mar az
els6 két oszlop, a hianyzé harmadikat (jelolje ezt z) egyszertibben megkaphatjuk csak az A -z = e,
linearis egyenletrendszer megoldasaval (ahol e; az egységmatrix harmadik oszlopat jeloli). (2 pont)
A fenti egyenletrendszert Gauss-eliminacioval megoldva:

1 -2 =310 1 -2 =310 1 -2 0| 3 100 1
-1 3 40| ~{0 1 1(0)~1O0O 1T0/-1]~1010|-1 (3 pont)
2 —4 5|1 0 0 11 0O 01| 1 001 1
1 -2 -3 12 1
Igy tehat végiilis A= | -1 3 4 | ésB= 3 1 —1 | az egyetlen helyes megoldés.(1 pont)
2 —4 -5 -2 0 1

A megoldas menetét érdemben nem befolyasolé szamolasi hibak darabonként 1 pont levonést jelen-
tenek. (Természetesen nem hiba, csak folosleges a megoldds mésodik felében az A~' kiszamitasara
vonatkoz6 teljes Gauss-eliminaciot elvégezni.)

2. A 6 x 6-0s A matrixra r(A) = 4. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan B és C' matrixok, amelyekre
1(B)=r(C)=2é&A=B+C.
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Jelolje A oszlopait ay,a,,...,as. Mivel r(A) = 4, ezek koziil kivalaszthato 4 linearisan fiiggetlen;
legyenek ezek példaul a,,. .., a, (az oszlopok szamozéasa a megoldast nem befolyasolja). (2 pont)
Mivel a4, ..., a4, a; linearisan Osszefliggs (hiszen r(A) = 4), ezért az ,ajonnan érkezs vektor lemmaja”
szerint a5 € (ay,...,a,), vagyis létezik az a5 = aja, + ... + aua, linearis kombinécié. Hasonlé okokbol
létezik az a5 = Br1ay + ... + faa, lineéris kombinacio6 is. (2 pont)

Elkészitjik a kivant B és C matrixokat: B oszlopai legyenek sorban a,, a,, 0, 0, ana; + asa, és
pra; + Baas; hasonloan, C' oszlopai legyenek sorban 0, 0, a3, a4, asas + auay és Bzag + faay. (2 pont)
Azonnal latszik, hogy A = B + C igaz (hiszen B és C' azonos sorszamu oszlopainak 0sszege mindig A
megfelel§ oszlopat adja). (1 pont)
Megmutatjuk, hogy r(B) = 2; az r(C') = 2 allitas indokléasa ezzel analog. B oszlopai koziil kivalaszthato
2 linearisan fliggetlen: a, és a,. Mivel B minden oszlopa benne van az (a,, a,) generélt altérben (vagyis
kifejezhetd a, és a, linearis kombinéciojaként) és az FG-egyenl6tlenség szerint (a,, a,)-ben nem létezhet
3 linearisan fiiggetlen vektor, ezért B oszlopai koziil sem valaszthato6 3 linearisan fiiggetlen. Igy r(B) = 2
(és r(C) = 2) valoban igaz, amivel az allitast belattuk. (3 pont)
3. Legyen f : R?® — R linearis leképezés, B = {b;, by, . . ., by} bazis R?-ban és v € RV v #£ 0 rogzi-
tett vektor. Adjuk meg dim Ker f értékét, ha tudjuk, hogy f a by,0b,, ..., by, vektorok mindegyikéhez
v-t rendeli.

Allitjuk, hogy Im f = (v).
Mivel v € Im f (hiszen v = f(b;)) és Im f altér, ezért A - v € Im f valoban igaz minden A-ra (de

indokolhatjuk ezt azzal is, hogy f(Ab;) = A\v). (1 pont)
Legyen most w € Im f tetszéleges, vagyis w = f(x) valamilyen z € R* vektorra. Mivel by, ..., by
bazis R¥-ban, ezért z kifejezhets beléliik linearis kombinacioval: = B1b; + ... + Bagbyy. (2 pont)

Felhasznélva az f linearis leképezés tanult tulajdonsagait:

w = f(z) = f(Biby + ... + Baobayy) = f(Biby) + ... + f(Baobyy) =

= Bif(by) + ...+ Baof(by) = Brv+ ... + Paov = (B + ... + Bao)v.
gy w € (v), amivel Im f = (v)-t belattuk. (3 pont)
Vagyis v 1 elemii bazis Im f-ben (hiszen v # 0 miatt linearisan fiiggetlen is), igy dim Im f=1.(2 pont)
Ezért a dimenzidtétel szerint dim Ker f = 20 — 1 = 19. 2 pont)
4. Az f : R® — R3 linearis transzformaciora és az R3-beli B = {b, = (1;0;0), by = (2;1;0),
by = (2:2;1)} bavisra teljesil, hogy f(b) = by, f(by) = by 65 f(b;) = b,. Adjuk meg az [f]p és az
[f] matrixokat.

I
(
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A tanultak szerint az [f]p els6 oszlopa [f(b;)]s. Mivel f(by) =0-by +1-by+ 0 by, ezért az [f|p els6

0 001
oszlopa: [ 1 |. Hasonloan adodik [f]p masik két oszlopa is: [flg=| 1 0 0 |]. (3 pont)
0 010
Ebbél [f]-et a tanult [f]p = B~ - [f] - B Osszefiiggés segitségével hatarozzuk meg. Ezt balrol B-vel,
jobbrol B~'-zel szorozva: B - [f]g- B~! = [f]. (2 pont)
12 2
Itt B a megadott bazis méatrix megfelelsje: B = [ 0 1 2 |. Ebb6l B~!-et Gauss-eliminacioval sza-
001
122100 1201 0 =2 1001 =2 2
mitjuk: 012010} ~1010{01 -2 |~1010|0 1 =2 (2 pont)
001/001 001/00 1 001{0 0 1
12 2 001 1 -2 2 2 =2 1
Mindebbél [f] =B[flsB =012 |-[100]-{0 1 =2|=[1 0 —2].3pont)
001 010 0 0 1 0 1 =2



5. Sajatértéke-e a 3 az alabbi A matrixnak? Ha igen, adjuk meg az A egy 3-hoz tartozo sajatvektorat.

Definici6 szerint a 3 akkor sajatérték, ha az A -z = 3 - x egyenletnek van egy x # 0 megoldasa. Més
szoval: a 4xq +3xo+2x3 = 311, 201 +425+ 513 = 329, 1+ 819+ 423 = 3x3 lineéris egyenletrendszernek

van nem csupa nulla megoldasa. (3 pont)

Atrendezés utén: x; + 329 + 213 = 0, 221 + 29 + 523 = 0, 21 + 81y + 23 = 0 (ez az (A — 3E)z = 0

linearis egyenletrendszer). (1 pont)

13 2|0 1 3 2/0 13 200 10 1350
Gauss-eliminacioval: [ 2 1 50 | ~[ 0 =5 1|10 |~ |01 =50 | ~ 01 —1/s50 (2 pont)
18 1|0 0 5 —-1/0 00 0[]0

Igy az egyenletrendszer megoldasai: 23 = o € R, 21 = —%oz, Ty = %a. (1 pont)

Példaul az o = —5 valasztéassal az o7 = 13, 29 = —1, 23 = —5 értékeket kapjuk. Igy a 3 sajatérték és
13

azx = | —1 | egy 3-hoz tartozo sajatvektor. (3 pont)
-5

A megoldast lehet azzal is kezdeni, hogy kiszamitjuk det(A — 3E) értékét és miutéan ez 0, a tanult
tétel szerint megallapithatjuk, hogy a 3 sajatérték. De mivel ezutan a sajatvektor meghatarozasahoz
tgyis a fenti megoldéasban irtak vezetnek, erre kiilon nincs sziikség. Ha egy megoldé a det(A —3E) =0
kiszamitasaval csak azt allapitja meg, hogy a 3 sajatérték, de hozza tartozod sajatvektort nem talal,
az ezért 3 pontot kaphat; ehhez azonban a sajatvektor keresésére vonatkozo hasznos probalkozasokbol
legfoljebb 2 tovabbi pont adhato részpontszamként. Ha egy megold6 a det(A — 3F) kiszamitasakor
szamolasi hiba miatt 0-t6l kiilonb6z6 eredményt kap és ezért (ebbdl helyesen) azt allapitja meg, hogy
a 3 nem sajatérték, az mindezért osszesen legfoljebb 3 pontot kaphat — de ezt is csak abban az esetben,
ha a determinans szamitasa kozben vétett hiba jelentéktelen, nem elvi jellegt.

6. Az n pozitiv egész szamra 43n — 1 utolso két szamjegye megegyezik 2n + 2 utolsé két szamjegyével.
Mi ez a két szamjegy?
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A feladat szovege szerint 43n — 1 = 2n + 2 (mod 100). Atrendezve a 41n = 3 (mod 100) lineéris
kongruenciat kapjuk. (1 pont)
3-mal szorozva: 123n =9 (mod 100), vagyis 23n =9 (mod 100). (1 pont)
4-gyel szorozva: 92n = 36 (mod 100), vagyis —8n =36 (mod 100). (1 pont)
(—4)-gyel osztva: 2n = —9 (mod 25), ahol a modulust (4,100) = 4 miatt osztottuk 4-gyel. (1 pont)
Ebbél 2n =16 (mod 25), amit 2-vel osztva: n =8 (mod 25), ahol (25,2) = 1 miatt a modulus most
nem valtozott. (1 pont)
Ebb6l n =8 (mod100), n =33 (mod100), n =58 (mod100) vagy n =83 (mod100). (1 pont)
Ellendrzéssel kideriil, hogy a fentiek koziil csak az n = 83 (mod 100) a helyes, a tobbi hamis gyok.
(Ezek a 4-gyel szorzas miatt jottek be, ami (100,4) > 1 miatt nem ekvivalens 1épés.) Igy a megoldas:
n =83 (mod 100). (3 pont)
Ebbél 2n + 2 =168 = 68 (mod 100) vagyis a keresett két utolsod szamjegy: 68. (1 pont)
A hamis gyokok kisziirésekor felhasznalhatjuk, hogy (41,100) = 1 miatt a tanult tétel szerint egyetlen
megoldas van modulo 100; igy ha n = 83 (mod 100) megoldas, akkor a t6bbi harom nem az. De a
linearis kongruencia nagyon sokféleképp megoldhaté jol (akar hamis gyokot behozo 1épés nélkiil is).
Aki a fenti megoldast, vagy més, hamis gyokot behozoé megoldast ad, de nem foglalkozik a hamis gyok
kisztirésével, az értelemszertien 3 pontot veszitsen. Ha valaki csak azt ellenérzi, hogy (41,100)|3, igy
a linearis kongruencianak van megoldasa, de azt kiszamolni nem tudja, az (az atrendezéssel egytitt)
Osszesen 3 pontot kapjon. Szamolési hibékért 1-1 pont vonandé le, de a maradék pontszam csak akkor
jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett 1ényegesen konnyebb.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2014. december 15.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6do gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoban szerepld részpont-
szamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol eltérd jo megoldas természetesen
maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatéra 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit
bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

2¢—3 __ 3y+4 _ 2z + x+1 _ y—4 _ 32—5
1. Az e egyenes egyenletrendszere == = == = 2, az f egyenes¢ ¥ = = 0= = =%

f7 Ha igen, akkor hatarozzuk meg az ket tartalmazoé sik egyenletét.

* ko ok ok Xk

3 4
Az e egyenletrendszere 52 = y? = £ alakq, {gy iranyvektora a v = (2;2;2) vektor (hiszen a P(3,—3,0)
ponton at a v irdnyvektorral egyenest allitva a tanultak szerint épp ezt az egyenletrendszert kapjuk).
- .
Hasonloan, az f egyenletrendszere x;rl = y24 = %, igy a v = (2;2;2) ennek is irdnyvektora. (2 pont)
Mivel e és f irdnyvektorai parhuzamosak ezért e és f is azok. (1 pont)
Mivel e-n rajta van a P(3, —32 0) pont és f-ena Q(—1,4, 2), ezért @ parhuzamos az e-t és f-et tartalmazo
S sikkal. (1 pont)
Fﬁ =q—-p=(— g, 136, g) ahol g és p a megfelel6 pontokba mutat6 helyvektorok. (1 pont)

Parhuzamos még S-sel az egyenesek kozos v iranyvektora is (de ]@ val nem), ezért S-nek norméalvektora
lesz az n = v X P(Q) vektor. (1 pont)
Ezt a tanult képlettel hatarozzuk meg, de az egyszertiség kedvéért v helyett sv-vel, ]@ helyett pedig

(—6 ]@ val szamolunk (ami érdemi kiilonbséget nem jelent):
i J k

n=| 1 1 1 | =22+ 255 — 4Tk = (22;25; —47). (2 pont)
15 —32 —10

A kapott n normalvektor és P vagy (@) segitségével S egyenlete mar a tanult képlettel felirhato:
22x + 25y — 47z = —3. (2 pont)
Ha egy megold6 az egyenesek iranyvektorait hibasan olvassa ki és ezért arra a kovetkeztetésre jut (a hibas
iranyvektorokbol helyesen), hogy e és f nem parhuzamosak, akkor ezért a fenti pontozas szerint jaro 1

pontot megkaphatja.

2. Megadhato-e R*-ben 6t darab vektor tigy, hogy koziiliik barmely harom altal alkotott rendszer linearisan
fiiggetlen legyen, de semelyik négy altal alkotott rendszer ne legyen az?



Igen, megadhatok ilyen vektorok.

Ehhez célunk lesz keresni 5 darab R3-beli vektort tgy, hogy koziiliikk barmely harom linedrisan fiiggetlen
legyen. Ugyanis ha talalunk ilyeneket, akkor ezeket két tovabbi 0 koordinataval kiegészitve (utolsd két
koordindtaként) a feladat feltételeinek megfelels R-beli vektorokat kapunk. (1 pont)
Valoban, egyrészt a 0-kkal valod kiegészités a vektorharmasok linearis fliggetlenségét nem befolyésolja: ha
egy ilyen harmas egyik tagja a masik kettGbdl linearis kombinacioval kifejezhet volna, akkor ugyanez
elmondhat6 volna a mindharmuk utolsé két 0 koordinatajanak torlése utan kapott R3-beli vektorokra is,
amelyeket pedig linearisan fiiggetlennek valasztottunk. (2 pont)
Masrészt a megadott vektorok elemei lesznek annak a W < R® altérnek, amely azokbol az R>-beli vekto-
rokbol all, amelyeknek az utolso két koordinatéja 0. Mivel W-ben generatorrendszert (sét: bazist) alkot
példaul az R3-beli standard bazis elsé harom vektora, ezért az FG-egyenl6tlenség miatt W-ben semelyik
négy vektor nem lehet linearisan fiiggetlen. (2 pont)
A keérdés tehat az, hogyan talalhatunk 5 olyan R3-beli vektort, hogy koziiliik barmely harom linearisan
fliggetlen legyen.

Tudjuk, hogy harom R3-beli vektor akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha nem esnek kozds origon
atmend sikba. (2 pont)
Vegyiink fel ezért egy tetszéleges, de az origdbn at nem mend S sikot és valasszunk ezen 5 tetszéleges olyan
pontot, amelyek koziil semelyik harom nem esik egy egyenesre (példaul egy konvex 6tszog cstcsait). Majd
tekintsiik az origobol ezekbe a pontokba mutato helyvektorokat. Ezek koziil semelyik harom nem eshet
egy origon atmend S’ sikba (mert kiilonben a harom széban forgo helyvektor végpontja az S és az S’ sikok
metszésvonalan volna, vagyis egy S-beli egyenesre esnének). (3 pont)
A fenti, geometriai gondolatmenet alapjan 5 ilyen térvektor (és ezekbdl a feladatnak megfelelé R>-beli
vektorok) akar konkrétan is megadhato, de erre a feladat teljes értékii megoldasédhoz nincs sziikség.

3. Az R%-beli W altér alljon azokbol a vektorokbol, amelyeknek a harmadik koordinataja
egyenld a folotte allo kettd, a negyedik koordindtaja pedig a folotte all6 harom koordinata
osszegével. (Igy példaul a jobbra lathato vektor is W-beli.) Hatarozzuk meg dim W értékét.
(A feladat megoldasahoz nem sziikséges megindokolni, hogy W valéban altér.)

Q0 =~ = W

S SR S

Ha egy w € W vektor els6 két koordinatéja «, illetve 3, akkor a harmadik a+ (3, a negyedik pedig 2a+25.
Ezért w € W felirhato igy:

@ 1 0
OHB—B =a- (1) +0- 1 (2 pont)

2004203 2 2
Ez tehat azt jelenti, hogy a fenti egyenlet jobb oldalan allo két R*-beli vektor — jeldlje ezeket a, illetve b
— generatorrendszert alkot W-ben. (2 pont)
Masrészt a, b linearisan fiiggetlen rendszer, mert egyik vektor sem skalarszorosa a mésiknak. (2 pont)
gy a,b bazis W-ben, (2 pont)
vagyis dim W = 2. (2 pont)

4. Dontstik el, hogy a p valos paraméter milyen értékeire van megoldésa az aldbbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldés, adjuk is meg az Osszeset.

T1—To+0x3+x4+25 = 1
2.T1 — 2.7)2 + 101’3 + 5ZL’4 + 10135 = 5
51’1 — 2.172 + ].9.%'3 —|— 14ZL‘4 —|— Ty = 17
20y +6x3+p 24+ Bp—27)-25 = p+2



A Gauss-eliminaciot alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:

1 -1 5 1 9 1 1 -1 5 1 9 1
2 -2 10 5 10 5 0 0 0 3 6 3
5 -2 19 14 1 17 A 3 -6 9 -9 12 |7
2 0 6 p 3p—27 | p+2 0 2 -4 p—-2 3p-31 D
1 -1 5 1 2 1 1 -1 5 1 2 1
0 1 -2 3 -3 4 0 1 -2 3 -3 |4
A ) 0 0 3 6 3 B ) 0 0 1 2 T
0 0 0 p—8 3p—25| p—28 0 0 0 0 p-910

(Az utolso lépésben a 3-mal osztott harmadik sor (p — 8)-szorosat vontuk ki a negyedikbdl.) (2 pont)
Ha p = 9, akkor az utolsé sor csupa 0, igy elhagyhat6. Ekkor a Gauss-eliminacié folytatasaval az alabbi
redukalt 1épess alakot kapjuk (harom tovabbi, vezéregyes folotti elem |, kinullazasaval”):

1 -1 5 0 0]0 1 0 3 0 -9]1
~( 0o 1 =2 0 —9|1 |~ 0 1 —2 0 -9]|1 (1 pont)
0o 0 0 1 2|1 o0 o0 1 2|1

Ekkor tehat végtelen sok megoldas van: x3 = a € R és x5 = [ € R ,szabad paraméterek”, 1 = 1—3a+90,
To=142a+98, x4, =1-2p5. (2 pont)
Ha viszont p # 9 , akkor az utolso sort (p — 9)-cel osztva kapjuk a lépcsds alakot, majd ebbdl ismét a
vezéregyesek fOlotti elemek ,kinulldzasaval” a redukélt 1épcsds alakot:

1 -1 5 1 2 |1 1 -1 5 1 0|1
0 1 -2 3 =3 |4 0 1 -2 3 0] 4
“lo o o 1 21|71 o o o0 1 0|1 |~
0 0 0 O 110 0 0 0 0 1,0
1 -1 5 0 010 1 0 3 0 01
0 1 -2 0 01 o 1 -2 0 0]1
Lo o o 1 0o/1 |70 0o o0 1 0]1 (3 pont)
0 0 0 0 10 0 O 0 0 110
Igy a p # 9 esetben is végtelen sok megoldés van: 73 = o € R, szabad paraméter”, x; = 1—3a, 2o = 1420,
x4 =1, 25 =0. (2 pont)

A szémolési hibak — egyébként elvileg jo megoldas esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltethetd
részekért adhato pont. Ha egy megoldo (akar helyes) szamitasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez,
behelyettesit, stb.), de ezek nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldas iranyat, azért csak nagyon
kevés pont (maximum 2-3) adhat6 az elvégzett munka hasznosséagatol fiiggGen.

5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét a determindns definicidja szerint. (A megoldasban tehét ne
hasznaljunk semmilyen, a determinénsra vonatkozo tételt vagy azonosségot, pusztan a definiciéra alapozva
hatarozzuk meg az értékét.)

0 2 0 -3 O
-4 9 0 7 3
6 5 -2 -6 8
-1 7 0 1 0
0 0 0 1 0

A definicioban 6sszeadandoként szerepld szorzatok koziil csak azokat kell figyelembe venni, amelyek nem
tartalmaznak 0 tényezGt, mert a tobbi nem befolyésolja a determinans értékét. (1 pont)
Egy ilyen szorzatban tehat az utolsd sorbodl csak az 1-es valaszthato. Ezért az elsG sorbol csak a 2-es
valaszthato (mert a negyedik oszlopbdl mar valasztottunk elemet). Hasonléan folytatva, a negyedik sorbol
csak a (—1)-es, a masodikbol a 3-as, a harmadikbol a (—2)-es valaszthato. Igy egyetlen nemnulla szorzat
keletkezik: 2 -3+ (=2) - (—=1) - 1 = 12. (3 pont)



Az ehhez a szorzathoz tartozo m permutacié 2,5,3,1,4 (mert az els6 sorbdl a masodik elemet vettiik ki,

a masodikbol az 6todiket, stb). (2 pont)
7 inverzioszama [ (m) = 5 (az inverzioban allo elemparok (2, 1), (5,3), (5,1), (5,4) és (3,1)). (2 pont)
Mivel I(7) paratlan, a fenti szorzat negativ el6jelet kap. Igy a determinans értéke —12. (2 pont)

6. A 4x5-0s A matrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztezddésében allo elem minden 1 < ¢ < 4 és
1 < j <5 esetén legyen (—1)4, ahol d az i?° + 530 szam (10-es szamrendszerbeli alakjanak) elsé szamjegye.
Hatarozzuk meg az A - AT matrix f6atlojaban 4ll6 elemek &sszegét.

R SR S S

A - AT fsatlojanak i-edik eleme az A i-edik soraban 4llo elemek négyzetosszege. Valoban, a matrixszorzas
definicioja szerint az A i-edik soranak elemeit szorozzuk az AT i-edik oszlopanak elemeivel (és a kapott
kéttényezds szorzatokat adjuk Ossze), de az utobbiak elemrél elemre megegyeznek az el6bbiekkel.(4 pont)
Mivel A minden eleme 1 vagy (—1) és egy sorban 5 ilyen elem van, ezért A - AT f5atlojanak minden eleme
(£1)% + (£1)? + (£1)% + (£1)? + (£1)® = 5. (4 pont)
Mivel az A - AT szorzatmatrix 4 x 4-es, ezért a f6atlojaban 4llo elemek dsszege 5 - 4 = 20. (2 pont)

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

1. A p paraméter minden értékére dontsiik el, hogy létezik-e inverze az alabbi A méatrixnak és ha igen,
akkor szamitsuk is ki azt.

1 -1 0
A= 2 -1 0
3 1 p
Xk k% %
A harmadik oszlop szerinti kifejtéssel kapjuk, hogy det A = p - ; :} ' =p-1=np. (1 pont)
Igy a tanult tétel szerint A-nak akkor és csak akkor létezik inverze, ha p # 0. (2 pont)
A p # 0 értékekre A~'-et a tanult modon, Gauss-eliminacioval szamitjuk:
1 -1 0|1 0 0 1 -1 0 1 0 0
2 -1 00 1 O ~ 0 1 0| -2 1 0 ~
3 1 p|0 0 1 0 4 p| -3 0 1
1 -1 0 1 0 O 1 0 0] -1 1 0
~ 0 1 0] -2 1 0 ~ 0 1 0| =2 1 0 (6 pont)
0 0 P 5 —4 1 0 0 1 5/p _4/p 1/p
Igy A1 a fenti, a vonaltol jobbra esé matrix. (1 pont)

Megjegyezziik, hogy az inverz létezésének kérdéséhez nem feltétlen sziikséges el6re kiszamitani det A-t,
az a Gauss-eliminéaciobdl is kiolvashato: a harmadik 1épésben kapott alakbol latszik, hogy det A = p (és
el6tte csak a determinans értékét meg nem véltoztato lépéseket végeztiink a vonaltol balra allo6 matrixon).
Minden, a megoldas menetét érdemben nem befolyasold szamoléasi hiba 1 pont levonést jelent. Ha csak
annyi latszik, hogy a megoldd a modszert elvileg ismeri, de nem tudja kivitelezni, az legfoljebb 2 pontot
érhet (de az inverz létezésének kérdéséért jaro 3 pont ettdl fiiggetleniil megadhato).

2. Igaz-e, hogy minden 4 rangt, 6 x 6-os matrixban talalhaté két olyan elem, amelyek alkalmas megval-
toztatasaval elérhetd, hogy a kapott matrix rangja 6 legyen?

S SR S S

Az allitas igaz.

Legyen A 4 rangt, 6 x 6-os matrix. Ekkor a determinansrang definici6ja szerint A-nak van 4 x 4-es, nem-
nulla determinansu részmétrixa. A megoldas leirasanak egyszertisitése céljabol tegyiik fel, hogy ez épp a
bal fels6 sarokban &ll6 4 x 4-es részmatrix (ez a megoldas menetét érdemben nem befolyésolja). (2 pont)
Jelolje a bal fels6 sarokban all6 5 x 5-0s részmétrixot M. Célunk as; = mss; értékét alkalmasan
megvaltoztatni tgy, hogy det M # 0 legyen. Ehhez a kifejtési tételt hasznaljuk M o6todik soréra:

4



det M = mgq - M5y + mso - Mso + ...+ ms5 - Mss (ahol M;; a megfelel§ elGjeles aldeterminans ér-
téke). Itt My 5 # 0, mert ez épp az A bal fels6 sarkaban allo 4 x 4-es részmatrix determinansa. (2 pont)
Ezért mss = as5 értékének alkalmas megvaltoztatasaval det M-et tetszéleges értékre beéllithatjuk: pél-
daul det M =1 az ms5 = Mi - (1—mg5q-Msq —...—msy- Ms,) valasztassal biztosithato. (2 pont)
Most a fenti gondolatmenetet megismételhetjiik a teljes A matrixra: mivel det M # 0, ezért a kifejtési

tételbdl kovetkezGen ag ¢ alkalmas megvéaltoztataséval det A tetszéleges értékre, igy 0-tol kiilonbozére is

beéallithato. (2 pont)
Mivel az a5 5 és ag ¢ megvaltoztatasaval kapott A’ matrixra det A’ # 0, ezért A’ rangja (a determinansrang
definiciojabol kézvetleniil adédodan) valoban 6. (2 pont)

3. Legyen f : R — R? linearis leképezés.

a) Mutassuk meg, hogy R'-ben megadhato 7 linearisan fiiggetlen vektor gy, hogy f ezek mindegyi-
kéhez azonos értéket rendel.

b) Igaz-e ez az &llitas 7 helyett 8-cal?

Mivel Im f < R3, ezért dimIm f < 3. (1 pont)
Igy a dimenziotételbsl dim Ker f > 7 adodik. (1 pont)
Ezért Ker f tetsz6leges bazisat véve legalabb 7 lineédrisan fiiggetlen vektort kapunk, amelyeknek a képe 0.
Ez tehat az a) pont allitasat bizonyitja. (1 pont)

De valojaban az allitds 7-helyett 8-cal is igaz.

Ha dimKer f > 8, akkor ez a fenti gondolatmenetbdsl rogton kovetkezik, ezért feltehetjiik, hogy
dim Ker f = 7. Igy valaszthatunk egy v ¢ Ker f vektort és egy b;,b,, ..., b, bazist Ker f-ben. (1 pont)
Allitjuk, hogy a v,v 4+ by, v + by, ..., v + b, vektorok megfelelnek a feladat feltételeinek.

Mivel f(v+0b;) = f(v)+ f(b;) a lineéris leképezés tanult tulajdonsdga miatt és b, € Ker f miatt f(b;) = 0,
ezért f(v+b;) = f(v). Igy f a felsorolt nyolc vektorhoz valoban azonos értéket rendel. (1 pont)
Meg kell még mutatnuk, hogy a felsorolt vektorok linearisan fiiggetlenek. Ehhez vegyiik egy tetszéleges,
0-t ado linearis kombinaciojukat:

X-v+AN-(U+b)+...+ A (v+b;)=0. (1 pont)

Atrendezve:
Mo+AM+...+ X)) v+ A-b+...+A-b,=0. (1 pont)
Legyen A = A\g+ A1 +...+ A\7. Ha A #£ 0, akkor atrendezés utan v = —% by —...— % - b adodik. Ebbdl
viszont v € Ker f kévetkezne, ellentmondas. (1 pont)
Igy A =0, amib6l A\; -b, + ... 4+ A7 - b, = 0 adodik. Mivel by, ..., b; linearisan fiiggetlenek (hiszen bézist
alkotnak Ker f-ben), ezért ebbsl A\; = ... = A7 = 0 kovetkezik. (1 pont)

Ebbdl A = 0 miatt Ay = 0 is adodik, igy v,v+b;,v+b,, ..., v+ b, valoban linearisan fiiggetlenek.(1 pont)

4. Legyen f : R® — R3 linearis transzformacio és B = {b;, by, b} béazis R3-ben. Tegyiik fel, hogy f matrixa
a B bazis szerint az alabbi matrix. Hatarozzuk meg a b, vektort, ha tudjuk, hogy f(b; + by) = (10;20; 30).

4 9 4
fls = —6 9 8
-7 3 7
X ok ok Kk
1
Legyen v = by + b;. Ekkor [v]p = 0 (hiszen v =1-b; +0-by + 1-by). (2 pont)
1
[f]B definiciojabol [f(v)]s = [f]ls - [v]s kovetkezik. (2 pont)
Elvégezve a matrixszorzast:
4 9 -4 1 0
f@ls=1fls-lls=| -6 5 8 - 0 [=]| 2 ] (2 pont)
-7 3 7 1 0
Ebbdl tehat f(v) =0-by +2-by+0- by = 2 - by, kivetkezik. (2 pont)
Mivel a feladat feltétele szerint f(v) = (10;20;30), ebbdl b, = (5; 10; 15) adodik. (2 pont)

5



5. a) Sajatvektora-e az alabbi v vektor az alabbi A matrixnak?
b) Adjuk meg az A matrix egy sajatértékét és az Osszes, ehhez a sajatértékhez tartozo sajatvektort.

2 4 3 =5
v=| 1], A= -2 -3 10
1 1 3 -2

Elvégezve az A - v szorzést:

4 3 =95 2 6
A-v= -2 =3 10 |- 1 =| 3 (1 pont)

1 3 =2 1 3
Latszik, hogy A -v = 3 - v, igy v sajatvektora A-nak (1 pont)
és A = 3 sajatértéke A-nak. (1 pont)

A X\ = 3-hoz tartozo6 sajatvektorok definici6 szerint az A-x = 3 -z egyenlet x # 0 megoldasai. Mas szoval:
a dx; + 3ry — dry = 311, —2x1 — 3w9 + 1023 = 329, 1 + 329 — 203 = 33 lineéris egyenletrendszer csupa

nullatol kiilonboz6 megoldasait keressiik. (3 pont)
Atrendezés utan: 1 + 3z9 — 513 = 0, —2z; — 629 + 1023 = 0, 21 + 325 — 523 =0 (ez az (A —3E)z =0
linearis egyenletrendszer). (1 pont)
Latszik, hogy az els6 egyenletnek a mésodik (—2)-szerese, a harmadik pedig azonos vele, igy az utolso két
egyenlet elhagyhato. (1 pont)
Igy a 3-hoz tartozo sajatvektorok azok az x # 0 vektorok, amelyek koordinatéira z; + 3z, — 5ag = 0
teljestil. (2 pont)

Ha egy megoldd a 3-hoz tartozo sajatvektorok keresésekor csak annyit allapit meg, hogy a megadott v
minden nemnulla skalarszorosa sajatvektor, az (az els6 3 pont mellett) ezért tovabbi 1 pontot kaphat.
Megjegyezziik, hogy A-nak sajatértéke még a 3 mellett a A = —7 is, az ehhez tartozd sajatvektorok az
(1; —2; 1) vektor nemnulla t&bbszordsei. Igy elvileg ezek megadasa is a feladat teljes értékii megoldasat
jelentené, de a (—7) sajatérték megtalalasdhoz a harmadfoku karakterisztikus polinom gyokeit, vagyis a
A3+ A2 — 33\ + 63 = 0 egyenlet megoldasait kellene megtalalni, ami nyilvan joval kellemetlenebb feladat.

6. Egy egész szam 109-cel vett osztasi maradéka 5-tel kisebb, mint a szam 18-szorosdnak a 109-cel vett
osztési maradéka. Milyen maradékot adhat ez a szam 109-cel osztva?

* ko ok ok Xk

A keresett szamot n-nel jelolve a feladat szovege szerint 18n — 5 = n (mod 109), amit atrendezve a

17n =5 (mod 109) linearis kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mivel 7 és 109 relativ primek, 7-tel szorozva az eredetivel ekvivalens kongruenciat kapunk: (1 pont)
119n =35 (mod 109), vagyis 10n = 35 (mod 109). (2 pont)
Mivel 5 és 109 is relativ primek, 5-tel osztva a modulus nem valtozik és az eléz6vel ekvivalens kongruenciat
kapunk: (1 pont)
2n =7 (mod 109). (2 pont)
A jobboldalhoz 109-et adva 2n = 116  (mod 109). (1 pont)
2 és 109 is relativ primek, igy 2-vel osztva a modulus nem valtozik és az eldzével ekvivalens kongruenciat
kapunk: (1 pont)
n =58 (mod109). (1 pont)

Igy a keresett szam 58 maradékot ad 109-cel osztva. A lépések ekvivalenciaja helyett hivatkozhatunk arra
is, hogy (17,109) = 1 miatt egyetlen megoldas kell legyen modulo 109, vagy ellenérizhetjiik is a kapott
eredményt. (Viszont a harom érv koziil valamelyikre sziikség van annak kizérdsahoz, hogy a linedris
kongruencianak nincs megoldésa.) Ha egy megoldd csak azt ellenérzi, hogy (17,109)|5, igy a linearis
kongruencianak van megoldasa, de azt kiszamolni nem tudja, az (az atrendezéssel egytitt) Osszesen 3
pontot kapjon. Szamolasi hibakért 1-1 pont vonand6 le, de a maradék pontszam csak akkor jar, ha a hiba
miatt a feladat nem lett lényegesen konnyebb.



