Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Pétzarthelyi feladatok — pontozasi utmutatéd
2025. december 15.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot ér6
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna
kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiillonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldéskezdeményt értékeljiitk. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbd6l nem dertil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Legyen V < R? egy altér, valamint B = {b;, by} egy bazis V-ben. Hatdrozzuk meg a b, és b, vektorokat,
ha tudjuk, hogy az alabbi u, v, z,y vektorokra [u]p = x és [v|p = y teljesiil.

() () e

A koordindtavektor definicidja szerint [u]p = z azt jelenti, hogy u = 3b; — by. Hasonléan, [v]p = y azt

jelenti, hogy v = —2b; + b,. (4 pont)
A két egyenletet Gsszeadva
1 0 1
e () (2)- (1)
3 -2 1
adodik. (3 pont)

fgy

(3 pont)

2. A 100 x 100-as A matrix és by, by € R0 vektorok esetén az Az = b, és az Ax = b, linearis egyenlet-
rendszernek is végtelen sok megoldasa van. Dontstik el, hogy az alabbi harom allitas koziil melyik teljestil.



— Az Az = b, + b, linedris egyenletrendszernek biztosan végtelen sok megoldasa van.
— Az Az = by + by linedris egyenletrendszernek biztosan nincs végtelen sok megoldasa.

— Az Ax = by + b, linearis egyenletrendszernek lehet, hogy végtelen sok megoldasa van és lehet, hogy
nem (az A matrix és a by, b, vektorok valasztésatol fiiggben).

x ok ok ok ok

Mivel az Az = b; egyenletrendszer nem egyértelmiien megoldhatd, ezért (az eléadason tanult tétel szerint)

det A = 0. (2 pont)
Vagyis (az el6addson tanult tétel szerint) az Ax = b, + b, egyenletrendszer sem egyértelmiien megoldhatd.

(1 pont)
Ezért az Ax = b, + b, egyenletrendszernek vagy nincs, vagy végtelen sok megoldasa van. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy az Az = b; + by egyenletrendszer megoldhatd, hiszen ekkor ebbdl kdvetkezni fog, hogy
biztosan végtelen sok megolddsa van. (1 pont)

Legyen z; az Az = b, egyenletrendszer egy tetszoleges megoldéasa, x, pedig az Az = b, egyenletrendszeré.
Ekkor z, +z, az Az = b, +b, egyenletrendszer egy megoldésa lesz, hiszen A(z;+z,) = Az, + Azy = by +by.

(4 pont)
Tehat az Ax = b, + by egyenletrendszernek biztosan végtelen sok megoldésa van. (0 pont)

3. Hatdrozzuk meg az alabbi A és B matrixok esetén az A~!BA matrix determindnsat.

1 —-11 211
A=[(2 -1 0], B=|267
1 00 216

¥ ok ok ok X

Elsd megoldas. A determindnsok szorzastétele szerint det(A 'BA) = det(A™!) - det B - det A. (2 pont)
Ezt tovabb alakitva, és a determinansok szorzastételét ismét alkalmazva

det(A'BA) = det(A™') - det B - det A = det(A™') - det A - det B = det(A *A) - det B,

(2 pont)
amib6l A7'A = E és det E = 1 miatt (1 pont)
det(A'BA) = det(A'A) - det B = det B.

(1 pont)
A B matrix determinansanak meghatarozasahoz vonjuk ki a B matrix elso sorat a tobbibdl. A kapott alak
211
056
005
(1 pont)
Ezek a lépések (a tanultak szerint) nem valtoztattdk meg a determindns értékét. (1 pont)
Mivel fels6haromszog-matrixot kaptunk, aminek a determindnsa (a tanultak szerint) a féatlobeli elemek
szorzata, ezért a kapott determindns értéke 2 -5 -5 = 50. (2 pont)
Igy a feladatbeli determinédns értéke is 50. (0 pont)



Masodik megoldas. Eloszor kiszamitjuk A inverzét (a tanultak szerint Gauss-eliminaciéval): (1 pont)

1 -1 1{1 00 1 -1 1] 100 1 -1 1] 1 00
(2—10010)~(0 1—2—210)~(O 1 -2]-2 10>~
1 00/001 0 1 -1/-101 0 0 1] 1 -11
1 -10/0 1 -1 1 00/0 01
(o 1 0[0 -1 2)~(0100—12),
0O 01j1 -1 1 001/1 -1 1
(2 pont)
vagyis
0 01
A‘lz(O —12)
1 -11
(1 pont)
Ekkor
2 16
AlB:<2—4 5),
2 40
(1 pont)
és igy
10 =3 2
A—lBA_<—1 22).
-6 2 2
(1 pont)

Az elsé sor szerint kifejtve

e 22 12
det(A BA)_10~‘2 . —(—3).’ .

1 2
—6 2

| L 2|22 s 22 o) -0

(4 pont)

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasold szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A determinansra
vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakadé elvi hibak viszont darabonként 4 pont
levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megoldd egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utan nem,
vagy hibdsan kéveti a determinans megvaltozasat. Kétes esetekben elvi hibanak tekintend6é minden olyan
hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megold6 a szoban forgd ismeretet helyesen probalta alkalmazni.
Aréanyos részpontszam jar minden, a determindns kiszamitasanak iranyaba mutatd, hasznos 1épésért.

4. Legyenek C és D az aldbbi matrixok. Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan X maétrixot, amire CXD ! = X
teljestil.
30 20
c=(12) r=(3)
Legyen

(0 pont)



Elsd megoldas. A CX D™ = X egyenletet jobbrél beszorozva D-vel CXD~'D = X D adédik, (2 pont)

vagyis CX = XD (mert D™'D = E és EX = X). (2 pont)
Mivel 5 -
a
CX = <a+2c b+2d>
(1 pont)
‘s 2a —b  3b
a JE—
XD:<2c—d 3d)’
(1 pont)
ezért a C'X = X D egyenletbdl a
3a = 2a—0>
3b = 3b
a+2c = 2c—d
b+2d = 3d
egyenletrendszer adédik. (1 pont)
A masodik egyenlet azonossag, az elsé egyenletbol a = —b, a harmadikbdl @ = —d, a negyedikbél d = b
adodik. Igy b = 5 € R és ¢ = v € R tetszblegesek, a = —f és d = f3. (2 pont)
Tehat a keresett matrixok
-(49)
v B
alakiak. (1 pont)

Masodik megoldas. Eldszor kiszamitjuk D inverzét (a tanultak szerint Gauss-elimindciéval): (0 pont)

(Tslot)~Cosi2 )~ (o116 ys)

(1 pont)
vagyis
(120
D™ = (s 1/3)
(1 pont)
Mivel 5 -
a
CX = <a+20 b—|—2d>’
(1 pont)
ezért
3a b
—+ = b
CXD' = 22
a+20+b+2d b+ 2d
2 6 3
(2 pont)
Vagyis a CX D! = X egyenletbdl
3a b
—+- = a
2 2
b = b
a+ 2c n b+2d
2 6
b+ 2d
— =d
3



adodik. (1 pont)
A masodik egyenlet azonossag, az elso egyenletbdl pedig a = —b addodik. Ezt a harmadikba behelyettesitve
d = b adédik, amit a negyedikbe behelyettesitve Gjabb azonosségot kapunk: b = b. gy b = 8 € R és
¢ = € R tetszdlegesek, a = —3 és d = 3. (3 pont)
Tehat a keresett matrixok
(44)
v B

alakiak. (1 pont)
5. A p paraméter minden értékére hatarozzuk meg az alabbi matrix rangjat.

26 &8 =2
(16—2 5)
28 p p

¥ ok ok ok X

A rangot a tanultak szerint Gauss-eliminacioval hatarozzuk meg.

26 8 =2 13 4 —1 13 4 —1
r(16—2 5):r<03 —6 6 )zr(Ol —2 2 )
28 p p 02 p—8 p+2 00 p—4 p-—2

(3 pont)
Ha p # 4, akkor az utolsé sort (p — 4)-gyel leosztjuk. (1 pont)
A kapott matrix 1épcsds alak, (1 pont)
vagyis a matrix rangja a sorainak (avagy a vezéregyeseinek) a szdma: 3. (1 pont)
Ha viszont p = 4, akkor az eljards az utolso sort 2-vel osztja le. (2 pont)
A kapott matrix 1épcsds alak, (1 pont)
vagyis a matrix rangja a sorainak (avagy a vezéregyeseinek) a szama: 3. (1 pont)
Tehat a rang a p minden értéke esetén 3. (0 pont)

Pusztan az a megallapitds, hogy mivel a megadott matrixnak 3 sora van, ezért a rangja legfeljebb 3 lehet,
nem ér pontot. A szamolasi hibak — egyébként elvileg j6 megoldas esetén — darabonként 1 pont levonast
jelentenek. Ha a hiba koévetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében
megfeleltethet6 részekért adhaté pont.

6*. Legyen B = {by,...,bs} és C = {¢;,...,c5} az R® két tetszbleges bézisa. Alljon a V <R altér
azon v vektorokbdl, melyeknek a B, illetve C szerinti koordinatavektoruknak is az utolsé koordinataja 0.
Mutassuk meg, hogy dim V' > 3.

* ok ok ok X

Elsé megoldas. Tetszdleges v € R? esetén [v]p utolsé koordindtéja pontosan akkor 0, ha v-nek a B bézis

szerinti kifejezésében bs egyttthatoja 0, vagyis ha v € (by, ..., by). (1 pont)
Mivel ugyanez [v]¢ esetén is fenndll, ezért v € V' pontosan akkor igaz, ha v € (by, ..., by) ésv € (ci,...,cq).
(Més széval: V.= (by,...,by) N {c1,---,C1)-) (1 pont)

Azt kell megmutatnunk, hogy V-ben van harom linearisan fiiggetlen vektor. Valéban, ebbdl az F-G egyen-
16tlenség szerint kovetkezni fog, hogy V-ben minden generatorrendszer és igy minden bazis is legalabb 3

elemt, vagyis dim V' > 3. (1 pont)
Mivel B bézis és igy generdtorrendszer is R®-ben, ezért c¢; kifejezhetd B-bdl linedris kombindciéval:
¢ = aqby + ...+ asbs. (1 pont)

Hasonléan adddik, hogy ¢, = B1by + ... + Bsbs, ¢ = 11by + ... + Y5b5 és ¢y = 610y + ... + 05b5. (0 pont)



Elészor tegytk fel, hogy a5 = f5 = 75 = 05 = 0. Ekkor ¢;,...,¢cqs € (by,...,bs). Mivel ¢;,...,¢c4 €
(Cy...,cq) is magatol értetddd, ezért ¢y, ...,cy € V. Ekkor tehat V-ben még négy linedrisan fiiggetlen
vektor is taldlhaté (hiszen ¢y, ..., c5 bazis és ezért linedrisan fiiggetlen is, igy koziilik egy vektort elhagyva
tovdbbra is linedrisan fliggetlen rendszert kapunk). Ebben az esetben tehét az allitast belattuk. (1 pont)
A tovabbiakban tehat feltehetjiik, hogy as, 85, 75, 05 kozott van nullatél killonboézé. Mivel a ¢y, .. ., ¢4 vek-

torok szdmozasa érdektelen, feltehetjik, hogy d5 # 0. (0 pont)
Ekkor 1étezik olyan uy € R skalar, hogy ¢, + u1¢y € (by, ... ,bs). Valdban, a ¢; + pi¢, vektor B bézis szerinti
kifejezésében a by egylitthatéja as + 105, ami a 1 = —§* valasztds esetén 0 lesz. (2 pont)
Hasonléan kapjuk, hogy léteznek olyan ps, ug € R skalarok, amikre ¢, + pocy € (by, ..., bs) és c3 + psey €
(by,...,by). (0 pont)
A fentiek szerint ezért elég lesz ezért megmutatnunk, hogy a ¢ + picy, ¢ + ey, c3 + psc, vektorok line-
arisan fuggetlenek, hiszen ezek a vektorok nyilvan (¢, ..., c,)-beliek is. (1 pont)
Tegyiik fel ezért, hogy Ai(c; + picy) 4+ Xa(co + piacy) + As(cs + psey) = 0. Atzéréjelezés utdn: ey + Aocy +
AsCs + (Arpin + Aapig + Asps)ey = 0. (1 pont)
Mivel a ¢, ...,c, vektorok linedrisan fuggetlenek (ezt fentebb mar belattuk), ezért \y = Ay = A3 = 0

(és még A\jpq + Aopiz + Azusz = 0 is igaz). Ez a linedris fliggetlenség (ekivalens) definiciéja szerint valéban
igazolja a ¢; + 1y, Co + pocy, 3 + pscy, vektorok linedrisan fliggetlenségét, amivel az allitas bizonyitésa
teljes. (1 pont)

Maisodik megoldas. Legyen Vi = (by,...,b,) és Vo = {c,...,¢4). Mivel a by, ..., by, by vektorok R’ egy
bazisat alkotjak, ezért a by,...,b, vektorok linedrisan fiiggetlenek, és igy V; egy bazisat alkotjak. Vagyis

dim V; = 4. Hasonl6an, dim V, = 4. (2 pont)
Tetsz6leges v € R® esetén [v]p utolsé koordinatdja pontosan akkor 0, ha v-nek a B bazis szerinti kifejezé-
sében by egyiitthatdja 0, vagyis ha v € V;. (1 pont)
Mivel ugyanez [v]¢ esetén is fenndll, ezért v € V' pontosan akkor igaz, ha v € V} és v € V5. (Mas szdval:
V=Vin.) (1 pont)
Legyen d;,...,d, a V altér egy bazisa. Az oran tanult tétel szerint a d,...,d, rendszer kiegészitheto
V1 egy bézisava: legyen ez dy, ..., d;, 0, ...,b'4_,. Hasonlbéan, a dy,...,d, rendszer kiegészitheté V, egy
bazisava: legyen ez dy, ..., d,c1,. .., 4 j- (2 pont)
Megmutatjuk, hogy a b'y,.... 04, 1,..., 4k, dyq, ..., d; vektorok linearisan fiiggetlenek. (0 pont)

Legyenek 81, ..., B4k, V1, --->Va—k, 01, - - -, 0 Olyan skalarok, hogy
B+ A bk Vg +mn-di+. ki +0-di+ ..+ 0 dy, = 0.
Ha a f1,..., B4_k skalarok kozott van nemnulla, akkor
i+ APy =—nci— ek y g —0dy— . = Opdy €(dy, ... dy, Cys e ) = Vo
Ekkor Vi = (d;,...,d;,by,..., 04 ;) miatt
Br-by+ o B Uy €ViNVa=(dy,...,dy).

A generdlt altér definicidja szerint ekkor léteznek olyan A1, ..., Ay skalarok, hogy 81 -0y +... 4+ 84 p by =

Mcdy+ ...+ A - dy. Ezt atrendezve By -0y + ...+ Bap Uy — AN -dy — ... — A\ - di, = 0 adddik. Mivel
a [1,..., B4k skaldrok kozott van nemnulla, ezért ez ellentmond annak, hogy a d;,...,d;, b'y,..., 04 4
vektorok linearisan fiiggetlenek. Vagyis 51 = ... = B4 = 0, és szimmetriaokok miatt vy = ... =4 = 0.
Viszont ekkor 61 -d;+...+0;-d, =0ésad,,...,d, vektorok linedris fliggetlensége miatt 6; = ... = o = 0.

(3 pont)
fgy (4—k)+(4—k)+k <5 azaz k > 3. (1 pont)



