
Bevezetés a számításelméletbe I.
Pótzárthelyi feladatok — pontozási útmutató

2025. december 15.

Általános alapelvek.
A pontozási útmutató célja, hogy a javítók a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az útmutatónak nem
célja a feladatok teljes értékű megoldásának részletes leírása; a leírt lépések egy maximális pontszámot érő
megoldás vázlatának tekinthetők.

Az útmutatóban feltüntetett részpontszámok csak akkor járnak a megoldónak, ha a kapcsolódó gon-
dolat egy áttekinthető, világosan leírt és megindokolt megoldás egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Így
például az anyagban szereplő ismeretek, definíciók, tételek puszta leírása azok alkalmazása nélkül nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leírt tény a megoldásban valóban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az útmutatóban feltüntetett pontszám a fentiek figyelembevételével a megoldónak
(részben vagy egészében) jár-e, teljes mértékben a javító hatásköre.

Részpontszám jár minden olyan ötletért, gondolatért, amely egy megoldásban érdemi szerephez juthat
és amelyből a dolgozatban leírt gondolatmenet alkalmas kiegészítésével a feladat hibátlan megoldása volna
kapható. Ha egy megoldó egy feladatra több, egymástól lényegesen különböző megoldást is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adható pontszám. Ha mindegyik leírt megoldás vagy megoldásrészlet helyes vagy
helyessé kiegészíthető, akkor a legtöbb részpontot érő megoldáskezdeményt értékeljük. Ha azonban több
megoldási kísérlet között van helyes és (lényeges) hibát tartalmazó is, továbbá a dolgozatból nem derül ki,
hogy a megoldó melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot érő megoldáskezdeményt értékeljük
(akkor is, ha ez a pontszám 0).

Az útmutatóban szereplő részpontszámok szükség esetén tovább is oszthatók. Az útmutatóban leírttól
eltérő jó megoldás természetesen maximális pontot ér, de bizonyítás nélkül csak az előadáson szereplő
tételekre és állításokra lehet hivatkozni.

1. Legyen V ≤ R3 egy altér, valamint B = {b1, b2} egy bázis V -ben. Határozzuk meg a b1 és b2 vektorokat,
ha tudjuk, hogy az alábbi u, v, x, y vektorokra [u]B = x és [v]B = y teljesül.

u =
 1

−1
3

 , v =
 0

1
−2

 , x =
( 3

−1
)

, y =
( −2

1
)

.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

A koordinátavektor definíciója szerint [u]B = x azt jelenti, hogy u = 3b1 − b2. Hasonlóan, [v]B = y azt
jelenti, hogy v = −2b1 + b2. (4 pont)
A két egyenletet összeadva

b1 = u + v =
 1

−1
3

 +
 0

1
−2

 =
 1

0
1


adódik. (3 pont)
Így

b2 = v + 2b1 =
 0

1
−2

 + 2 ·

 1
0
1

 =
 2

1
0

 .

(3 pont)

2. A 100 × 100-as A mátrix és b1, b2 ∈ R100 vektorok esetén az Ax = b1 és az Ax = b2 lineáris egyenlet-
rendszernek is végtelen sok megoldása van. Döntsük el, hogy az alábbi három állítás közül melyik teljesül.
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– Az Ax = b1 + b2 lineáris egyenletrendszernek biztosan végtelen sok megoldása van.
– Az Ax = b1 + b2 lineáris egyenletrendszernek biztosan nincs végtelen sok megoldása.
– Az Ax = b1 + b2 lineáris egyenletrendszernek lehet, hogy végtelen sok megoldása van és lehet, hogy

nem (az A mátrix és a b1, b2 vektorok választásától függően).

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Mivel az Ax = b1 egyenletrendszer nem egyértelműen megoldható, ezért (az előadáson tanult tétel szerint)
det A = 0. (2 pont)
Vagyis (az előadáson tanult tétel szerint) az Ax = b1 + b2 egyenletrendszer sem egyértelműen megoldható.

(1 pont)
Ezért az Ax = b1 + b2 egyenletrendszernek vagy nincs, vagy végtelen sok megoldása van. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy az Ax = b1 + b2 egyenletrendszer megoldható, hiszen ekkor ebből következni fog, hogy
biztosan végtelen sok megoldása van. (1 pont)
Legyen x1 az Ax = b1 egyenletrendszer egy tetszőleges megoldása, x2 pedig az Ax = b2 egyenletrendszeré.
Ekkor x1 +x2 az Ax = b1 +b2 egyenletrendszer egy megoldása lesz, hiszen A(x1 +x2) = Ax1 +Ax2 = b1 +b2.

(4 pont)
Tehát az Ax = b1 + b2 egyenletrendszernek biztosan végtelen sok megoldása van. (0 pont)

3. Határozzuk meg az alábbi A és B mátrixok esetén az A−1BA mátrix determinánsát.

A =
 1 −1 1

2 −1 0
1 0 0

 , B =
 2 1 1

2 6 7
2 1 6


∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Első megoldás. A determinánsok szorzástétele szerint det(A−1BA) = det(A−1) · det B · det A. (2 pont)
Ezt tovább alakítva, és a determinánsok szorzástételét ismét alkalmazva

det(A−1BA) = det(A−1) · det B · det A = det(A−1) · det A · det B = det(A−1A) · det B,

(2 pont)
amiből A−1A = E és det E = 1 miatt (1 pont)

det(A−1BA) = det(A−1A) · det B = det B.

(1 pont)
A B mátrix determinánsának meghatározásához vonjuk ki a B mátrix első sorát a többiből. A kapott alak∣∣∣∣∣∣

2 1 1
0 5 6
0 0 5

∣∣∣∣∣∣
(1 pont)

Ezek a lépések (a tanultak szerint) nem változtatták meg a determináns értékét. (1 pont)
Mivel felsőháromszög-mátrixot kaptunk, aminek a determinánsa (a tanultak szerint) a főátlóbeli elemek
szorzata, ezért a kapott determináns értéke 2 · 5 · 5 = 50. (2 pont)
Így a feladatbeli determináns értéke is 50. (0 pont)
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Második megoldás. Először kiszámítjuk A inverzét (a tanultak szerint Gauss-eliminációval): (1 pont)

 1 −1 1 1 0 0
2 −1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1

 ∼

 1 −1 1 1 0 0
0 1 −2 −2 1 0
0 1 −1 −1 0 1

 ∼

 1 −1 1 1 0 0
0 1 −2 −2 1 0
0 0 1 1 −1 1

 ∼

 1 −1 0 0 1 −1
0 1 0 0 −1 2
0 0 1 1 −1 1

 ∼

 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 −1 2
0 0 1 1 −1 1

 ,

(2 pont)
vagyis

A−1 =
 0 0 1

0 −1 2
1 −1 1

 .

(1 pont)
Ekkor

A−1B =
 2 1 6

2 −4 5
2 −4 0

 ,

(1 pont)
és így

A−1BA =
 10 −3 2

−1 2 2
−6 2 2

 .

(1 pont)
Az első sor szerint kifejtve

det(A−1BA) = 10 ·
∣∣∣∣ 2 2

2 2

∣∣∣∣ − (−3) ·
∣∣∣∣ −1 2

−6 2

∣∣∣∣ + 2 ·
∣∣∣∣ −1 2

−6 2

∣∣∣∣ = 10 · (2 · 2 − 2 · 2) + 5 · (−1 · 2 − 2 · (−6)) = 50.

(4 pont)

Minden, a megoldást érdemben nem befolyásoló számolási hiba 1 pont levonást jelent. A determinánsra
vonatkozó egyes alapismeretek teljes vagy részleges hiányából fakadó elvi hibák viszont darabonként 4 pont
levonást jelentenek. Ilyen például, ha a megoldó egy sor konstanssal szorzása, vagy sorok cseréje után nem,
vagy hibásan követi a determináns megváltozását. Kétes esetekben elvi hibának tekintendő minden olyan
hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megoldó a szóban forgó ismeretet helyesen próbálta alkalmazni.
Arányos részpontszám jár minden, a determináns kiszámításának irányába mutató, hasznos lépésért.
4. Legyenek C és D az alábbi mátrixok. Határozzuk meg az összes olyan X mátrixot, amire CXD−1 = X
teljesül.

C =
( 3 0

1 2
)

, D =
( 2 0

−1 3
)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Legyen
X =

(
a b
c d

)
.

(0 pont)
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Első megoldás. A CXD−1 = X egyenletet jobbról beszorozva D-vel CXD−1D = XD adódik, (2 pont)
vagyis CX = XD (mert D−1D = E és EX = X). (2 pont)
Mivel

CX =
( 3a 3b

a + 2c b + 2d

)
(1 pont)

és
XD =

( 2a − b 3b
2c − d 3d

)
,

(1 pont)
ezért a CX = XD egyenletből a

3a = 2a − b
3b = 3b

a + 2c = 2c − d
b + 2d = 3d

egyenletrendszer adódik. (1 pont)
A második egyenlet azonosság, az első egyenletből a = −b, a harmadikból a = −d, a negyedikből d = b
adódik. Így b = β ∈ R és c = γ ∈ R tetszőlegesek, a = −β és d = β. (2 pont)
Tehát a keresett mátrixok

X =
( −β β

γ β

)
alakúak. (1 pont)

Második megoldás. Először kiszámítjuk D inverzét (a tanultak szerint Gauss-eliminációval): (0 pont)( 2 0 1 0
−1 3 0 1

)
∼

( 1 0 1/2 0
0 3 1/2 1

)
∼

( 1 0 1/2 0
0 1 1/6 1/3

)
,

(1 pont)
vagyis

D−1 =
( 1/2 0

1/6 1/3
)

.

(1 pont)
Mivel

CX =
( 3a 3b

a + 2c b + 2d

)
,

(1 pont)
ezért

CXD−1 =


3a

2 + b

2 b

a + 2c

2 + b + 2d

6
b + 2d

3

 .

(2 pont)
Vagyis a CXD−1 = X egyenletből

3a

2 + b

2 = a

b = b
a + 2c

2 + b + 2d

6 = c

b + 2d

3 = d
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adódik. (1 pont)
A második egyenlet azonosság, az első egyenletből pedig a = −b adódik. Ezt a harmadikba behelyettesítve
d = b adódik, amit a negyedikbe behelyettesítve újabb azonosságot kapunk: b = b. Így b = β ∈ R és
c = γ ∈ R tetszőlegesek, a = −β és d = β. (3 pont)
Tehát a keresett mátrixok

X =
( −β β

γ β

)
alakúak. (1 pont)

5. A p paraméter minden értékére határozzuk meg az alábbi mátrix rangját. 2 6 8 −2
1 6 −2 5
2 8 p p


∗ ∗ ∗ ∗ ∗

A rangot a tanultak szerint Gauss-eliminációval határozzuk meg.

r
 2 6 8 −2

1 6 −2 5
2 8 p p

 = r
 1 3 4 −1

0 3 −6 6
0 2 p − 8 p + 2

 = r
 1 3 4 −1

0 1 −2 2
0 0 p − 4 p − 2


(3 pont)

Ha p ̸= 4, akkor az utolsó sort (p − 4)-gyel leosztjuk. (1 pont)
A kapott mátrix lépcsős alakú, (1 pont)
vagyis a mátrix rangja a sorainak (avagy a vezéregyeseinek) a száma: 3. (1 pont)
Ha viszont p = 4, akkor az eljárás az utolsó sort 2-vel osztja le. (2 pont)
A kapott mátrix lépcsős alakú, (1 pont)
vagyis a mátrix rangja a sorainak (avagy a vezéregyeseinek) a száma: 3. (1 pont)
Tehát a rang a p minden értéke esetén 3. (0 pont)

Pusztán az a megállapítás, hogy mivel a megadott mátrixnak 3 sora van, ezért a rangja legfeljebb 3 lehet,
nem ér pontot. A számolási hibák – egyébként elvileg jó megoldás esetén – darabonként 1 pont levonást
jelentenek. Ha a hiba következtében a megoldás könnyebbé válik, akkor csak a fentieknek lényegében
megfeleltethető részekért adható pont.
6*. Legyen B = {b1, . . . , b5} és C = {c1, . . . , c5} az R5 két tetszőleges bázisa. Álljon a V ≤ R5 altér
azon v vektorokból, melyeknek a B, illetve C szerinti koordinátavektoruknak is az utolsó koordinátája 0.
Mutassuk meg, hogy dim V ≥ 3.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Első megoldás. Tetszőleges v ∈ R5 esetén [v]B utolsó koordinátája pontosan akkor 0, ha v-nek a B bázis
szerinti kifejezésében b5 együtthatója 0, vagyis ha v ∈ ⟨b1, . . . , b4⟩. (1 pont)
Mivel ugyanez [v]C esetén is fennáll, ezért v ∈ V pontosan akkor igaz, ha v ∈ ⟨b1, . . . , b4⟩ és v ∈ ⟨c1, . . . , c4⟩.
(Más szóval: V = ⟨b1, . . . , b4⟩ ∩ ⟨c1, . . . , c4⟩.) (1 pont)
Azt kell megmutatnunk, hogy V -ben van három lineárisan független vektor. Valóban, ebből az F-G egyen-
lőtlenség szerint következni fog, hogy V -ben minden generátorrendszer és így minden bázis is legalább 3
elemű, vagyis dim V ≥ 3. (1 pont)
Mivel B bázis és így generátorrendszer is R5-ben, ezért c1 kifejezhető B-ből lineáris kombinációval:
c1 = α1b1 + . . . + α5b5. (1 pont)
Hasonlóan adódik, hogy c2 = β1b1 + . . . + β5b5, c3 = γ1b1 + . . . + γ5b5 és c4 = δ1b1 + . . . + δ5b5. (0 pont)
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Először tegyük fel, hogy α5 = β5 = γ5 = δ5 = 0. Ekkor c1, . . . , c4 ∈ ⟨b1, . . . , b4⟩. Mivel c1, . . . , c4 ∈
⟨c1, . . . , c4⟩ is magától értetődő, ezért c1, . . . , c4 ∈ V . Ekkor tehát V -ben még négy lineárisan független
vektor is található (hiszen c1, . . . , c5 bázis és ezért lineárisan független is, így közülük egy vektort elhagyva
továbbra is lineárisan független rendszert kapunk). Ebben az esetben tehát az állítást beláttuk. (1 pont)
A továbbiakban tehát feltehetjük, hogy α5, β5, γ5, δ5 között van nullától különböző. Mivel a c1, . . . , c4 vek-
torok számozása érdektelen, feltehetjük, hogy δ5 ̸= 0. (0 pont)
Ekkor létezik olyan µ1 ∈ R skalár, hogy c1 +µ1c4 ∈ ⟨b1, . . . , b4⟩. Valóban, a c1 +µ1c4 vektor B bázis szerinti
kifejezésében a b5 együtthatója α5 + µ1δ5, ami a µ1 = −α5

δ5
választás esetén 0 lesz. (2 pont)

Hasonlóan kapjuk, hogy léteznek olyan µ2, µ3 ∈ R skalárok, amikre c2 + µ2c4 ∈ ⟨b1, . . . , b4⟩ és c3 + µ3c4 ∈
⟨b1, . . . , b4⟩. (0 pont)
A fentiek szerint ezért elég lesz ezért megmutatnunk, hogy a c1 + µ1c4, c2 + µ2c4, c3 + µ3c4 vektorok line-
árisan függetlenek, hiszen ezek a vektorok nyilván ⟨c1, . . . , c4⟩-beliek is. (1 pont)
Tegyük fel ezért, hogy λ1(c1 + µ1c4) + λ2(c2 + µ2c4) + λ3(c3 + µ3c4) = 0. Átzárójelezés után: λ1c1 + λ2c2 +
λ3c3 + (λ1µ1 + λ2µ2 + λ3µ3)c4 = 0. (1 pont)
Mivel a c1, . . . , c4 vektorok lineárisan függetlenek (ezt fentebb már beláttuk), ezért λ1 = λ2 = λ3 = 0
(és még λ1µ1 + λ2µ2 + λ3µ3 = 0 is igaz). Ez a lineáris függetlenség (ekivalens) definíciója szerint valóban
igazolja a c1 + µ1c4, c2 + µ2c4, c3 + µ3c4 vektorok lineárisan függetlenségét, amivel az állítás bizonyítása
teljes. (1 pont)

Második megoldás. Legyen V1 = ⟨b1, . . . , b4⟩ és V2 = ⟨c1, . . . , c4⟩. Mivel a b1, . . . , b4, b5 vektorok R5 egy
bázisát alkotják, ezért a b1, . . . , b4 vektorok lineárisan függetlenek, és így V1 egy bázisát alkotják. Vagyis
dim V1 = 4. Hasonlóan, dim V2 = 4. (2 pont)
Tetszőleges v ∈ R5 esetén [v]B utolsó koordinátája pontosan akkor 0, ha v-nek a B bázis szerinti kifejezé-
sében b5 együtthatója 0, vagyis ha v ∈ V1. (1 pont)
Mivel ugyanez [v]C esetén is fennáll, ezért v ∈ V pontosan akkor igaz, ha v ∈ V1 és v ∈ V2. (Más szóval:
V = V1 ∩ V2.) (1 pont)
Legyen d1, . . . , dk a V altér egy bázisa. Az órán tanult tétel szerint a d1, . . . , dk rendszer kiegészíthető
V1 egy bázisává: legyen ez d1, . . . , dk, b′

1, . . . , b′
4−k. Hasonlóan, a d1, . . . , dk rendszer kiegészíthető V2 egy

bázisává: legyen ez d1, . . . , dk, c′
1, . . . , c′

4−k. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy a b′

1, . . . , b′
4−k, c′

1, . . . , c′
4−k, d1, . . . , dk vektorok lineárisan függetlenek. (0 pont)

Legyenek β1, . . . , β4−k, γ1, . . . , γ4−k, δ1, . . . , δk olyan skalárok, hogy

β1 · b′
1 + . . . + β4−k · b′

4−k + γ1 · c′
1 + . . . + γ4−k · c′

4−k + δ1 · d1 + . . . + δk · dk = 0.

Ha a β1, . . . , β4−k skalárok között van nemnulla, akkor

β1 ·b′
1 + . . .+β4−k ·b′

4−k = −γ1 ·c′
1 − . . .−γ4−k ·c′

4−k −δ1 ·d1 − . . .−δk ·dk ∈ ⟨d1, . . . , dk, c′
1, . . . , c′

4−k⟩ = V2.

Ekkor V1 = ⟨d1, . . . , dk, b′
1, . . . , b′

4−k⟩ miatt

β1 · b′
1 + . . . + β4−k · b′

4−k ∈ V1 ∩ V2 = ⟨d1, . . . , dk⟩.

A generált altér definíciója szerint ekkor léteznek olyan λ1, . . . , λk skalárok, hogy β1 ·b′
1 + . . .+β4−k ·b′

4−k =
λ1 · d1 + . . . + λk · dk. Ezt átrendezve β1 · b′

1 + . . . + β4−k · b′
4−k − λ1 · d1 − . . . − λk · dk = 0 adódik. Mivel

a β1, . . . , β4−k skalárok között van nemnulla, ezért ez ellentmond annak, hogy a d1, . . . , dk, b′
1, . . . , b′

4−k

vektorok lineárisan függetlenek. Vagyis β1 = . . . = β4−k = 0, és szimmetriaokok miatt γ1 = . . . = γ4−k = 0.
Viszont ekkor δ1 ·d1 + . . .+δk ·dk = 0 és a d1, . . . , dk vektorok lineáris függetlensége miatt δ1 = . . . = δk = 0.

(3 pont)
Így (4 − k) + (4 − k) + k ≤ 5, azaz k ≥ 3. (1 pont)
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