Bevezetés a szamitaselméletbe I.
Pé6tzh, masodik zarthelyi potlasa — pontozasi itmutato
2021. december 13.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az itmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekintheték.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolo-
do6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valéban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitd
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldo egy
feladatra tobb, egyméstol 1ényegesen kiillonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre
adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészit-
hets, akkor a legtobb részpontot éro megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatéban le-
irttol eltérs jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az elGadason
szerepld tételekre és éllitdsokra lehet hivatkozni.

1. Dontsiik el, hogy létezik-e az aldbbi A matrixnak inverze. Ha igen, hatdrozzuk meg A~ '-et és
A~! determinénsat.
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Az inverzet Gauss-eliminaciéval szamitjuk ki, menet kézben majd arra is fény deriil, hogy létezik-e.
Az eliminécio6 1épései:

123100 1 2 311 00 1 2 31 0 0
355010 =10 -1 —-4|-310]—={(0 1 413 -1 0 | —
56 0/0 01 0 -4 —-15|-5 0 1 0 -4 -15|-5 0 1

12 3|1 0 O 12 3] 1 1 -20 12 -3
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4 pont jar az eliminécié hibéatlan elvégzéséért és az inverz leolvasésaért, 2 pont pedig azért, ha
valaki megmutatja, hogy létezik az inverz, hiszen a bal oldalon létrejétt az egységmatrix, tehat a
kiindulasi métrix determinansa nem volt 0, igy csakugyan létezik inverze.

A determinansok szorzéstétele alapjan detA - detA™! = detE = 1. (2 pont)
A Gauss-eliminécié 1épéseibdl konnyen leolvashatd, hogy a lépcsés alak eléréséig csak egy



olyan lépést tettiink, amely megvaltoztatta a determinanst, ez a —1-gyel szorzas volt, igy A
determinansa —1, tehat A~! determinansa is —1. (2 pont)

Az utols6 2 pont annak jar, akinek csakugyan széndékaban all az inverz determinansét a determi-
nansok szorzastételére alapozva kiszamitani (az eredeti métrix determinansét az inverz létezésének
eldontésére is ki lehet szamitani, de csak ezért nem jar az utolso 2 pont). Ehelyett természetesen ki
lehet szamitani az inverz determinansat (és igy megszerezni az utolsé 4 pontot) Gauss-eliminacioval
is, ennek lépései:

3 1 3 1 3 1
25 15 —4|=30-|-25 15 —4|=30-/0 0 1|=-30-l0 I -1l|=

1 1 1

7T -4 1 7T -4 1 0o & -4 0o o0 1%
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Szamolasi hibakért darabonként 1 pontot vonjunk le, elvi hibakért 4 pontot. Aki elszamolja az
inverzet és igy rossz matrix determinansat szamitja ki (helyesen), az megkaphatja a maximalis 4
pontot ezért, amennyiben a feladat nem lett egyszeriibb. Ellenkez6 esetben 1-3 pontot adjunk, a
szamoléds nehézségétsl fiiggden.

2. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter mely értékeire van megoldasa az aldbbi egyenletrendszer-
nek. Ha van megoldés, adjuk is meg az Osszeset.
pxy + pr2 +pr3 = p
2x1 +6x2 + 1023 = 6
3x1+3x2+ (p+3)zs = 3
* * * * *

Az egyenletrendszert a Gauss-eliminacié 1épéseit hasznalva oldjuk meg. A kibdévitett egyiitthato-
matrix:

p D p p
2 6 10 |6 (0 pont)
33 p+3|3

Ha p = 0, akkor az elsd sor csupa 0 sor, igy tordlhetjiik és a
26 10(6 o " . : . e .

kibovitett egylitthatémétrixot kapjuk, amin az eliminécié lépéseit mar a

33 3|3

tanult sorrendben hajtjuk végre. (1 pont)

Folytatva az eliminaci6t

13 5|3 1 3 9| 3 13 5|3 10 —-1(0
— — —

(1 pont)
33 3|3 0 -6 —12|—6 01 2|1 01 2|1
A megoldés innen 3 =a € R, 27 = a, x5 = 1 — 2a. (2 pont)
Ha p # 0, akkor osztjuk vele az els§ sort, a kapott kib&vitett egylitthatémétrix:
11 1 |1
2 6 10 |6 (1 pont)
33 p+3|3

Folytatva az eliminaciot



11 1)1 11 1)1
0 4 84 ]|—]1012|1 [ (0 pont)
00 p|O 00 p|O
Mivel p # 0, oszthatunk vele. (2 pont)
Tovabb folytatva az eliminaciot
1 1 11 1 1 0]1 1 0 0[]0
0121 |=fo1oj1]|=]0101][ (2 pont)
0010 0010 0010
A megoldas innen x7 = 0,20 = 1,23 = 0. (1 pont)

3. Szamitsuk ki az alabbi méatrix determinansét a ¢ valés paraméter minden értékére.
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A harmadik oszlop g-szorosat a mésodik oszlopbol kivonva a determinans értéke nem valtozik:

0¢g 13 0 0 13
2 1 4 2 0 1 4
1 = . (3 pont)
36 39 3 6—-3¢ 3 9
1 007 1 0 07

Ez utébbi determinanst a kifejtési tétel segitségével szamitjuk ki. Fejtsiik ki a determinanst a
masodik oszlopa szerint:

0 0 13
013
2 0 1 4
=—(6-3¢)|2 1 4] (4 pont)
3 6-3¢ 3 9
107
1 0 07
Ennek értéke (ismét a kifejtési tételt hasznalva) —(6 —3¢)(1-(4—3)+7-(0—2)) =13(6 — 3q) =
39(2 — q). (3 pont)

A determinénst természetesen mashogy, pl. Gauss-eliminaciéval is ki lehet szamitani. Szamolasi
hibakért 1 pontot, az elvi hibakért 4 pontot vonjunk le darabonként. Ha valaki kifejtési tételt
hasznal, de nem jut el megoldasig, a tétel helyes hasznalataért (vagy felirasaért) kaphat 2 pontot,
ha a tételt olyan sorra vagy oszlopra alkalmazza, amelyben két 0 is van, akkor tovabbi 2 pontot.

4. Hatarozzuk meg a 3. feladat matrixdnak rangjat a ¢ valés paraméter minden értékére.
% * * * *

Els6 megoldas. A 3. feladatban lattuk, hogy a matrix determinénsa 39(2 — ¢), vagyis ha q # 2,
akkor nem 0. A determinansrang definici6ja szerint ilyenkor a keresett rang 4. (4 pont)
q = 2 esetén hasznaljunk a valtozatossag kedvéért Gauss-eliminéciot.

0213 221 4 11 1/2 2 1 1 1/2 2
2214 0213 02 1 3 0 2 1 3

r =r =r =r =
36 39 36 39 36 3 9 0 3 3/2 3
1007 1007 10 0 7 0 -1 -1/2 5



11 1/2 2 11 1/2 2 11 1/2 2
0 1 1/2 3/2 01 1/2 3/2 01 1/2 3/2
T = =T =
0 3 3/2 3 00 0 -3/2 00 O 1
0 -1 -1/2 5 00 0 13/2 00 0 13/2
11 1/2 2
11/2 2
01 1/2 3/2
r =r 1 1/2 3/2 | (4 pont)
00 O 1
00 O 1
00 O 0
Az utolsoként kapott méatrix 1épcsGs alaka és 3 vezéregyes taldlhatd benne, igy a keresett rang
q=2 esetén 3. (2 pont)

Masodik megoldas. A rangot Gauss-eliminécioval hatarozzuk meg, de el6tte felcseréljiik az els6 és
a harmadik, illetve a méasodik és a negyedik sort, majd a masodik és a negyedik oszlopot. Ezek a
lépések a rangot a tanultak szerint nem valtoztatjak meg.

0 ¢g 13 39 36 1 312 1 3 1 2
2 ¢ 1 4 1700 1 700 0 4 -1 =2
r =r =r =r =
3639 031¢g 031¢g 0 3 1 q
1007 241 ¢ 241 ¢ 0 -2 -1 q—14
1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 1 2
0 1 -1/4 —1/2 01 —1/4 —1/2 01 —1/4 —1/2
T =T =T =
0 3 1 q 00 7/4 g¢g+3)/2 00 1 (49+6)/7
0 -2 —1 g¢—4 00 -3/2 ¢—5 00 -3/2 q-5
13 1 2
01 —-1/4 —1/2
r / / (4 pont)
00 1 (49 +6)/7

00 0 (6¢g+9)/7+q—5
Az utolso sorban a jobb als6 elemmel pontosan akkor oszthatunk, ha (6 +9)/7+ g — 5 # 0,

vagyis ha 6g + 9+ 7(q — 5) # 0, ami 13q — 26 # 0, azaz q # 2 esetén teljesiil. (
Ilyenkor a kapott lépcsds alakban (
4 vezéregyesiink lesz, igy a rang 4. (1 pont
q = 2 esetén az utolso sort toroljiik, a kapott 1épcsGs alakban (
1év6 3 vezéregyesre tekintettel a rang 3. (

5. Legyen A 5 rangu 5 x 5-0s méatrix. Mutassuk meg, hogy A elgallithato 25 darab 1 rangi méatrix
Osszegeként (vagyis léteznek olyan 1 rangu Aq, As, . . ., Ags matrixok, melyekre A1+ As+. . .4 Ags =
A).

* ok ok ok ok

Legyen A; az a métrix, melynek 4. sora azonos A i. soraval, a tobbi eleme pedig 0. (2 pont)
A; rangja 1, (1 pont)
hiszen négy sora csupa nullakbol all, egy pedig nem (1 pont)
(A-nek nem lehet csupa 0 sora, hiszen a rangja 5). (2 pont)
Nyilvanval6, hogy A1 + As + A3 + Ay + A5 = A, (1 pont)
legyen most B; = % (1 pont)



Ekkor a B; métrixok rangja is 1, (1 pont)
igy A-t el6 tudjuk allitani 25 darab 1 rangi méatrix Osszegeként, ha a fenti (A;-k Osszegeként
torténd) elsallitasban minden A;-t 5 darab B;-re cseréliink. (1 pont)

Aki A-t olyan A, ; matrixok dsszegeként allitja eld, melyekben az i. sor j. eleme azonos A i. soranak
j. elemével, a t&bbi eleme pedig 0, 4 pontot kapjon (ezek a matrixok lehetnek 1 és 0 rangtak is).

6*. Igaz-e, hogy ha egy 5 x 5-0s A métrix minden 2 X 2-es részméatrixanak van inverze, akkor
A-nak is van inverze?

Az &llitas nem igaz. (0 pont)
Legyen példaul A az a méatrix, melyben az 4. sor j. eleme 5(¢ — 1) + j (vagyis az elemek soronként
balrél jobbra felsorolva 1,2,3,...,25). (2 pont)
Ekkor A sorai linearisan Osszefiiggsk, mert (pl.) az 1. és a 3. sor Osszege a 2. sor kétszerese.

(1 pont)
A determinansa igy a tanultak szerint 0, (1 pont)
vagyis ugyancsak a tanultak szerint nincs inverze. (1 pont)

Legyen most a és b két tetszGlegesen valasztott sor sorszama (a < b), ¢ és d pedig tetsz6-
legesen valasztott oszlop sorszama (¢ < d). Az ezen sorok és oszlopok &ltal meghatérozott
2 x 2-es részméatrix determinansa (5(a — 1) +¢)(5(b—1) +d) — (5(b — 1) + ¢)(5(a — 1) +d) =
5(a—1)(d—c¢)+50b—1)(c—d) =5(d—c)(a—0D), (2 pont)
ami nem 0, (2 pont)
igy A csakugyan ellenpélda az allitasra, hiszen minden 2 x 2-es részmatrixanak van inverze. (1 pont)

Aki helyes ellenpéldat ad meg, de csak azt igazolja, hogy a maétrix nem invertalhato, az meg-
kaphatja a fenti megoldasban ennek megfelel§ pontokat (helytelen ellenpélda esetén ezek nem
jarnak).



