Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2025. november 18.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutatonak nem
célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éro
megoldés vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna
kaphat6. Ha egy megoldé egy feladatra tobb, egymastdl 1ényegesen kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiitk. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabbé a dolgozatbdl nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatoban szerepl6 részpontszamok szitkség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. a) A megfeleld, tanult algoritmus segitségével oldjuk meg a

32n =25 (mod 45)
linedris kongruenciat. (Figyelem! A feladat nem csupdn a linedris kongruencia megolddsa, hanem min-
den olyan szamolas és miivelet dokumentalasa, amit a tanult algoritmus végez, ha azt erre a bemenetre
futtatjuk.)
b) Létezik-e a 32n = 25 (mod 45) linedris kongruencidnak olyan n megolddsa, melyre az n? szdm 40
maradékot ad 90-nel osztva?
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a) Elészor meghatarozzuk az a = 32 és m = 45 szdmok legnagyobb kozos osztéjat:

45=1-32+13
32=2-13+6
13=2-6+1
6=6-1+0
A legnagyobb kozos oszté az utolsé nemnulla maradék, azaz (32,45) = 1. (2 pont)
A tanult eljaras az elsé fazis végén (a, m)-mel leosztja a linearis kongruenciat; mivel most (a, m) = 1, ezért
az eredeti 32n = 25 (mod 45) linearis kongruenciaval inditja a méasodik fazist. (1 pont)

A masodik fazisban sorra az alabbi kongruencidk keletkeznek:



45n = 0 (mod 45)

32n = 25 (mod 45)

13n = —25=20  (mod 45)

6n = —15=30 (mod 45)
n = —40=5 (mod 45) (3 pont)
Vagyis a megoldas n =5 (mod 45). (1 pont)
b) A fenti kongruencia megoldasai n; =5 (mod 90) és ny = 50 (mod 90) alakban irhatdk fel. (1 pont)
Ekkor n? = 52 = 25 (mod 90) és ny = 50% = 2500 = 70 (mod 90). (1 pont)
Vagyis a 32n = 25 (mod 45) kongruencidnak nincs olyan n megolddsa, melyre az n? szdm 40 maradékot
ad 90-nel osztva. (1 pont)

Megjegyzés. Ha egy megold6 nem az euklideszi algoritmussal hatarozza meg a legnagyobb ko6zos osztot
(hanem példaul a primtényezés felbontas alapjan), az a fenti pontozas szerint a legnagyobb kozos oszté
szamitdsdért jaré 2 pontot nem kaphatja meg (hiszen nem a tanult algoritmust koveti). Ha egy megoldd
nem futtatja végig az algoritmust, hanem példaul a 6n = 30 (mod 45) kongruenciat leosztja 6-tal, akkor
az elvi hibanak mindsiil, és 3 pont levonést jelent. A szamolési hibdk szokas szerint darabonként 1 pont
levonast jelentenek.
2. Igaz-e, hogy az alabbi szam egész?

777577 + 541

1080
Xk ok x %

A kérdés az, hogy 7 - 77577 + 541 oszthaté-e 1080-nal. (1 pont)
A tanult képlet szerint ¢(1080) = (23 - 33 -5) = (23 — 22)(3® — 32)(5' — 5Y) = 288. (1 pont)
Mivel 77 nem oszthat6 sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel, ezért (1 pont)
(77,1080) = 1. (1 pont)
Igy az Euler-Fermat-tételbdl 77258 = 1 (mod 1080) kovetkezik. (1 pont)
Ezt négyzetre emelve: 77°7 = (772%%)2 = 12 = 1 (mod 1080) adédik. (1 pont)
Mindkét oldalt 77-tel szorozva: 77577 = 77 (mod 1080). (1 pont)
Most mindkét oldalt 7-tel szorozva: 7- 7777 =7 - 77 = 539 = —541 (mod 1080). (1 pont)
Igy (a kongruencia definiciéja szerint) 1080 | 7 - 77577 4 541, (2 pont)

vagyis a feladatban szerepl6 szam egész szam.

3. Igaz-e, hogy a 18 cinkosa 25-nek (vagyis a Fermat-teszt végrehajtdsakor a 18 nem tanusitja 25 dsszetett
voltat)?

Mivel (18,25) =1 (2 pont)
(hiszen 18 = 2 - 3% és 25 = 5?), (0 pont)
ezért azt kell eldonteniink, hogy 18* =1 (mod 25) teljesiil-e. (2 pont)
Ekkor 182 = (=7)2 = 49 = -1 (mod 25), aminek mindkét oldalat 12. hatvdnyra emelve
18% = (18%)12 = (=1)? =1 (mod 25) adddik, (5 pont)
tehat a 18 cinkosa a 25-nek. (1 pont)

Megjegyzés. Természetesen a 18%1 szdm 25-tel vett osztdsi maradéka mas médon is meghatarozhaté (példaul
ismételt négyzetre emelésekkel vagy az Euler—Fermat-tétel segitségével). A szamolasi hibak darabonként
1 pont levonést, az elvi hibdk pedig darabonként 3 pont levonast jelentenek.
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4. Az alédbbi egyenletrendszerii e és f egyenesek a P(1;1;1) pontban metszik egymaést:

x2 =y—1=1-=2 és f:x—lziz,yzl.

€.

Atmegy-¢ a Q(13; —19;5) ponton az a g egyenes, ami e-t és f-et is mer6legesen metszi P-ben?
Xk ok x %

Els6 megoldas. Mivel g meroleges e-re és f-re is, ezért g iranyvektorai merolegesek e és f iranyvektoraira.

(1 pont)

Az e egyenes egyenletrendszerét %‘1 = y%l = 2:11 alakba irva kiolvashato, hogy e egy iranyvektora v, =

(2;1;—1). (2 pont)

Hasonldan, f egyenletrendszerét %‘1 = Z__31, y = 1 alakba irva kiolvashatd, hogy f egy irdnyvektora

vy = (1;0;-3). (2 pont)

Vagyis a g egyenesnek a v, = (a;b; c) # 0 irdnyvektoraira v, - v, = 0 és vy - v, = 0 teljesiil. (1 pont)

A skalaris szorzat képletébdl: 2a +b—c=0és a—3c = 0. (1 pont)

A mésodik egyenletbél ¢ = 3¢ adédik, amit az elsébe behelyettesitve b = —5¢. Igy példaul a ¢ = 1

valasztassal v, = (3; —5;1) iranyvektora g-nek. (1 pont)
A v, = (3; —5;1) irdnyvektort, P(1;1;1) ponton dtmend g egyenes egyenletrendszere:

=1 y—1 =z-1

Ty T s T (1 pont)

Ebbe a Q(13; —19;5) pont koordinatéit behelyettesitve azonossagot (4 = 4 = 4) kapunk, tehat @ rajta

van a g egyenesen. (1 pont)

Masodik megoldas. A g egyenes pontosan akkor halad at a () ponton, ha }@ vektor a ¢ irdnyvektora.

(1 pont
Ekkor a v, és vy iranyvektorok kiolvasasa utan (242 pont
azt kell eldonteniink, hogy ]@ vektor merdleges-e v -re és v-re, (1 pont

azaz a v, - ]@ =0¢és vy - ]@ = 0 teljesiil-e. (
Mivelf@:g—gz(13—1;—19—1;5—1):(12;—20;4), (
ezért a skalaris szorzat képletébél: 2124 (—20) —4=0és 12—-3-4 = 0. (1 pont
Vagyis @) rajta van a g egyenesen. (

5. Legyenek u, v, w és a az alabbi R*-beli vektorok. A p valés paraméter minden értékére dontsiik el, hogy
az (u,v,w) generalt altér tartalmazza-e az a vektort vagy sem.

1 0 1 7

u= 0 v = 3 w = 2 és a= 5
u Ll 270 ¥7| 1 =1
—4 3 5 D
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Pontosan akkor teljestil, hogy a € (u,v,w), ha a kifejezhetd u-bdl, v-bél és w-bél linedris kombindcidval,
vagyis léteznek olyan «, 3, v skalarok, hogy a-u+ 8 -v+v-w = a. (3 pont)
Ekkor a miveleteket elvégezve a kovetkezot kapjuk:

o+ 7
38 + 2y | 5
a—7 | -1
—4da+ 30 + 5y D (2 pont)



Vagyis a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk.

a+y=7T
304+2y=5
a—v=-—1

—4da+38+5y=p
Az elsé egyenletbsl v = 7 — a adddik. Ezt a harmadikba behelyettesitve a = 3. Igy v = 4, és igy a

masodik egyenletbdl g = —1. (2 pont)
Tehét a negyedik egyenletbdl azt kapjuk, hogy ha p = 5, akkor a € (u,v,w), ha viszont p # 5, akkor
a ¢ (u,v,w). (142 pont)

Megjegyzés. Ha egy megoldasbol nem deriil ki egyértelmiien, hogy p # 5 esetén mi a valasz, akkor az utolsé
2 pont értelemszertien nem jar.

linearisan osszefiiggd. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, d, e rendszer linearisan fiiggetlen, akkor ¢ = 0.
* * * * *

Mivel az a,b,d,e rendszer linedrisan fliggetlen, ezért annak az a,b és a d,e részrendszerei is linearisan
fiiggetlenek. (Val6ban, ha példaul az a, b rendszer linedrisan 6sszefiiggd lenne, azaz mondjuk az a vektor a
b valamilyen \ szamszorosa lenne (vagy forditva), akkor a = A-b+0-d + 0 - ¢ miatt az a,b, d, e rendszer
is linedrisan Osszefiiggd lenne.)) (2 pont)
(A zaréjeles indoklas hidnyaért kivételesen ne vonjunk le pontot.)

Mivel azonban az a, b, ¢ rendszer, illetve a ¢, d, e rendszer linedrisan Osszefiiggo, ezért az tjonnan érkezé

vektor lemmaéja miatt 1éteznek olyan a, 3,7, ¢ skalarok, hogy c=a-a+ 5-b=~-d+ de. (3 pont)
lgya-a+p-b—7v-d—de=0, (2 pont)
ami az a,b,d, e rendszer linedrisan fiiggetlensége miatt csak tgy lehetséges, ha o« = § = v = § = 0.

(2 pont)
Tehat c=a-a+ [ -b=0. (1 pont)



