
Bevezetés a számításelméletbe I.
Zárthelyi feladatok — pontozási útmutató

2025. november 18.

Általános alapelvek.
A pontozási útmutató célja, hogy a javítók a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az útmutatónak nem
célja a feladatok teljes értékű megoldásának részletes leírása; a leírt lépések egy maximális pontszámot érő
megoldás vázlatának tekinthetők.

Az útmutatóban feltüntetett részpontszámok csak akkor járnak a megoldónak, ha a kapcsolódó gon-
dolat egy áttekinthető, világosan leírt és megindokolt megoldás egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Így
például az anyagban szereplő ismeretek, definíciók, tételek puszta leírása azok alkalmazása nélkül nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leírt tény a megoldásban valóban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az útmutatóban feltüntetett pontszám a fentiek figyelembevételével a megoldónak
(részben vagy egészében) jár-e, teljes mértékben a javító hatásköre.

Részpontszám jár minden olyan ötletért, gondolatért, amely egy megoldásban érdemi szerephez juthat
és amelyből a dolgozatban leírt gondolatmenet alkalmas kiegészítésével a feladat hibátlan megoldása volna
kapható. Ha egy megoldó egy feladatra több, egymástól lényegesen különböző megoldást is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adható pontszám. Ha mindegyik leírt megoldás vagy megoldásrészlet helyes vagy
helyessé kiegészíthető, akkor a legtöbb részpontot érő megoldáskezdeményt értékeljük. Ha azonban több
megoldási kísérlet között van helyes és (lényeges) hibát tartalmazó is, továbbá a dolgozatból nem derül ki,
hogy a megoldó melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot érő megoldáskezdeményt értékeljük
(akkor is, ha ez a pontszám 0).

Az útmutatóban szereplő részpontszámok szükség esetén tovább is oszthatók. Az útmutatóban leírttól
eltérő jó megoldás természetesen maximális pontot ér, de bizonyítás nélkül csak az előadáson szereplő
tételekre és állításokra lehet hivatkozni.

1. a) A megfelelő, tanult algoritmus segítségével oldjuk meg a
32n ≡ 25 (mod 45)

lineáris kongruenciát. (Figyelem! A feladat nem csupán a lineáris kongruencia megoldása, hanem min-
den olyan számolás és művelet dokumentálása, amit a tanult algoritmus végez, ha azt erre a bemenetre
futtatjuk.)

b) Létezik-e a 32n ≡ 25 (mod 45) lineáris kongruenciának olyan n megoldása, melyre az n2 szám 40
maradékot ad 90-nel osztva?

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

a) Először meghatározzuk az a = 32 és m = 45 számok legnagyobb közös osztóját:

45 = 1 · 32 + 13
32 = 2 · 13 + 6
13 = 2 · 6 + 1
6 = 6 · 1 + 0

A legnagyobb közös osztó az utolsó nemnulla maradék, azaz (32, 45) = 1. (2 pont)
A tanult eljárás az első fázis végén (a, m)-mel leosztja a lineáris kongruenciát; mivel most (a, m) = 1, ezért
az eredeti 32n ≡ 25 (mod 45) lineáris kongruenciával indítja a második fázist. (1 pont)
A második fázisban sorra az alábbi kongruenciák keletkeznek:
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45n ≡ 0 (mod 45)
32n ≡ 25 (mod 45)
13n ≡ −25 ≡ 20 (mod 45)
6n ≡ −15 ≡ 30 (mod 45)
n ≡ −40 ≡ 5 (mod 45) (3 pont)

Vagyis a megoldás n ≡ 5 (mod 45). (1 pont)

b) A fenti kongruencia megoldásai n1 ≡ 5 (mod 90) és n2 ≡ 50 (mod 90) alakban írhatók fel. (1 pont)
Ekkor n2

1 ≡ 52 ≡ 25 (mod 90) és n2 ≡ 502 = 2500 ≡ 70 (mod 90). (1 pont)
Vagyis a 32n ≡ 25 (mod 45) kongruenciának nincs olyan n megoldása, melyre az n2 szám 40 maradékot
ad 90-nel osztva. (1 pont)

Megjegyzés. Ha egy megoldó nem az euklideszi algoritmussal határozza meg a legnagyobb közös osztót
(hanem például a prímtényezős felbontás alapján), az a fenti pontozás szerint a legnagyobb közös osztó
számításáért járó 2 pontot nem kaphatja meg (hiszen nem a tanult algoritmust követi). Ha egy megoldó
nem futtatja végig az algoritmust, hanem például a 6n ≡ 30 (mod 45) kongruenciát leosztja 6-tal, akkor
az elvi hibának minősül, és 3 pont levonást jelent. A számolási hibák szokás szerint darabonként 1 pont
levonást jelentenek.
2. Igaz-e, hogy az alábbi szám egész?

7 · 77577 + 541
1080

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
A kérdés az, hogy 7 · 77577 + 541 osztható-e 1080-nal. (1 pont)
A tanult képlet szerint φ(1080) = φ(23 · 33 · 5) = (23 − 22)(33 − 32)(51 − 50) = 288. (1 pont)
Mivel 77 nem osztható sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel, ezért (1 pont)
(77, 1080) = 1. (1 pont)
Így az Euler–Fermat-tételből 77288 ≡ 1 (mod 1080) következik. (1 pont)
Ezt négyzetre emelve: 77576 ≡ (77288)2 ≡ 12 = 1 (mod 1080) adódik. (1 pont)
Mindkét oldalt 77-tel szorozva: 77577 ≡ 77 (mod 1080). (1 pont)
Most mindkét oldalt 7-tel szorozva: 7 · 77577 ≡ 7 · 77 = 539 ≡ −541 (mod 1080). (1 pont)
Így (a kongruencia definíciója szerint) 1080 | 7 · 77577 + 541, (2 pont)
vagyis a feladatban szereplő szám egész szám.
3. Igaz-e, hogy a 18 cinkosa 25-nek (vagyis a Fermat-teszt végrehajtásakor a 18 nem tanúsítja 25 összetett
voltát)?

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Mivel (18, 25) = 1 (2 pont)
(hiszen 18 = 2 · 32 és 25 = 52), (0 pont)
ezért azt kell eldöntenünk, hogy 1824 ≡ 1 (mod 25) teljesül-e. (2 pont)
Ekkor 182 ≡ (−7)2 = 49 ≡ −1 (mod 25), aminek mindkét oldalát 12. hatványra emelve
1824 = (182)12 ≡ (−1)12 = 1 (mod 25) adódik, (5 pont)
tehát a 18 cinkosa a 25-nek. (1 pont)

Megjegyzés. Természetesen a 1824 szám 25-tel vett osztási maradéka más módon is meghatározható (például
ismételt négyzetre emelésekkel vagy az Euler–Fermat-tétel segítségével). A számolási hibák darabonként
1 pont levonást, az elvi hibák pedig darabonként 3 pont levonást jelentenek.

2



4. Az alábbi egyenletrendszerű e és f egyenesek a P (1; 1; 1) pontban metszik egymást:

e : x − 1
2 = y − 1 = 1 − z és f : x − 1 = 1 − z

3 , y = 1.

Átmegy-e a Q(13; −19; 5) ponton az a g egyenes, ami e-t és f -et is merőlegesen metszi P -ben?
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Első megoldás. Mivel g merőleges e-re és f -re is, ezért g irányvektorai merőlegesek e és f irányvektoraira.
(1 pont)

Az e egyenes egyenletrendszerét x−1
2 = y−1

1 = z−1
−1 alakba írva kiolvasható, hogy e egy irányvektora ve =

(2; 1; −1). (2 pont)
Hasonlóan, f egyenletrendszerét x−1

1 = z−1
−3 , y = 1 alakba írva kiolvasható, hogy f egy irányvektora

vf = (1; 0; −3). (2 pont)
Vagyis a g egyenesnek a vg = (a; b; c) ̸= 0 irányvektoraira ve · vg = 0 és vf · vg = 0 teljesül. (1 pont)
A skaláris szorzat képletéből: 2a + b − c = 0 és a − 3c = 0. (1 pont)
A második egyenletből a = 3c adódik, amit az elsőbe behelyettesítve b = −5c. Így például a c = 1
választással vg = (3; −5; 1) irányvektora g-nek. (1 pont)
A vg = (3; −5; 1) irányvektorú, P (1; 1; 1) ponton átmenő g egyenes egyenletrendszere:

g : x − 1
3 = y − 1

−5 = z − 1
1 .

(1 pont)
Ebbe a Q(13; −19; 5) pont koordinátáit behelyettesítve azonosságot (4 = 4 = 4) kapunk, tehát Q rajta
van a g egyenesen. (1 pont)

Második megoldás. A g egyenes pontosan akkor halad át a Q ponton, ha −→
PQ vektor a g irányvektora.

(1 pont)
Ekkor a ve és vf irányvektorok kiolvasása után (2+2 pont)
azt kell eldöntenünk, hogy −→

PQ vektor merőleges-e ve-re és vf -re, (1 pont)
azaz a ve ·

−→
PQ = 0 és vf ·

−→
PQ = 0 teljesül-e. (1 pont)

Mivel −→
PQ = q − p = (13 − 1; −19 − 1; 5 − 1) = (12; −20; 4), (1 pont)

ezért a skaláris szorzat képletéből: 2 · 12 + (−20) − 4 = 0 és 12 − 3 · 4 = 0. (1 pont)
Vagyis Q rajta van a g egyenesen. (1 pont)

5. Legyenek u, v, w és a az alábbi R4-beli vektorok. A p valós paraméter minden értékére döntsük el, hogy
az ⟨u, v, w⟩ generált altér tartalmazza-e az a vektort vagy sem.

u =


1
0
1

−4

 , v =


0
3
0
3

 , w =


1
2

−1
5

 és a =


7
5

−1
p


∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Pontosan akkor teljesül, hogy a ∈ ⟨u, v, w⟩, ha a kifejezhető u-ból, v-ből és w-ből lineáris kombinációval,
vagyis léteznek olyan α, β, γ skalárok, hogy α · u + β · v + γ · w = a. (3 pont)
Ekkor a műveleteket elvégezve a következőt kapjuk:

α + γ
3β + 2γ
α − γ

−4α + 3β + 5γ

 =


7
5

−1
p

 .
(2 pont)
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Vagyis a következő egyenletrendszert kapjuk.

α + γ = 7
3β + 2γ = 5

α − γ = −1
−4α + 3β + 5γ = p

Az első egyenletből γ = 7 − α adódik. Ezt a harmadikba behelyettesítve α = 3. Így γ = 4, és így a
második egyenletből β = −1. (2 pont)
Tehát a negyedik egyenletből azt kapjuk, hogy ha p = 5, akkor a ∈ ⟨u, v, w⟩, ha viszont p ̸= 5, akkor
a /∈ ⟨u, v, w⟩. (1+2 pont)

Megjegyzés. Ha egy megoldásból nem derül ki egyértelműen, hogy p ̸= 5 esetén mi a válasz, akkor az utolsó
2 pont értelemszerűen nem jár.
6*. Legyenek az a, b, c, d, e ∈ Rn vektorok olyanok, hogy az a, b, c rendszer, illetve a c, d, e rendszer is
lineárisan összefüggő. Bizonyítsuk be, hogy ha az a, b, d, e rendszer lineárisan független, akkor c = 0.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Mivel az a, b, d, e rendszer lineárisan független, ezért annak az a, b és a d, e részrendszerei is lineárisan
függetlenek. (Valóban, ha például az a, b rendszer lineárisan összefüggő lenne, azaz mondjuk az a vektor a
b valamilyen λ számszorosa lenne (vagy fordítva), akkor a = λ · b + 0 · d + 0 · e miatt az a, b, d, e rendszer
is lineárisan összefüggő lenne.)) (2 pont)
(A zárójeles indoklás hiányáért kivételesen ne vonjunk le pontot.)
Mivel azonban az a, b, c rendszer, illetve a c, d, e rendszer lineárisan összefüggő, ezért az újonnan érkező
vektor lemmája miatt léteznek olyan α, β, γ, δ skalárok, hogy c = α · a + β · b = γ · d + δe. (3 pont)
Így α · a + β · b − γ · d − δe = 0, (2 pont)
ami az a, b, d, e rendszer lineárisan függetlensége miatt csak úgy lehetséges, ha α = β = γ = δ = 0.

(2 pont)
Tehát c = α · a + β · b = 0. (1 pont)
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