Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2018. december 10.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tat6 minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az itmutatonak nem célja a feladatok teljes értékli megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa
nélkill nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy
feladatra tobb, egymastél lényegesen kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre ad-
hat6 pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibét tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megoldo melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Gtmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

1. A porzitiv egész n szam 513-szorosanak utolsé6 harom szamjegye 001. Mi az n utols6 3 szamjegye?

* ok ok ok ok

Els6 megoldas. A feladat szévege szerint 513n =1 (mod 1000). (1 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy 513n =1 (mod 500), vagyis 13n =1 (mod 500) is teljesiil. (Ugyanide ju-
tunk, ha a kongruenciat eldszor 2-vel szorozzuk, majd 2-vel osztjuk.) (2 pont)
Mindkét oldalt 39-cel szorozva: 507n = 39 (mod 500), vagyis 7n =39 (mod 500). (2 pont)
Ez ekvivalens a 7n = 539 (mod500) kongruencidval, amelynek mindkét oldalat 7-tel osztva:
n =77 (modb500), ahol a modulus (7,500) = 1 miatt nem valtozott. (1 pont)
Ebbdl tehdt n =77  (mod 1000) vagy n = 500 + 77 = 577 (mod 1000). (1 pont)
Ellendrzéssel lathat6, hogy 513 -77 #1 (mod 1000), de 513 - 577 =1 (mod 1000). (2 pont)
Ezek szerint a linedris kongruencia egyetlen megolddsa n = 577 (mod 1000), vagyis n utolsé harom
szamjegye 577. (1 pont)

A két ellenérzés koziil az egyik kivalthat6 azzal, hogy (513,1000) = 1‘1 miatt a linearis kongruen-
cianak egyetlen megoldasa kell legyen modulo 1000. Ha valaki csak ennyit allapit meg, de a linearis
kongruencidt megoldani nem tudja, az ezért (a linedris kongruencia felirdsaért jaré 1 ponton kiviil
tovabbi) 1 pontot kaphat. Szdmolasi hibakért 1-1 pont vonandé le, de a maradék pontszam csak
akkor jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett lényegesen kdnnyebb.



Masodik megoldas. A feladat szévege szerint 513n =1  (mod 1000). (1 pont)
Ezt az el6éadédson tanult (euklideszi) algoritmussal oldjuk meg.

Ehhez elészor 513 és 1000 legnagyobb kozos osztdjat kell meghatdrozni: mivel (513,1000) = 1‘1,
ezért egyetlen megoldas lesz modulo 1000 és az algoritmust osztas nélkiil indithatjuk a bemenetként
kapott kongruenciatol. (2 pont)

Az algoritmus végrehajtasa soran kapott kongruencidk sorra a kovetkezok: 1000n =0 (mod 1000),
513n =1 (mod 1000), 487n = —1 (mod 1000), 26n = 2 (mod 1000), 19n = —37 (mod 1000),
T = 39 (modl1000), 5n = —115 (mod1000), 2n = 154 (mod1000), n = —423 =
577  (mod 1000). (6 pont)
Igy n utols6 harom szdmjegye 577. (1 pont)

Szamolasi hibakért 1-1 pont vonandé le, de a teljes maradék pontszam csak akkor jar, ha a hiba
miatt a megoldas nem lett konnyebb vagy révidebb.

. , 181194
2. Milyen maradékot ad 392-vel osztva 169 ?

* ok ok k%

Mivel ¢(392) = (23 - 7?) = (23 — 2%)(7* - 7') = 168 ( )
és (169,392) =1, (1 pont)
ezért az Euler-Fermat tétel miatt 169'% =1 (mod 392). (1 pont)
Ezt tetszOleges k > 1 egészre k-adik hatvanyra emelhetjiik: 1691%% = 1¥ =1 (mod 392). (2 pont)
Mivel 181 = 13 (mod 168), ezt négyzetre emelve 1812 = 132 = 169 = 1 (mod 168). Ezt tovdbb a

97-edikre emelve: 181194 =197 =1 (mod 168). (2 pont)
Ezért 181194 = 168k + 1 valamely k > 1 egészre, amib6l 169181 = 169168k+1, (1 pont)
A fentebb latott 1691 =1 (mod 392) kongruencia mindkét oldaldt 169-cel szorozva: 169168k +1 =
169 (mod392). Ezért 169'8""™ = 169 (mod 392), vagyis a valasz: 169. (2 pont)

A 181" =1 (mod 168) kongruenciat beldthatjuk az Euler-Fermat tétel egy tijabb alkalmazdsdval
is (de ettél még az ezért jard pontszam véltozatlanul 2.)

3. Legyen n = 20181210. Az eléaddson tanult megfelel6 algoritmus alkalmazasaval hatarozzuk meg
45n + 12 és 35n + 9 legnagyobb kozos osztdjat.

* ok ok ok ok

Az euklideszi algoritmust alkalmazzuk.

(45n + 12)-t (35n + 9)-cel maradékosan osztva: 45n +9 =1 (35n 4+ 9) + 10n + 3. (2 pont)
(35n 4+ 9)-et (10n + 3)-mal maradékosan osztva: 35n +9 = 3 - (10n + 3) + 5n. (2 pont)
(10n + 3)-at 5n-nel maradékosan osztva: 10n + 3 =2 - (5n) + 3. (1 pont)
Mivel n szamjegyeinek Osszege 15, vagyis 3-mal oszthato, ezért n is, valamint 5n is 3-mal oszthato.
Igy 5n-et 3-mal osztva a maradék 0. (3 pont)
Igy a legnagyobb kozos oszt6 (az utolsé nemnulla maradék, vagyis) 3. (2 pont)

4. Alljon a V halmaz azokbdl az R*-beli vektorokbdl, amelyekben a négy koordinata szorzata nagyobb
vagy egyenld 0-nal. Déntsiik el, hogy V alteret alkot-e R*-ben.

X ok ok ok ok

Az u=(1,0,0,0)T és v = (0,—1,1,1)T vektorok V-beliek, mert u és v koordinatdinak szorzata is 0.
Azonban az v + v = (1,—1,1,1) vektor nem V-beli, mert a koordindtdk szorzata (—1). (6 pont)
Mivel u,v € V,de u+v ¢ V, ezért az altér definici6ja sériil, vagyis V nem altér. (4 pont)
Noha ez kozvetleniil nem jarul hozza egy helyes megoldashoz, ha valaki (hidnytalanul) megmutatja,
hogy v € V és A € Resetén \-v € V is teljestil, akkor ezért 3 pontot kaphat; ha pedig a megoldasban
nyoma van annak, hogy az Osszegre vald zartsagot is elkezdi vizsgalni (és nem csak felirja), akkor
ezért tovabbi 1 pont adhato.



5. A W < RS altér 4lljon azokbdl az RS-beli vektorokbdl, amelyeknek a paratlan sorsza-
mu koordinatai folilrol lefelé haladva 2 kvociensi, a paros sorszamu koordinatai pedig
foltlrol lefelé haladva 3 kvéciensti mértani sorozatot alkotnak. (fgy példaul a jobbra
lathaté vektor W-beli.) Hatarozzuk meg a W altér dimenzidjat. (Azt nem sziikséges
bebizonyitani egy teljes értékii megoldashoz, hogy W val6ban altér.)

X k% ok x %

Ha egy w € W elsé két koordindtdja o és 3, akkor a feladat szovegébdl w = (a, 3, 2c, 33, 4a, 953)7.

I
b o O ot w

Ezért minden w € W felirhaté igy: w = o - (1,0,2,0,4,0)T + 5-(0,1,0,3,0,9)T. (2 pont)
Ez tehdt azt jelenti, hogy a by = (1,0,2,0,4,0)T és by, = (0,1,0,3,0,9)” vektorok generatorrendszert
alkotnak W-ben. (2 pont)
Masrészt by, by linedrisan fliiggetlen rendszer, mert egyik vektor sem skaldrszorosa a méasiknak.(2 pont)
Igy by, by, bazis W-ben, (2 pont)
vagyis dim W = 2. (2 pont)

6*. Hatarozzuk meg az A(1;5;2), B(2;7;4) és C(2;9;10) pontok &ltal meghatarozott haromszog A
csicsan atmend (belsd) szogfelezbjének az egyenletrendszerét.

Xk % %k
A megoldésban az egyes pontokba mutatd helyvektorokat mindig a megfelel6 kisbettivel jeloljiik.
E:b—gz(l,Z,Z)ésA =c—a=(1,4,8), (1 pont)
amib6l a Pitagorasz-tétel miatt |1@| =V12+224+22=3¢és |1@| =V12+424+8=9. (1 pont)
Jeloje a haromszog AC' oldalanak A-hoz kézelebbi harmadolépontjat H. Ekkor az ABH haromszog
egyenld szard, mert |[AB| = 3 és |ﬁ| = % -9 = 3. [gy az ABC héromszog A cstcsén dtmend belsd
szogfelezbje atmegy a B és H pontok F' felez6pontjan is. (4 pont)
zﬁ[:é@:(l,‘ls)ésigyﬁzg—l—ﬁ:(‘l 1, (1 pont)
f

1 35335 13 3373
:i(b_'_h):(g????)? (1 pont)
igy az ﬁ =f-a= (%, g, %), illetve ennek a 3-szorosa, a v = (2,5, 7) vektor irdnyvektora a keresett
szogfelezonek. (1 pont)
Ennek az egyenletrendszere tehat A-bol és v-bél felirhaté: 54 = 1/5;5 = 2;2. (1 pont)

A szogfelez6 egyenletrendszere megadhaté paraméteres alakban is. A feladat megoldhaté a szogfe-
lezotétel hasznalatdaval is: mivel az A-n atmend belso szogfelezd a BC' oldalt a szomszédos oldalak
aranyaban osztja, ezért atmegy a BC oldal B-hez kézelebbi negyedelépontjan (az N (2,12, 1) pon-

’20 2
ton).

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

1. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldés, adjuk is meg az 0sszeset.

Ty +4x9 — 323 = 1
3r1+ 1729 — 1923 = 28
201 4+ 1lzg — 1223 = p+ 34
Try+ 2622 +p-23 = p+15

* ok ok ok ok

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk:
1 4 -3 1 1 4 =3 1 14 -3 1
3 17 =19 28 0 5 -10 25 01 =2 5
2 11 —12|p+ 34 0 3 —6 |p+32 00 0 |[p+17
720 p [p+15 0 -2 p+21|p+8 00 p+17|p+18

(3 pont)



Ha p # —17, akkor a harmadik sor ,tilos sor”, igy az egyenletrendszernek nincs megoldésa. (2 pont)
Ha viszont p = —17, akkor a negyedik sor ,tilos sor”, igy ekkor sincs megoldas. (3 pont)
Igy az egyenletrendszernek semmilyen p esetén sincs megoldésa. (2 pont)
A szamolasi hibak darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha egy elszamoléds utdan a megoldo6 helyes
kovetkeztetéseket von le a hibas alakbdl, akkor a fenti pontszamok koziil az els6 2 pont akkor adhaté
meg, ha a hibas alakban is keletkezik ,tilos sor” és ebbdl a megoldd a helyes kovetkeztetést vonja
le; az utdna kovetkezé 3 pont pedig megadhatd az elszamolt alakbol fakadé (egyértelmii) megoldas
helyes meghatarozasaért.

2. Az 6 x 6-0s8 A matrix foatléjaban és alatta minden elem 1-es, a jobb fels6 sarkaban all6 elem 2018,
a matrix Osszes tobbi (14 darab) eleme pedig 0. Hatdrozzuk meg A determindnsat.

¥ ook ok ok X

Vonjuk ki a hatodik sorbdl az 6todiket. Ekkor a hatodik sor (0 0 0 0 0 1)-re véltozik. (2 pont)
Most vonjuk ki az elsé sorbdl a (megvaltozott) hatodik sor 2018-szorosat. Ekkor az elsé sor
(10000 0)-ra véltozik. (3 pont)
A keletkezett matrix alsbharomszog-matrix, amelynek a féatléjaban minden elem 1-es, igy a deter-
minansa 1. (2 pont)
Mivel a megtett lépések a determinans értékét nem valtoztattak, ezért det A = 1. (3 pont)

A feladat megoldhat6 a Gauss-eliminécié pontos kovetésével is (t6bb 1épésben), valamint a kifejtési
tételt hasznélva is (az elsé sor vagy az utolsé oszlop szerint), illetve szdmos més tton is. Minden,
a megoldast érdemben nem befolyasolé szamoldsi hiba 1 pont levonést jelent. A determinansra vo-
natkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakadé elvi hibak viszont darabonként 5
pont levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megold6 egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje
utdn nem, vagy hibdsan kéveti a determindns megvaltozasat, vagy ha a kifejtési tételben nem (jol)
veszi figyelembe az elGjeleket. Kétes esetekben elvi hibanak tekintendé minden olyan hiba, amikor
nincs nyoma annak, hogy a megoldé a széban forgd ismeretet helyesen prébalta alkalmazni. Aranyos
részpontszam jar minden, a determinans kiszamitasanak iranyaba mutato, hasznos lépésért.

3. Szdmitsuk ki az A?1® matrixot az aldbbi A méatrixra. (A28 azt a 2018 tényezds szorzatot jeldli,
amelynek minden tényezdje A.)

-5 —4 -8
A= 1 0 2
2 2 3
Xk k% %
5 4 8
A matrixszorzds definicidja szerint A%-et kiszdmitva: A = [ —1 0 -2 |. (2 pont)
-2 -2 =3
Léthatd, hogy A% = —A. (1 pont)
Ebb8l A3 =A% A= (-A)-A=-A?2=—(-A) = A (1 pont)
Innen mér sejthetd, hogy A-nak a paros kitevéjii hatvanyai (—A)-val, a paratlan kitevéjii hatvanyai
pedig A-val egyenldk. (1 pont)
gy A2018 — _ A (1 pont)

Az A hatvanyaira vonatkozoé fenti allitast precizen teljes indukcidval lathatjuk be. n = 1-re az allitas
nyilvdn igaz. Ha pedig valamely n-re mar teljesiil, hogy A" = (—1)"*!. A, akkor A-val szorzds utdn
az AVl = A" A = ((=1)" . A)- A= (=1)"T1. A2 = (=1)"TL. (—A) = (—=1)""2. A, vagyis az allitds
(n + 1)-re is teljesil. (4 pont)
A pontozas tgy értendd, hogy ha a megold6 A? és A3 kiszamitdsa utdn minden magyardzat nélkiil
kozli A0 értékét, arra 5 pontot kaphat. Ha megfogalmazza az A™-re vonatkozé altaldnos &llitést,
arra tovabbi 1-et. Ha pedig a megoldas legalabb részben meggyozéen indokolja, hogy az A"-re vo-
natkozé &llitas igaz, akkor ezért méar tovabbi 2 pont adhaté (a preciz indoklasért jard 4-bél).

4



4. Hatarozzuk meg az alabbi A és B matrixok hidnyzo, betilikkel jelolt elemeit, ha tudjuk, hogy
B=A"1

5 2 0 1 -2 p
A= -1 =z 1 B = q 5 T
y z 1 s =26 27

Az A - B szorzatméatrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak keresztezddésében all6 elemet jelolje ¢; ;.

B=A"!'miatt A-B=EFE, (2 pont)
ezért ¢ =1, amib6l 5 -1+ 2¢ =1, igy ¢ = —2. (1 pont)
Hasonl6an: ¢o9 = 1, amibél (—1) - (=2) + 5z — 26 = 1, igy = = 5. (1 pont)
c21 =0, amibél (—1)1 + 2 - ¢+ s = 0. Felhasznédlva x és ¢ értékét: s =1 — xq = 11. (2 pont)

c31 = c39 =0, amibdl y — 2z +11 = 0 és —2y + 5z — 26 = 0. Megoldva az egyenletrendszert: y = —3
és z = 4. (2 pont)
Végiil ¢1 3 = ca3 = 0 miatt bp + 2r =0 és —p + 5r + 27 = 0, amibél p = 2 és r = —5. (2 pont)
5. Az 5 x 10-es A matrixrél tudjuk, hogy elhagyhat6 beléle egy alkalmasan valasztott sor és oszlop
ugy, hogy a kapott 4 x 9-es matrix rangja azonos legyen A rangjaval. Azt is tudjuk tovabbd, hogy

barhogyan hagyunk el A-bol két sort és két oszlopot, a kapott 3 x 8-as matrix rangja mar kiilonbozik
A rangjatél. Hatarozzuk meg A rangjat.

* ok ok ok X

Mivel r(A) egyenld egy 4 x 9-es métrix rangjaval, ezért (a sorrang definicidja miatt) r(A) < 4.(3 pont)
Legyen M (a determinansrang definici6ja szerint) egy r(A) x r(A) méretii, nemnulla determindnsi
részmatrix A-ban. (2 pont)
Ha r(A) < 3 volna, akkor az M-be nem tartozé sorok és oszlopok koziil elhagyhatnank kett6t-kettot.
Az igy kapott A’ métrixnak M tovabbra is részmatrixa volna, igy r(A’) = r(A) volna. Mivel ez
ellentmondana a feladat szovegének, ezért r(A) > 4. (4 pont)
Megmutattuk, hogy r(A) <4 és r(A) > 4, igy r(A) = 4. (1 pont)

6*. Az n x n-es A és B matrixokra teljesiil, hogy B # 0 és A - B = B. Mutassuk meg, hogy ekkor
létezik olyan n x n-es C' matrix, amelyre C' # 0 és AT - C = C.

x ok ok ok ok

AB = B miatt AB — B = 0, amibdl (a matrixszorzéas tulajdonsagai miatt) (A — E)B = 0. (1 pont)
Ha det(A— E) # 0 volna, akkor (A — E)-nek volna inverze. Ekkor mindkét oldalt balrél (A — E)~!-zel
szorozva: (A — E)™'(A— E)B = (A — E)™'-0, amib8l B = FB = 0 kovetkezne, szemben a feladat
allitaséval. Tgy tehat det(A — E) = 0. (2 pont)
Ebbél a transzpondlt determindnséra vonatkozo, tanult tétel miatt det(A — E)T = 0. (2 pont)

A transzponalt és az egységmétrix definiciéjabol azonnal adédik, hogy (A — E)T = AT — E.(1 pont)
det(AT — E) = 0-bdl a tanult tétel szerint kovetkezik, hogy AT — E oszlopai linearisan dsszefiiggdk,

vagyis létezik olyan z # 0, z € R" vektor, amelyre (AT — F) -z = 0. (1 pont)
Legyen most C' az az n X n-es matrix, amelynek minden oszlopa x. Ekkor x # 0 miatt C' # 0 és
(AT — E) -z = 0 miatt (AT — F)-C =0. (2 pont)
Ebbdl AT . C' — C = 0, vagyis AT - C = C valéban teljesiil. (1 pont)



