Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2015. december 7.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hatéaskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az utmutatoban szerepld részpont-
szamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas természetesen
maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztéalyzatot nem adunk.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

1. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely dtmegy a Q(9; —2;5) ponton és a p valés paraméter
minden értéke esetén merdleges a 7Tx — 2y + p - 2 = 4 egyenlet sikra.
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Elsé megoldas. A 7z —2y+p-z = 4 egyenleti stk egy normalvektorét kiolvasva: n,, = (7; —2;p).(1 pont)
A keresett sik normélvektora legyen m = (a,b,c). A sikok mer6legessége ekvivalens a normalvektoraik

merSlegességével, igy n, merdleges m-re a p minden értékére. (2 pont)
Ez pedig a skalaris szorzatuk nulla voltaval ekvivalens: n, - m = 0 minden p-re . (1 pont)
Ezt kifejtve: 7a — 2b + p - ¢ = 0 minden p-re. (1 pont)
Ebbsl ¢ = 0 kovetkezik (kiilonben a és b értékét barhogyan rogzitve a 7a — 2b + p - ¢ kifejezés minden
valos értéket felvehetne). (2 pont)
A Ta — 2b = 0 egyenletnek megoldéasa példaul a = 2, b = 7. Igy a keresett siknak normalvektora példaul
m = (2;7;0) (mert erre n,, - m = 0 valéban minden p-re teljesiil). (1 pont)
Ebbdl és a megadott Q-bdl felirhato a keresett sik egyenlete: 2x + Ty = 4. (2 pont)

Masodik megoldas. A keresett sik merdleges példaul a 7o — 2y + 2 = 4 és a Tx — 2y = 4 egyenletd
sikokra is (p = 1, illetve p = 0 paramétervalasztassal). (1 pont)
Ezeknek a normalvektorait az egyenletiikb6l kiolvasva: n, = (7; —2;1), illetve ny, = (7; —2;0). (1 pont)
Mivel a sikok merdSlegessége ekvivalens a normélvektoraik merdlegességével, ezért a keresett sik normaél-

vektora merdleges n,-re és n,-re. (2 pont)

Ezért az n, x n, vektoriélis szorzat normalvektora lesz a keresett siknak. (2 pont)
L J k

Ezt a tanult modon meghatarozva: ny x n, =| 7 -2 1 | =2i+7j+0k=(2;7;0). (2 pont)
7T =2 0

Ebbdl és a megadott Q-bol felirhato a keresett sik egyenlete: 2z + Ty = 4. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a fenti két megoldas tartalmilag kiilonbozik annyiban, hogy mig az els6bdl egy ilyen
sik létezésének a ténye is kideriil, addig a mésodik eleve feltételezi azt. A feladat szdvege azonban imp-
licite allitja egy ilyen sik létezését, igy ennek a hianyaért nem vonunk le pontot. Igy ha egy megoldo az
els6 megoldast irja, de ekvivalencia helyett csak egyiranya kovetkeztetéseket von le, azt is teljes értéki
megoldasnak tekintjiik.



2. Legyen F' = {L’iz? o ,ik} linearisan fiiggetlen rendszer, G = {21’22’ - ,gm} pedig generatorrendszer
a V < R™ altérben. Mutassuk meg, hogy F' kiegészithet néhany (esetleg nulla) G-beli vektorral ugy, hogy
ezaltal V' egy bézisat kapjuk.
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A tanultak szerint, ha egy V-beli linearisan fiiggetlen rendszert mindig egy olyan vektorral b&vitiink, ami
nem tartozik a korabbi vektorok generalt alteréhez, akkor a rendszer linearis fiiggetlensége megmarad és

véges sok 1épés utan V egy bazisat kapjuk. (1 pont)
A feladat megoldasahoz tehat azt kell megmutatni, hogy ez az eljaras elvégezhetd gy is, hogy mindig a
G egy elemével bévitiink. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy néhéany (esetleg 0) bévités utdn most az F' = {f oy L} linearisan fiiggetlen rend-
szernél tartunk. Azt kell megmutatni, hogy ha az eljards még nem allt meg (vagyis F’ még nem bazis),
akkor G-nek van az (f , f,...., [,) generdlt altérhez nem tartozo eleme. (2 pont)
Tegyiik fel ezért indirekt, hogy az (il,iz, - ,it> altér tartalmazza G-t. (2 pont)
Ekkor tehat az F” elemeibdl G minden eleme kifejezhetd linearis kombinacioval. Viszont mivel G genera-
torrendszer V-ben, ezért GG elemeibdl V' minden vektora kifejezhetd linearis kombinacioval. Ezekbdl egytitt
kovetkezik, hogy F” elemeibdl V' minden vektora is kifejezhetd linearis kombinacioval, vagyis F’ genera-

torrendszer V-ben. (2 pont)
Igy F' linearisan fiiggetlen generatorrendszer, vagyis béazis V-ben. Ez ellentmond annak a feltevésiinknek,
hogy az eljaras F’-vel még nem &llt meg és igy bizonyitja a feladat allitasat. (2 pont)

3. A W halmaz alljon azokbo¢l a v € R? vektorokbol, amelyekre teljesiil, hogy v barmely két koordinata-
janak a kiilonbsége egész szam. Dontsiik el, hogy W alteret alkot-e R3-ben és ha igen, akkor hatarozzuk
meg a dimenzidjat.

X % % % %

A v =(0;0;0;0;1)T vektor példaul W-beli (hiszen egész szamok kiilonbsége is egész). (2 pont)
Azonban az %Q = (0;0;0;0; %)T vektor mar nem W-beli, hiszen (példaul) az utolso két koordinata kiilonb-
sége nem egeész. (4 pont)
Mivel az altér definicidja szerint egy altér egy v elemére \ - v-nek is az altérhez kellene tartoznia minden
A € R esetén, ezért W nem altér. (4 pont)
A W halmaz az 0sszeadasra zart, igy W az altér definici6janak masik feltételét egyébként teljesiti. Ha egy
megold6 ezt megmutatja (és nem csak kijelenti), akkor ezért adhato legfoljebb 3 pont akkor is, ha ebbdl
(és esetleg a skalarral szorzasra valo zartsagra vonatkozo hibas indoklasbol) azt a téves kovetkeztetést
vonja le, hogy W altér. Ez a pontszam azonban nem jar akkor, ha a W altér voltaban vald (téves) hit
nyomdan a megold6 a dimenzié meghatarozasara tett kisérletei kézben olyan &llitas(oka)t ir, amely(ek)bdl
az alterekkel kapcsolatos alapfogalmak koriili silyos tajékozatlansagara lehet kovetkeztetni. (Ha példaul
egy megoldo — tévesen — azt allitja, hogy W-ben bazis az R°-beli standard béazis — hiszen W-beli vektorok-
bol all, linearisan fliggetlen és W minden vektora kifejezhets bel6le —, akkor erre a fenti megjegyzés nem
vonatkozik és a 3 pont megadhatd, mert ez a ,,gondolat” tébbé-kevésbé logikus folytatasa annak a téves
allitasnak, hogy W altér.) Azonban egy ilyen, téves kovetkeztetésre jutdé megoldéasért legfoljebb a fenti 3
pont adhato meg, a (téves) kovetkeztetés levonasaért nem adunk pontot (akkor sem, ha az a korabbiakbol
egyébként logikusan kévetkezne).

4. Dontstik el, hogy a p és ¢ valés paraméterek milyen értékeire van megoldésa az alabbi egyenletrend-
szernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.

T1 — 3Ty — 1423 = —17
201 — 69 — 2803 +p-xy = q—34
3r1 — Twg — 3623 +4p -4 = 4qg— 37
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A Gauss-eliminaciot alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:

1 -3 —14 0 —17 1 -3 —14 0 —17
2 —6 —28 P qg— 34 ~ 0 0 0 P q ~
3 -7 —36 4p 4q — 37 0 2 6 4p 4q + 14



1 -3 —14 0 —17 1 -3 —14 0 —17
~ 0 2 6 4p | 49+ 14 ~ 0 1 3 2p | 2q+7 (2 pont)
0 0 0 P q 0 0 0 4 q

Ha p =0 és ¢ # 0, akkor az utolso sor ,tilos sor”; igy az egyenletrendszernek nincs megoldéasa. (2 pont)
Ha p = 0 és ¢ = 0, akkor az utols6 sor elhagyéasaval kapjuk a lépcsés alakot, majd ebbdl az elsd sor (—3)-as
elemének ,kinullazasaval” a redukalt 1épcsds alakot:

1 -3 —14 0 —-17 1 0 -5 0| 4 (1 pont)

0o 1 30 7 0 1 3 0|7 PO
Igy a p = ¢ = 0 esetben az egyenletrendszernek végtelen sok megoldéasa van: 23 = a € R és 24 = f € R
szabad paraméterek és z; =4 + Sa, 3 =7 — 3o (2 pont)

Maradt a p # 0 eset vizsgalata. Ekkor a harmadik sor p-vel valé osztésa utan kapjuk a 1épcsés alakot,
majd az els6 sor (—3)-as és a masodik sor 2p elemének a , kinullazasaval” a redukalt 1épcsds alakot:

1 -3 —14 0 —17 1 0 -5 0 4
~ 0 1 3 2p 2q+7 ~ 0 1 3 0 7 (1 pont)

0 0 0 1 4/p 0 0 0 1 4/p
Igy a p # 0 esetben is végtelen sok megoldasa van az egyenletrendszernek: x5 = a € R szabad paraméter
és x1 =4+ ba, 1o =7 — 3, x4 = Yp. (2 pont)

A szémolési hibak — egyébként elvileg jo megoldas esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltethetd
részekért adhato pont. Ha egy megoldo (akar helyes) szamitasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez,
behelyettesit, stb.), de ezek nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldas iranyat, azért csak nagyon
kevés pont (maximum 2-3) adhat6 az elvégzett munka hasznosséagatol fiiggGen.

5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét a determindns definicidja szerint. (A megoldasban tehét ne
hasznaljunk semmilyen, a determinénsra vonatkozo tételt vagy azonosségot, pusztan a definicidra alapozva
hatarozzuk meg az értékét.)

9 8 5 T 4
0O 2 0 0 6
o 3 0 2 7
o 1 0 0 3
19 0 8 6
x ok ko %k

A definiciéban Osszeadanddként szerepld szorzatok koziil csak azokat kell figyelembe venni, amelyek nem
tartalmaznak 0 tényezGt, mert a tobbi nem befolyésolja a determinans értékét. (1 pont)
Egy ilyen szorzatban tehat a harmadik oszlopbdl csak az 5-0s valaszthato. Ezért az els6 oszlopbdl méar
csak az l-es valaszthato (hiszen az els6 sorbol méar vettiink elemet) és igy a negyedik oszlopboél csak a
2-es. (1 pont)
Eddig a mésodik és 6todik oszlopbol, illetve a mésodik és negyedik sorbol nem vélasztottunk elemet, igy
kétféleképp fejezhets be a 0-t nem tartalmazd bastyaelhelyezés kivalasztasa: a mésodik oszlopbdl a 2-est

és az 6todikbdl a 3-ast valasztva, vagy a masodikbol az 1-est és az 6t6dikbdl a 6-ost. (1 pont)
Igy két darab, nullat nem tartalmazo szorzat van: 5-2-2-3-1, illetve 5-6-2-1- 1. (1 pont)
Az els6hoz tartozo m permutécio 3,2,4, 5, 1 (mert az els sorbdl a harmadik elemet vettiik ki, a méasodikboél
a masodikat, stb). (1 pont)
7 inverzioszama I(m) = 5 (az inverzioban allo elemparok (3,2), (3,1), (2,1), (4,1) és (5,1)). (1 pont)
Mivel I(7) paratlan, az elsg szorzat negativ elGjelet kap. (1 pont)
Hasonléan, a mésodik szorzathoz tartozé permutécio a 3,5, 4,2, 1, ennek az inverziészama 8, igy a szorzat
elGjele pozitiv. (1 pont)
Végiil is tehat a determinéns értéke —5-2-2-3-14+5-6-2-1-1=0. (2 pont)



6. Az 5 x 3-as A matrixra teljesiil, hogy az A - AT matrix bal als6 sarkdban &ll6 elem 2015. Mi allhat az
A - AT matrix jobb felss sarkaban?
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Jelolje az A els6 soranak harom elemét sorban a, b és ¢, az 6todik sor elemeit sorban d, e és f.

Ekkor az AT els6 oszlopaban 4ll6 elemek f6liilrsl lefelé a, b és c. (2 pont)
Igy a métrixszorzés definicioja szerint az A - AT bal alsé sarkaban allé elem da + eb + fc. (2 pont)
Hasonloan, az AT utolsé oszlopanak elemei foliilrsl lefelé d, e és f, (2 pont)
igy az A - AT jobb felss sarkaban allo elem ad + be + cf. (2 pont)
Kovetkezik, hogy az A - AT bal also, illetve jobb felsé sarkaban 4llo elemei egyenlsk, vagyis a jobb fels
sarokban is 2015 all. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a megoldéas révidebben is indokolhaté a tanult (A - B)T = BT . AT sszefiiggést
hasznélva: ezt B = AT-ra alkalmazva (A-AT)T = (AT)T. AT = A. AT adodik, vagyis A- AT transzponaltja
sajatmaga, igy (példaul) a bal also és jobb felsg sarkdban 4llo elemei egyenldk.

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zéarthelyi potlasara

1. Hatarozzuk meg az A és a B matrixokat, ha az A~! és az A - B matrixok az aldbbiak.

4 3 -1 2
-1 _ .B =
=53 to=( )
x ok ok k%

Az A az A7! inverze, igy ezt a tanult, Gauss-eliminacion alapulé eljarassal hatarozhatjuk meg: (1 pont)
4 311 0 1 34| Ys O 1 3/4 s 0
7 5,10 1 7 5 0 1 0 —Ya | =T/a 1
1 3/4 Vs 0 1 34| s 0 1 0] -5 3
0 —Va| =T 1 0o 1| 7 -4 0 1| 7 -4

Igy tehat A = _? _i (4 pont)
A1 (A-B)=(A"1-A)- B=E-B= B adédik a méatrixszorzas tanult tulajdonsagait, illetve az inverz
definici6jat hasznélva, igy B-t megkaphatjuk az adott A~! és A - B szorzataként. (3 pont)

o [ 43 -1 2\ (2 2
EbbolB—(7 5)( 5 _2>—(3 4). (2 pont)
2. A 6 x 10-es A matrixra r(A) = 3. Igaz-e mindig, hogy A-nak elhagyhat6 egy sora és egy oszlopa 1gy,
hogy a kapott 5 X 9-es B matrixra r(B) = 2 teljesiiljon?
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Az allitds nem (mindig) igaz, mutatunk ra egy ellenpéldat.
A 6 x 10-es A matrix mind a négy sarkdban alljon a 3 x 3-as egységmaétrix, az A kozéps6 négy oszlopanak

minden eleme pedig legyen 0. (2 pont)
Ekkor A-bol kivalaszthatd 3 x 3-as, nemnulla determinanst részmétrix: barmelyik sarkaban allo egység-
matrix ilyen. (2 pont)

4 x 4-es, nemnulla determinansu részmatrix viszont nem valaszthaté A-bol, mert az A minden 4 X 4-es rész-
matrixanak van két azonos sora (hiszen az A fels6 harom sora rendre azonos az als6 harommal).(2 pont)
Igy a determindnsrang definicidja szerint r(A) = 3. (1 pont)
Ha most A-nak tetszélegesen elhagyjuk egy sorat és egy oszlopat, akkor az A négy sarkdban all6 négy
egységmatrix koziil legalabb egy biztosan érintetlen marad, igy a kapott B maéatrixnak tovabbra is lesz

3 x 3-as, nemnulla determinansu részméatrixa. (2 pont)
Vagyis a kapott 5 X 9-es B matrixra r(B) > 3 (és igy nyilvan 1r(B) = 3 is) igaz. Ezért A valoban jo
ellenpélda az allitasra. (1 pont)



3. A g : R® — R* fiiggvény rendelje minden (xy, 15, 23) € R?® vektorhoz a (2z1,2x9,223,0) € R?* vek-
tort. Legyen B = {b;,b,, by} egy bazis R3-ben és tegyiik fel, hogy az f : R® — R* linedris leképezésre
F(by) = g(by), f(by) = glby) & F(bs) = g(bs) teljesiil. Trjuk fel f-nek az [f] métrixit.
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2 00
" . e w1 Coe L 0 20 .
Els6 megoldas. El6szor is vegyiik észre, hogy ¢ is lineéris leképezés: a [g] = 00 2 méatrixszal
0 00
valo szorzas épp g-t ,valositja meg”. (3 pont)
Legyen v € R? tetszéleges. Megmutatjuk, hogy f(v) = g(v) igaz.
Mivel B bazis R3-ben, ezért létezik a v = a1b; + aby + a3y lineéris kombinacio. (1 pont)
Ebbdl f(v) = f(aiby) + f(agby) + fasby) = ay f(by) + aaf(by) + as f(bs) kovetkezik a linearis leképezések
tanult tulajdonsagait hasznalva. (2 pont)

Ugyanez g-rdl is elmondhato, hiszen g is linearis leképezés: g(v) = a19(b;) + a29(by) + asg(bs). (1 pont)
Mivel azonban f(b;) = g(b;) igaz minden i = 1,2, 3-ra, ezért f(v) = g(v) valoban kovetkezik. (1 pont)
Mivel az f és a g lineéris leképezések azonosak, ezért a matrixaik is azok (hiszen a linearis leképezések
matrixa a tanult tétel szerint egyértelmii). Igy [f] a fentebb lathaté [g]-vel azonos. (2 pont)

Masodik megoldas. Az els6 megoldasban irtak szerint g is linearis leképezés és a méatrixa a fenti.(3 pont)
Legyen B a by, by, bs egyesitésével keletkez6 3 x 3-as matrix.

A maétrixszorzas definiciojabol kovetkezik, hogy az [f] - B szorzatmatrix oszlopai sorban [f] - by, [f] - by és
[f] - bs. Mivel [f]-b, = f(b;) a lineéris leképezés (matrixdnak) definicija szerint, ezért az [f] - B oszlopai

az f(b;) vektorok. (2 pont)
Mivel g is lineéris leképezés, ezért ugyanez g-rél is elmondhato: a [g] - B oszlopai az g(b;) vektorok.(1 pont)
Mivel f(b;) = g(b;) igaz minden i = 1,2, 3-ra, ezért [f] - B = [g] - B. (1 pont)
Mivel a B oszlopai (vagyis a b;-k) linearisan fiiggetlenek, ezért a tanultak szerint det B # 0 és igy létezik
a B~! matrix. (1 pont)
Az [f]- B = [g] - B egyenlet mindkét oldalat jobbrol B~!-zel szorozva [f] = [g] adodik, igy [f] a fentebb
latott [g]-vel azonos. (2 pont)

4. Legyen f : R? — R? lineéris transzforméacio és B = {b;,b,} bazis R%*-ben. Legyen az f matrixa a B
bazis szerint az alabbi matrix:
A= -
37

Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi allitasok.
a) by + b, € Ker f b) by +b, €Im f
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Legyen v = by + by. Ekkor a koordinatavektor definicidja szerint [v]p = < } ) (1 pont)
Igy az [f(v)]s = [f]s - [v]p Osszefiiggés (vagyis [f]p definicidja) szerint [f(v)]p = ( 130 ) (1 pont)
Ha f(v) = 0 teljestilne, akkor [f(v)]p = [0] 5 is igaz volna (hiszen a koordinatavektor egyértelmti). Azonban
(ismét a koordinatavektor definicioja miatt) [0]p = 0, igy [f(v)]s # [0] B, vagyis f(v) # 0. (2 pont)
Igy tehat v = b, + b, ¢ Ker f, az a) 4llitds hamis. (1 pont)
v =">0; + by € Im f azt jelenti, hogy létezik olyan a € R? vektor, amelyre f(a) = v. (1 pont)
Ez ekvivalens az [f(a)]p = [v]p allitassal (ismét a koordinatavektor egyértelmiisége miatt). (1 pont)
Bevezetve a [a|p = z jelolést kapjuk, hogy a b) allitas ekvivalens az [f]p -z = i feltételnek eleget
tevd x létezésével. (1 pont)
Ez tehét az x1 + 2x9 = 1, 321 + Txg = 1 linearis egyenletrendszerre vezet (ahol x; és x5 az x koordinatai).
Ez konnyen megoldhato: x; = 5, xp = —2. (1 pont)
Azt kaptuk tehat, hogy a b) allitas igaz: az a = 5b; — 2b, vektorra f(a) = v, igy v € Im f. (1 pont)



5. Adjuk meg a p paraméter értékét és az alabbi A matrix Osszes sajatértékét, ha tudjuk, hogy az aldbbi
v vektor sajatvektora A-nak.

(1) ()
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Mivel v sajatvektor, ezért A -v = ( 6 —57329 ) = < 3>\)\ ) = X - v kell teljesiiljon alkalmas A-ra. (2 pont)
A masodik koordinatak egyezésébdl 3A = 27, vagyis A = 9 adodik. (1 pont)
Igy az els6 koordinatak egyezésébdl 6 + 3p = 9, vagyis p = 1 kovetkezik. (1 pont)
Ebbdl A sajatértékeit a tanult modszerrel hatarozhatjuk meg: det(A — AE) = ’ 0 5 A 6 i A\ ‘ =(2 pont)
=(6—-X)2—9=N\—12\+27. (2 pont)

Igy A sajatértékei a 0 = A2 —12XA+27 = (A —9)(\ —3) egyenlet megoldasai, vagyis A = 9 és A = 3.(2 pont)
Ha egy megold6 a p meghatarozasa soran megallapitja, hogy A = 9 sajatérték, de a masik sajatértéket
nem hatarozza meg, akkor a sajatértékekért a fenti pontozas szerint kaphato 6sszesen 6 pontbol legfoljebb
2-t megszerezhet.

6. Az n pozitiv egész 6247-szeresének az utolsd harom szamjegye 713. Mi lehet az n utolso két szamjegye?

* ok ok ok Xk

Mivel 6247n utolsé két jegye nyilvan 13, ezért 6247n = 13 (mod 100). (1 pont)
Ez 6247 = 47 (mod 100) miatt ekvivalens a 47n = 13 (mod 100) linearis kongruenciaval. (1 pont)
Mindkét oldalt 2-vel szorozva: 94n = 26 (mod 100), vagyis —6n = 126  (mod 100). (2 pont)
Mindkét oldalt (—6)-tal osztva: n = —21 = 29 (mod 50), ahol a modulust (—6,100) = 2 miatt kellett
2-vel elosztani. (1 pont)
Ebbsl n =29 (mod 100) vagy n =79 (mod 100). (1 pont)
Ellendrzéssel kideriil, hogy ebbsl n =79  (mod 100) j6 megoldas, de n =29 (mod 100) hamis gyok. (Ez
a 2-vel szorzas miatt jott be, ami (100,2) > 1 miatt nem ekvivalens 1épés.) (3 pont)
Igy tehat n =79 (mod 100) az egyetlen j6 megoldas, vagyis n utolso két szamjegye 79. (1 pont)

A hamis gyok kisziirésekor felhasznalhatjuk, hogy (47,100) = 1 miatt a tanult tétel szerint egyetlen meg-
oldas van modulo 100. A linearis kongruencia nagyon sokféleképp megoldhato jol (akar hamis gyokot
behozo 1épés nélkiil is). A kapott megoldasok helyességérsl vagy ellendrzéssel, vagy a modulo 100 vett
megoldasok szamat hasznalo érveléssel, vagy (erre alkalmas megoldas esetén) a lépések ekvivalencidjara
val6 hivatkozéassal mindenképp meg kell gy6z&dni; aki ezt elmulasztja, az értelemszerten 3 pontot veszit-
sen. Ha valaki csak azt ellenérzi, hogy (47,100)|13, igy a linearis kongruencianak van megoldasa, de azt
kiszamolni nem tudja, az (a kongruencia feliraséval egytitt) osszesen 3 pontot kapjon. Szamolasi hibakért
1-1 pont vonandé le, de a maradék pontszam csak akkor jar, ha a hiba miatt a feladat nem lett 1ényege-
sen konnyebb. Természetesen maximalis pontot érhet az a megoldas is, amely a feladat szévege szerinti
6247n = 713 (mod 1000) linearis kongruenciabol indul ki, ezt megoldva n = 679 (mod 1000)-et kap és
ebbdl kdvetkeztet n utols6 két jegyére; ez a megoldas nyilvan foloslegesen hosszu, de elvileg jo.



