Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2019. oktéber 25.

1. Az n pozitiv egész utolsod két szamjegye a 4-es és az 5-6s szamrendszerben is

11. Mi n utols6 két szdmjegye a 10-es szamrendszerben?

2. Mutassuk meg, hogy 1010"% — 2 oszthaté 2019-cel. (2019 primtényezds fel-
bontasa: 2019 = 3 - 673.)

3. Az eldadason tanult megfelel6 algoritmus alkalmazasaval hatarozzuk meg
10" maradékat 46-tal osztva. (A feladat tehat nem csupan az osztasi maradék
meghatarozasa, hanem a tanult algoritmus altal végzett szamitasok dokumen-

talasa is.)

4. Az I’ZH = Zfég, y = —1 egyenletrendszerli e egyenes ugyanabban a pontban

dofi a 2z + y — 2z = 3 egyenletii sikot, mint a P(15,2, —8) ponton atmend f

egyenes. Irjuk fel az f egyenletrendszerét.

5. Legyenek u, v és w az aldbbi R*-beli vektorok. Adjuk meg az (u, v, w) generalt

altér osszes olyan elemét, amelynek mind a négy koordinataja egyenlo.
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6%*. Hany olyan b egész létezik 2 és 2019 kozott, amelyre 1étezik két olyan szom-
szédos pozitiv egész szam, hogy mindkettonek a b alapt szamrendszerbeli szam-

jegyeinek az Osszege oszthatd 2019-cel?

A dolgozatra kérjiikk jol olvashatéan felirni a kovetkezo adatokat: név, Neptun-koéd, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. Az alairas feltétele: a két zarthelyin atlago-
san legalabb 24 pont és mindkét zarthelyin kiillon-kilon legaldbb 18 pont elérése. A 100%-o0s
eredményhez elegendd 50 pontot elérni a 60-bdl, az Gsszpontszam 50 pont feletti részét IMSc
pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirdsa kozben szamolégép (vagy maés segédeszkoz) nem haszndlhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
2. zarthelyi
2019. december 6.

1. Tudjuk, hogy az x, y, z, w vektorok bazist alkotnak R*-ben. Hataroz-
zuk meg az x — Y,z — w,x + y + z + w vektorok éltal generdlt altér
dimenziojat.
2. Dontsiik el, hogy a p valos paraméter mely értékeire van megoldasa az
alabbi egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az Gsszeset.
2%1 + 4]}2 + 2.%3 = 06
221 + 629+ (p+2)z3+ (p+3)zy = p+6
3x1 + Txe + 223 = 8

3. Széamitsuk ki a jobbra lathatd determinéns ér- 02871
tékét a determindns definicioja szerint. (A megol- 04230
désban tehat ne hasznéaljunk semmilyen, a determi- 36339
nansra vonatkozé tételt vagy azonossagot, pusztin 06000
a definiciora alapozva hatarozzuk meg az értékét.) 05020
4. A jobbra lathaté A matrixra teljesiil,
hogy A® = E (ahol E a 3 x 3-as egység- 9 13 13
métrix). A= 1 3 2
a) Hatérozzuk meg A determinansat. 8 —13 —19
b) Hatarozzuk meg A inverzének jobb
als6 elemét.
xx 1oz
5. Hatarozzuk meg a jobbra lathatoé matrix 10101
rangjat az x valés paraméter minden érté- A= 01010
kére. 11211

6*. Legyen V az R¥ egy altere, C' egy k x n-es, A pedig egy n X n-es
matrix. Tegyiik fel tovabbé, hogy a C'- A métrix minden oszlopa V-beli,
de a C' matrixnak van olyan oszlopa, ami nem eleme V-nek. Mutassuk
meg, hogy ekkor det A = 0.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod,
Neptun szerinti gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd
50 pontot elérni a 60-bol, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként
konyveljiik el.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A
dolgozat megirasa kozben szamologép (vagy méas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

|44
Zérthelyi feladatok — az JuLuS O zarthelyi potlasara
2019. december 16.
1. Hany olyan 504-nél nem nagyobb, pozitiv egész szam van, amelynek van 504-gyel
osztva 1 maradékot add tobbszorose?

2. Hatarozzuk meg az Osszes olyan n egészt 1 és 1000 kozott, amelyre n 4+ 10 36-tal

osztva, n — 10 pedig 38-cal osztva ad 1 maradékot.

3. Van-e az bx —3y+2z = 1 egyenletii siknak olyan P pontja, amelyre a P, a Q(5;9;11)
és az R(13;7;7) pontok egy egyenesbe esnek? Ha igen, akkor hatarozzuk meg az 6sszes
ilyen P-t.

4. Legyenek u, v és w az alabbi R-beli vektorok. Az (u, v, w) generdlt altér a elemének

els6 két koordinataja 1. Hatarozzuk meg az a koordinatainak az osszegét.

1 0 0

| 2 B 1 B 0
u=| gl-v=] 4| w=| &
0 0 —5

5. A p valés paraméter milyen értékeire linedrisan fiiggetlenek az alabbi, R*-beli u, v,

w vektorok?

1 0 —1

—1 1 0

u=| J|re=| 5 uw=| 4
0 1 P

6*. Létezik-e olyan n egész szam, amelyre n* 4+ 1 oszthaté 101-gyel?

A dolgozatra kérjik jol olvashatéan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. Az alairas feltétele: a két zarthelyin dtlagosan legalabb
24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kilon legaldbb 18 pont elérése. A 100%-os eredményhez elegendd
50 pontot elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamoldgép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zérthelyi feladatok — a MM ASODIK zarthelyi potlasara

2019. december 16.

1. A W < R* altér 4lljon azokbdl az Ri-beli vektorokbdl, amelyeknek a 5
masodik koordinataja duplaja az elsonek, a harmadik koordinataja pedig 10
haromszorosa az elsonek. (fgy példaul a jobbra lathat6 vektor W-beli.) Ha- 15
tarozzuk meg a W altér dimenzidjat. (Azt nem sziikséges bebizonyitani egy 39

teljes értékii megoldashoz, hogy W val6ban altér.)

2. Legyen A egy olyan 5 x 10-es matrix, amelynek a sorai linearisan sszefiiggdk, b € R?
pedig egy oszlopvektor. Mutassuk meg, hogy ha az (A|b) kib&vitett egytitthatémétrixi
linearis egyenletrendszer megoldhaté, akkor van olyan megoldasa is, amelyben legfcl-
jebb 4 valtozo értéke 0-t6l1 kiillonb6zo.

3. Hatarozzuk meg az aldbbi determinéns értékeét.

3 15 9 3
-2 —-10 1 -6
1 5 7 =3
2 13 12 —-10

4. A 2 x 3-as A méatrixnak nincs negativ eleme. Tudjuk réla ezen kiviil, hogy az A - AT
matrix bal fels eleme 0, a jobb alsé eleme pedig 14; tovabba az AT - A matrix bal felsd
eleme 4, a jobb alsé eleme pedig 9. Hatdrozzuk meg az A, az A- AT, valamint az AT - A
matrixokat.

5. Létezik-e inverze az alabbi A matrixnak? Ha igen, akkor hatarozzuk meg A inverzét,
valamint A inverzének a rangjat.

1 -1 0
A=1| —-13 15 -7
7 =8 4

6*. Legyenek U és V olyan 10 dimenziés alterek R?’-ban, amelyeknek a nullvektoron
kiviil nincs kozos eleme. Mutassuk meg, hogy minden 2 € R?" vektorhoz talalhatok
olyan u € U és v € V' vektorok, amelyekre x = u + v.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kdévetkezo adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. Az alairas feltétele: a két zarthelyin atlagosan legalabb
24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legaldbb 18 pont elérése. A 100%-os eredményhez elegendd
50 pontot elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamolégép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhaté.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potpotzh, ELSO zarthelyi potlasa
2020. januar 3.

1. Mennyi maradékot ad 7323* 80-nal osztva?

2. Jumurdzsék el6szor oriilt a tiszti kinevezésnek, de hamarosan elment
a kedve az egészt6l. Mindjart az els6 Osszecsapéasban joparan elestek
a rabizott 50 f6s csapatbol, amit még elviselt volna, csakhogy koztiik
volt a pénztaros is, igy mar a masodik héten Jumurdzsdknak kellett
kiosztania a zsoldot, ami cseppet sem volt egyszerd feladat. Minden
alarendeltjének 26 akcse jart hetente (neki magénak pedig 2 arany), de
a fénokség persze nem bajlodott akcsékkal, aranyban adta at Jumur-
dzséknak a csapat heti zsoldjat (1 arany — 60 akcse). Fel kellett tehat
valtania az aranyakat a zsold kiosztasa el6tt, raadasul még a vissza-
maradé nyamvadt 2 akcsét sem tarthatta meg. — Igy jar, aki elveszti a
talizmanjat — séhajtott keserten.

Hanyan estek el (a masodik hétig) Jumurdzsak alarendeltjei koziil?

3. Az e egyenes egyenletrendszere x = y = %, az [ egyenes egyenlet-
rendszere %2 = yTH = 2z + p, ahol p € R. Adjuk meg azon p értékeket,

melyekre e és f metszik egymast.

4. Nevezziink egy R"-beli v vektort palindromanak, ha v ?
koordinétait forditott sorrendben felirva ugyancsak v-t kap- 9
juk (palindroma pl. a jobbra lathato vektor). Mutassuk meg, 1
hogy az R°-beli palindromédk halmaza altér R"-ben.) 5

5. Tudjuk, hogy az a, b, c vektorrendszer fliggetlen R"-ben. Kévetkezik-e
ebbdl, hogy a 2a + b, 2b + ¢, 2¢ + a rendszer is fliggetlen?

6*. Igaz-e, hogy ha 2> =1 (mod 187), akkor x =1 (mod 187) vagy
= —1 (mod 187)? Ha igen, bizonyitsuk be, ha nem, mutassunk el-
lenpéldat.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezé adatokat: név, Neptun-kod,
Neptun szerinti gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd
50 pontot elérni a 60-bol, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként
konyveljiik el.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A
dolgozat megirasa kozben szamologép (vagy méas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potpotzh, MASODIK zarthelyi potlasa
2020. januar 3.

1. Nevezziink egy R"-beli v vektort palindromanak, ha v ko- 7
ordinatait forditott sorrendben felirva ugyancsak v-t kapjuk 3
(palindroma pl. a jobbra lathato vektor). Hatérozzuk meg 8
az R°-beli palindromak altal alkotott V altér dimenziojat. 3
(Azt, hogy V altér, nem kell indokolnunk.) 7

2. Dontsiik el, hogy a p, g valés paraméterek mely értékeire van meg-
oldasa az alabbi egyenletrendszernek. Ha van megoldas, akkor adjuk
meg a megoldasok szamat is (magukat a megoldasokat nem sziikséges
megadni).

1+ 229 + dx3 + 914 = 7
201 + 319+ 8x3+8x4 = 10
3r1 + 6x9 +8r3 +dxry = 30
3x1—|—5x2—|—13$3—|—p-x4 = q

a 2a 4a 9a

3. Szamitsuk ki a jobbra lathaté determinans ér- b 2b 5b 10b

tékét az a, b tetszéleges valos paraméterek minden 13 6 12

értékeére. 3 6 12 20

13

4. Legyen A a jobbra lathato matrix. Létezik-e olyan A= 33

X métrix, melyre AX a 3 x 3-as egységmatrix? 76
5. Hatérozzuk meg a jobbra lathato a 2b 3¢
1 2 3

matrix rangjat minden a, b, c € R érték-

re. a+1 204+2 3¢+ 3

6*. Mutassuk meg, hogy létezik olyan 5 x 5-6s invertalhato A méatrix,
melynek pontosan tiz invertalhatd 2 x 2-es részméatrixa van.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod,
Neptun szerinti gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd
50 pontot elérni a 60-bol, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként
konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A
dolgozat megirasa kozben szamologép (vagy més segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2019. oktober 25.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatod
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatdanak tekinthetok.

Az utmutatoban feltliintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
gy példaul az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra
tobb, egymastdl 1ényegesen kiilonbozé megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pont-
szam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a
legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van
helyes és (1ényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem dertil ki, hogy a megold6 melyi-
ket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré6 megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a
pontszam 0).

Az utmutatoban szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

1. Az n pozitiv egész utolsd két szamjegye a 4-es és az 5-0s szamrendszerben is 11. Mi n utols6 két
szamjegye a 10-es szamrendszerben?

X ok ok ok ok

A feladat feltételeib6l n =5 (mod16) ésn =6 (mod25) addodik. (1 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult médszerrel oldjuk meg.

Az els6 kongruenciabél: n = 16k + 5 valamely k egészre. (1 pont)
Ezt a mésodikba helyettesitve: 16k +5=6 (mod25). Mindkét oldalb6l 5-6t levonva a
16k =1 (mod 25) linedris kongruenciat kapjuk. (1 pont)
1=-24 (mod25) miatt ez a 16k = —24 (mod 25) alakba irhaté. 8-cal osztva: 2k = —3  (mod 25),
ahol a modulus (8,25) = 1 miatt nem véltozott. (2 pont)
Hasonlban folytatva: —3 = 22 (mod 25) miatt a 2k = 22 (mod 25) alakot kapjuk. Ezt 2-vel osztva:
k=11 (mod25), ahol a modulus (2,25) = 1 miatt megint nem valtozott. (1 pont)
Mivel mindkét megtett 1épésiink ekvivalens dtalakitds volt, ezért £k = 11 (mod 25) valéban a linearis
kongruencia megoldashalmazat adja meg. (1 pont)
Ebbél tehat k = 250+ 11 valamely ¢ egészre. Ezt visszahelyettesitve: n = 16k +5 = 16(25(+ 11) +5 =
4004 + 181. (2 pont)
Kovetkezik, hogy n 100-as maradéka — és igy az utolsé két szdmjegye is —: 81. (1 pont)

A feladat valamivel kevesebb szamoldssal is megoldhaté, ha az n =5 (mod 16) kongruencia helyett
annak csak azn =1 (mod4) kovetkezményét hasznaljuk és az igy kapott kongruenciarendszert old-
juk meg. A megoldas soran el6allt linearis kongruencia természetesen méas tanult modszerekkel, igy
akar az Euklideszi algoritmussal is megoldhato. Aki a fent leirthoz hasonlé utat vélaszt, az a lépések
ekvivalencidjara valo hivatkozast kivalthatja azzal, hogy a megoldasok szama elore tudhatéan 1 lesz,
mert az ismeretlen egytitthatoja a modulushoz relativ prim; azonban a két észrevétel koziil legalabb az
egyik sziikséges a hidnytalan indoklashoz.



2. Mutassuk meg, hogy 1010™*** — 2 oszthaté 2019-cel. (2019 primtényezés felbontésa: 2019 = 3 - 673.)

x ok ok ok ok

(1010,2019) = 1 (mert 1010 se 3-mal, se 673-mal nem oszthaté). (1 pont)
©(2019) = p(3-673) = (3 —1)(673 — 1) = 1344 a tanult képlet szerint. (1 pont)
Igy az Euler-Fermat tételbSl 1010%* =1 (mod 2019) kovetkezik. (2 pont)
Ez1=2020 (mod2019) miatt {gy is frhaté: 10104 = 2020 (mod 2019). (1 pont)
Mindkét oldalt 1010-zel osztva: 10101343 =2 (mod 2019), (2 pont)
ahol a modulus (1010, 2019) = 1 miatt nem valtozott. (1 pont)
Ebbél tehat 2019 | 1010134 — 2 kovetkezik, ami épp a bizonyitandé 4llitas. (2 pont)
A megoldas mésodik része helyettesithetd azzal is, hogy az 1010z = 1 (mod 2019) linearis kongru-
encianak megoldédsa egyrészt © = 2 (mert 2 - 1010 = 2020), masrészt az Euler-Fermat tétel miatt
r = 1010"* is, viszont (1010,2019) = 1 miatt ennek a linedris kongruencidnak a tanult tétel szerint

csak egyetlen megolddsa van modulo 2019, ezért 101034 =2 (mod 2019) valéban kovetkezik.

3. Az el6adéason tanult megfeleld algoritmus alkalmazaséval hatérozzuk meg 107 maradékat 46-tal
osztva. (A feladat tehat nem csupdn az osztdsi maradék meghatirozasa, hanem a tanult algoritmus
altal végzett szamitdsok dokumentdaldsa is.)

* ok ok ok %

A tanultak szerint ismételt négyzetre emelésekkel és a kapott eredmények 46-os maradékanak megha-
tarozésaval kiszamitjuk a 10%, 102,10, ..., 105 hatvinyok 46-os maradékat. Ezek sorra: 10, 8, 18, 2, 4,
16 és 26. (4 pont)
Mivel 70 = 2+ 4 + 64, (2 pont)
ezért meghatarozzuk el8szor a 10° = 10% - 104, majd a 107 = 10° - 105 hatvdnyok 46-os maradékait a
korabban kiszamolt megfelel6 maradékokkal val6 szorzassal és a kapott eredmények 46-os maradékanak
meghatarozasaval. Ezek sorra: 6 és 18. (4 pont)
Igy a keresett maradék: 18.

A teljes értékii megoldashoz nem sziikséges a fenti részletességgel leirni az elvégzett miiveletek mogotti
szandékot, elegendé a helyes szamitasok kozlése. Nem jelent pontlevonast, ha egy megold6 a végered-
ményhez elészor 10% = 105 - 10*, majd 107° maradékait hatdrozza meg a fentihez hasonlé médon.
Ha viszont egy megoldé a kapott részeredményeit nem helyettesiti azok 46-os maradékaival és példaul
10* maradékahoz kézvetleniil 10000-et osztja 46-tal, az lényeges elvi hibanak szamit, ami az algoritmus
ismeretének alapvetd hianyat mutatja; egy ilyen megoldé legfoljebb 5 pontot kaphat (azt is csak akkor,
ha a tovabbi szdmoldsai hasznosak és a helyes végeredményt megkapja).

4. Trjuk fel az e egyenes egyenletrendszerét, ha tudjuk réla, hogy athalad a P(15,2, —8) ponton és
hogy e ugyanabban a pontban dofi a 2x + y — 2z = 3 egyenletii sikot, mint az m_TH = %, y=—1
egyenletrendszerii f egyenes.

* ok ok ok ok

El6szor meghatarozzuk a 2x + y — 2z = 3 egyenletii S sik és az f egyenes () metszéspontjat. Ehhez

megoldjuk az S egyenletébdl és az f egyenletrendszerébol all6 egyenletrendszert. (1 pont)
Az f-et leird elsé egyenletbol: 2z = 17 — 5x. Ezt, illetve az y = —1 egyenletet az S egyenletébe
helyettesitve: 2z — 1 — (17 — 5z) = 3. Ebbdl = 3 adddik, amibél z = ”EJ = 1. Igy a metszéspont:
Q(3;—1;1) (3 pont)
Az e tehat atmegy P-n és (Q-n, igy irdnyvektora a Q? vektor. (2 pont)
A P-be, illetve @)-ba mutatd helyvektorokat p-vel, illetve g-val jelolve Cﬁ =p—q = (15;2;-8) —
(3; —1;1) = (12;3; -9). - - - (1 pont)
(Ehelyett hasznalhatjuk irdnyvektornak példaul a Q? harmadat is, a v(4; 1; —3) vektort.)

Igy az e egyenletrendszerét a v és (példaul) a P segitségével felirva: “"_Tl‘:’ =y—2= %. (3 pont)



5. Legyenck u, v és w az alabbi R*-beli vektorok. Adjuk meg az (u,v,w) generalt altér Osszes olyan
elemét, amelynek mind a négy koordinataja egyenld.

o o

1
U= 0 w =
) = 3 y =
0

[S
I
cCo

*
*
*
*
*

Az a= vektor pontosan akkor van az (u, v, w) generalt altérben, ha a kifejezhetd u-bél, v-bol és

BRI

w-bél linedris kombinécidval; vagyis ha léteznek olyan «, 3,y skaldrok, hogy a-u+3-v+~-w = a.(1 pont)
Behelyettesitve u, v, w konkrét értékét és elvégezve a miiveleteket a kovetkezo linearis egyenletrendszerre
jutunk:

at+f+y =7p
gg — ! (4 pont)

dy = p
Az utolsé harom egyenletbél a = §, 8 = £, v = § adodik. Ezeket az els6be helyettesitve %p = p,
vagyis p = 0 kévetkezik. (2 pont)
Azt kaptuk tehdt, hogy az (u,v,w) generalt altérnek a nullvektor az egyetlen olyan eleme, amelynek
mind a négy koordinataja egyenlé. (3 pont)

6*. Hany olyan b egész létezik 2 és 2019 kozott, amelyre létezik két olyan szomszédos pozitiv egész
szam, hogy mindkettonek a b alapt szamrendszerbeli szamjegyeinek az 0sszege oszthato 2019-cel?

X ok ok ok ok

Az alabbi megoldasban a szamok szamjegyeit végig b alapi szdmrendszerben értjiik, igy ezek 0 és b—1
kozti egészek. Az n szamjegyeinek az Osszegét pedig S,-nel jeloljiik (b alapt szamrendszerben).

Tegyiik fel, hogy az n és az n + 1 pozitiv egészekre S, és S,y is oszthatd 2019-cel. Ekkor n utolsd
jegye b — 1 kell legyen. Ha ugyanis nem az volna, akkor n + 1 utolsé szamjegye 1-gyel volna nagyobb
n-énél; a tobbi jegyilik pedig azonos volna; igy S,11 = 5, + 1 teljesiilne, ezért nem lehetne mindketto
oszthaté 2019-cel. (1 pont)
Jeloljiik t-vel azt, hogy n hany darab (b — 1)-es szamjegyre végz6dik. Ekkor n + 1 utolsé ¢ darab jegye
nyilvan 0, jobbrdl a (¢t + 1)-edik jegye 1-gyel nagyobb n-énél, a tobbi jegyiik pedig azonos. (Ha esetleg
n oOsszesen t jegy(l, akkor az eléz6 mondatot tgy értjilk, hogy az (n + 1)-nek a jobbrdl (¢ + 1)-edik

jegye ,,0-rél 1-re valtozott” — vagyis a jegyeinek a szdama 1-gyel nagyobb n-énél.) (1 pont)
Ebbdl tehdt S, =S, — (b—1) - t + 1 kovetkezik. (2 pont)
Mivel 2019 | S, és 2019 | S,y1, ezért ebbdl az egyenletbél 2019 | 1 — (b — 1) - ¢, vagyis
(b—1)-t=1 (mod2019) kévetkezik. (1 pont)

Ebbél a linedris kongruencidk megoldhatdsigara tanult tételbdl (b—1,2019) | 1, vagyis (b—1,2019) =1
kovetkezik (hiszen z = ¢ megoldasa a (b— 1) -z =1 (mod2019) linearis kongruencidnak). (2 pont)
Megmutattuk tehét, hogy ha léteznek a feladat szerinti n és n + 1 egészek, akkor (b — 1,2019) = 1.
Azonban ennek a megforditasa is igaz: valéban, ha (b — 1,2019) = 1, akkor a tanult tétel szerint
megoldhaté a (b — 1) -z = 1 (mod2019) linedris kongruencia, igy t-nek valaszthatjuk ennek egy
(pozitiv) megolddsat. Ebb6Sl n-et konstrudlhatjuk gy, hogy az utolsé t darab jegye b — 1, majd ezek
elé felvesziink néhany tovabbi szamjegyet (példaul 2019 — ((b — 1) - t mod 2019) darab 1-est) tgy, hogy
2019 | S, teljesiiljon. Ekkor a fent megmutatott S,.1 = S, — (b —1) -t + 1 egyenlet miatt 2019 | S,14
is igaz lesz. (2 pont)
A feladat kérdésének megvalaszolasahoz tehat azon b egészeket kell megszamolni 2 és 2019 kozott,
amelyekre (b—1,2019) = 1. Ezeknek a szama pedig nyilvan ¢(2019) = (3—1)(673 —1) = 1344.(1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe I.
masodik zarthelyi — pontozasi utmutatod
2019. december 6.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolo-
do6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valéban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitd
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldo egy
feladatra tobb, egyméstol 1ényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre
adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldéas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészit-
hets, akkor a legtobb részpontot éro megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbél nem deriil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatoban szerepls részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az autmutatoéban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximaélis pontot ér.

1. Tudjuk, hogy az z,y, z, w vektorok bazist alkotnak R%-ben. Hatarozzuk meg az T—Y,z—w, T+
y + z + w vektorok altal generalt altér dimenziojat.

* ok ok ko k

Megmutatjuk, hogy az x —y, 2 —w, x +y + z +w vektorrendszer a kérdéses altér (nevezziik V-nek)

béazisa, amibdl kovetkezik, hogy V' dimenzidja 3, hiszen van 3 elemii bazisa. (2 pont)
Ehhez azt kell igazolnunk, hogy z — vy, z — w, z + y + z + w fiiggetlen és generdtorrendszere V-nek.

; a (1 pont)
Az, hogy x —y,z — w, x +y + z + w generdtorrendszere V-nek, azonnal kovetkezik a generalt altér
definici6jabol. B (1 pont)
A fiiggetlenség igazolasahoz irjuk fel x —y, z —w, z+ y+ 2z +w egy linearis kombinacidjat az «, 3,
egyiitthatokkal és vizsgaljuk meg, hogy ez mikor lehet 0. (1 pont)
Az

alz—y) +BEz-—w) +v(z+y+z+w) =0.

egyenlGségben a zardjeleket felbontva, majd atrendezve

(@a+y)z+(y—ay+B+7)z+ (- BLu=0
adodik. (2 pont)
Mivel az z,y, z, w vektorok linearisan fiiggetlenek (hiszen bazist alkotnak R*-ben), ez csak akkor
lehetséges, ha oo +v7=0,y—a=0,5+~v=0,v—5=0. (2 pont)

Ebbdl azonnal adédik, hogy o = 8 = v = 0, igy a kérdéses vektorok egy linearis kombinaciéja
csak akkor lehet a nullvektor, ha mindharom egyiitthatoé 0, igy az el6adason tanult tétel szerint a
vektorok fiiggetlenek. (1 pont)



2. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter mely értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszer-
nek. Ha van megoldés, adjuk is meg az Osszeset.

2y +4x0 +2x3 = 6
221 + 62+ (p+2)z3+ (p+3)rs = p+6
3x1+Tro+2x3 = 8

* ok ok % ok

A masodik és a harmadik egyenlet sorrendjének cseréje nem valtoztatja meg a megoldashalmazt

(de egyszertsiti a megoldast). (0 pont)
A cserét kovetSen Gauss-eliminéciéval az egyenletrendszert az

1 2 1 0 3

0 1 -1 0 -1

0 0 p+2 p+3|p+2
alakra hozzuk. (2 pont)
Ha p # —2, akkor a harmadik sort (p — 2)-vel osztva folytatjuk az eliminaciot, (1 pont)

melynek végén az

1 0 0 —32£2 12

p+2
pt3
0 1 o0 s 0
p+3
0 0 1 o 1
redukalt 1épcsds alakhoz jutunk. (2 pont)
Innen a megoldas x4 = a € R,xy =2+ 3%&,3&2 —%a T3 =1— Ziga (1 pont)
Ha p = —2, akkor a harmadik oszlopban nem lesz vezéregyes, a negyedikben viszont igen (1 pont)
és az eliminéciot folytatva az
1 0 3 015
0o 1 -1 0| -1
0o 0 O 110
redukalt 1épcsés alakot kapjuk. (2 pont)
A megoldas ekkor tehat z3 =a € R,z1 =5 —3a, 20 = a — 1,24 = 0. (1 pont)

3. Szamitsuk ki a jobbra lathaté determinéns értékét a determinéns defini-
cioja szerint. (A megoldasban tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determi-
nénsra vonatkozé tételt vagy azonossigot, pusztan a definiciora alapozva
hatarozzuk meg az értékét.)

O O Ww o o
GO O =N
O O W N oo
N O W W=
OO O O

* ok ok ok  k

kozott egyetlen nemnulla szorzat szerepel. (1 pont)
Ha ugyanis nemnulla szorzatot szeretnénk kivalasztani, akkor a negyedik sorbol csak a 6-ot
valaszthatjuk, igy az 6t6dik sorbdl az 5-6t mar nem, csak a 2-t vdlaszthatjuk (mert a masodik
oszlopbol mér vettiink elemet). Hasonloan folytatva, a masodik sorbdl csak a 2-t, ezért az
els6bdl csak az 1-et, végiil a harmadikbol csak az elsG oszlopban szerepld 3-at valaszthatjuk, igy

csakugyan egyetlen nemnulla szorzatot kapunk, a 6-2-2-1 - 3-at. (3 pont)
Ehhez az egyetlen nemnulla szorzathoz tartozé permutacio az 5,3,1,2,4 (hiszen az elsé sorbél az
6todik elemet vettiik, a masodikbél a harmadikat, stb.). (2 pont)
Ennek a permutéciénak az inverziészama 6 (mivel 6 inverzioban allo par van: ), (5,1), (5,2),
(5,4), (3,1), (3,2)). (2 pont)
Mivel az inverzidészam péros, ezért a szorzathoz tartozo elGjel: +, (1 pont)
a determinans értéke tehat 72. (1 pont)



4. A jobbra lathaté A métrixra teljesiil, hogy A®> = E (ahol E a 9 13 13

3 x 3-as egységmatrix). A= 1 3 2
a) Hatarozzuk meg A determinansat. -8 —13 -12
b) Hatarozzuk meg A inverzének jobb also elemét.

* ok ok ok ok

a) Mivel A3 = E, a determinansok szorzastétele szerint det A% = det A2det A = (det A)3, igy

(det A)® =det A3 =det E =1, (2 pont)
ahonnan det A = 1. (1 pont)
b) A-nak létezik inverze, hiszen a determinénsa nem 0, de az inverz létezésére persze a feladat
szovegébdl is kovetkeztethetiink. (0 pont)

Mivel A- A% = A2. A= A3 = E, Ainverze az A% matrix. (Aki csak az A - A2 = A3 = E vagy az
A? . A = A3 = I egyenlSséget mutatja meg, attol 1 pontot vonjunk le, aki ezek koziil az egyiket
is hidnyosan igazolja, attol 2-t, végiil aki csak kimondja, de nem igazolja az A~! = A2 Allitast,
attol 3-at.) (5 pont)
A=t = A? jobb als6 eleme —8 - 13 + (—13) - 2+ (—12) - (—12) = 14. (2 pont)

Természetesen a determindns és az inverz jobb alsé eleme is meghatarozhatd az A3 = E egyen-
16séget figyelmen kiviil hagyva, egyszertien Gauss-eliminéacidval. Az a) feladat esetén 1 vagy 2
szamolasi hibaért 1 pontot, ennél tobb szamolési hibaért 2 pontot vonjunk le. Elvi hiba esetén
természetesen szigorubban jarjunk el. A determinans persze mashogy is kiszdmithatd, amennyi-
ben ez 6ran tanult eszkozokkel torténik, akkor az is maximum pontot ér (hibatlan megvalosités
esetén). Oran kiviili eszkozok (pl. Sarrus-szabaly) csak kell§ indoklas esetén hasznalhatok.

b) A
9 13 131 0 o0

r 3 20 1 0
-8 =13 =120 0 1

kibgvitett egyilitthatématrixban az els6 és a masodik sort megcserélve az egyenletrendszer
megoldashalmaza nem valtozik meg. (Erre a megallapitasra azért van sziikség, mert ez a lépés
nem része magénak a Gauss-eliminacionak, ha azt végeznénk, akkor az els6 sor 9-cel osztésa lenne
az elsé lépés.) (1 pont)

Az

1 3 2 0 1 0
o 1 =2 |-4& 2 0
0 0 1| 11 13 14

lépcsds alakra hozzuk, (3 pont)
ahonnan az inverz jobb alsé eleme leolvashato, hiszen az utolso sor a Gauss-eliminécioé hatralevd
részében mar nem valtozik, (3 pont)
a keresett szam tehat a 14. (0 pont)

Ha valaki az inverz megadasaval fejezi be a feladatot és nem adja meg a jobb als6 elemet (de
az persze a megadott inverzbdl leolvashato), attol a pontozasnak megfeleléen nem kell pontot
levonni. Mint lattuk, a feladat megoldasdhoz nem kell magét az inverzet kiszamitani, elég annak
az utolsé sorat megéllapitani, s6t, mivel annak is csak az utols6 eleme a kérdés, elég a Gauss-
eliminéciot a jobb oldali rész utolsé oszlopaval végezni. Szamolasi hibakért darabonként 1 pontot



vonjunk le, ha azonban a hiba a 1épcsds alak megéllapitdsa utan, az inverz masodik vagy harmadik
soranak kiszamitasakor torténik, akkor ne vonjunk le érte pontot. Aki megéllapitja, hogy a jobb
oldalon valojaban elég az utolsé oszloppal dolgozni, attol a tobbi oszlop szamitasa soran elkdvetett
szamolasi hibakért se vonjunk le pontot. Elirasért, ha attol a feladat nem lett konnyebb, egyaltalan
ne vonjunk le pontot.

5. Hatarozzuk meg a jobbra lathaté6 matrix rangjat az x valés A=
paraméter minden értékeére.

— o~ 8
=R
8 O
—__ 08
— O = 8

* % ok k%

Els¢ megoldas. A rangot Gauss-eliminécioval allapitjuk meg: az nem lesz mas, mint a lépcsss
alakban a vezéregyesek szama. (1 pont)
Ha x = 0, akkor minimalis szdmolés utdn megkapjuk a vezéregyeseket az els§ harom oszlopban, a
negyedik sort pedig (mivel csupa 0-bol 4ll) torolni kell (kétféle 1épesds alakot is kaphatunk, mert a
masodik vezéregyes létrehozasakor a masodik sort a harmadikkal és a negyedikkel is kicserélhetjiik).
A rang ilyenkor tehat 3. (1 pont)
Ha z # 0, akkor osztunk z-szel, majd az elsé sort levonjuk a mésodikbdl és a negyedikbdl.
Ekkor a matrix

11 1 11

0 -1 1-1 -1 0

0 1 0 1 0

0o 0 =z-% 0 o0
alakot 0lt, (141 pont)
vagyis a masodik sor —1-gyel szorzasa utdn megvan a masodik vezéregyes is. (1 pont)

A maésodik sort a harmadikbél kivonva az

11 X 1 1

x

0 1 1-1 1 0
1
0 0 1-1 0 0
0 0 z—2 0 0
matrixot kapjuk. (1 pont)
Ha 1 3£ 1, vagyis  # 1, akkor a harmadik sort (1 — 1)-szel osztva létre tudjuk hozni a harmadik
vezéregyest is, (1 pont)

1

majd a harmadik sor (z — )-szeresét a negyedikbdl levonva és a negyedik (csupa 0) sort torélve

megkapjuk az
11 1 1 1
0 1 Lf-1 1 0
0 o 1 0 0

lépcsds alakot, ilyenkor a rang tehat 3. (2 pont)
Ha viszont % =1, vagyis x = 1, akkor a harmadik és a negyedik sor is csupa 0, a kapott 1épcsds
alakban ekkor tehat két vezéregyes lesz, ilyenkor a rang 2. (1 pont)
Osszefoglalva: az deriilt ki, hogy ha = = 1, akkor a rang 2, kiilénben pedig 3. (0 pont)

Masodik megoldas. Ismét Gauss-eliminaciét hasznalunk, de elGtte felcseréljiik az elsd és a masodik
sort, ez a rangot (pl. a sorrang definici6ja miatt, amiben a sorok sorrendje lényegtelen) nem
valtoztatja meg. (Ha valaki a Gauss-eliminéci6 keretében cseréli ki ezt a két sort, akkor elvileg
indokolnia kéne, hogy a rang miért nem valtozik, de ennek hianyéaért ne vonjunk le pontot.) (1 pont)

A lépcsds alakban keressiik a vezéregyesek szamat, (1 pont)
ehhez az elsG sor x-szeresét levonjuk a masodik sorbédl, az egyszeresét pedig a negyedik sorbél.
(1 pont)



Ekkor a matrix

1 0 1 0 1

0 =z 1—2z =z O

0 1 0 1 0

0 1 -1 1 0
alakot Olt. Az eliminécio folytatasa el6tt megeseréljiik a masodik és a harmadik sort, ez a rangot
nem fogja megvéltoztatni (e megjegyzés hidnyaért ne vonjunk le pontot). (1 pont)
Ekkor a masodik vezéregyes rendelkezésre &ll, (1 pont)

most a masodik sor z-szeresét kell levonni a harmadikbél és az egyszeresét a negyedikbél. Igy az

1 0 1 0 1

0 1 0 1 0

0O 0 1—z 0 O

0O 0 zz—1 0 O
matrixot kapjuk. (1 pont)
Ha z # 1, akkor a harmadik sort (1 — x)-szel osztva létre tudjuk hozni a harmadik vezéregyest is,

(1 pont)
majd a harmadik sor (z — 1)-szeresét a negyedikbdl levonva és a negyedik (csupa 0) sort torolve
megkapjuk az

1 0 1 0 1
01 0 1 0
0o 0 1 0 O

lépcsds alakot, ilyenkor a rang tehat 3. (2 pont)
Ha z = 1, akkor a harmadik és a negyedik sor is csupa 0, a kapott 1épcsés alakban ekkor tehat
két vezéregyes lesz, ilyenkor a rang 2. (1 pont)

Természetesen a rang més eljarasokkal is megkaphatd, érdemes lehet példaul megfigyelni, hogy a
negyedik és az 6tddik oszlop tordlhetd, mivel a linearisan fliggetlen oszlopok maximélis szamét
nem befolyasoljak (lévén azonosak a méasodik, illetve az els§ oszloppal). Ha valaki csak ennyit
allapit meg (helyes indokléssal) az 2 pontot kapjon.

6*. Legyen V az R egy altere, C egy k x n-es, A pedig egy n x n-es méatrix. Tegyiik fel tovabba,
hogy a C' - A matrix minden oszlopa V-beli, de a C méatrixnak van olyan oszlopa, ami nem eleme
V-nek. Mutassuk meg, hogy ekkor det A = 0.

* ok ok x k

Tegyiik fel indirekten, hogy det A # 0, ekkor A-nak létezik inverze. (1 pont)
(CAAL=C(AA Y Y=CE=C (3 pont)
a matrixszorzas asszociativitasa miatt. (1 pont)
Az el6adésrol tudjuk, hogy az XY matrix oszlopai az X matrix oszlopainak linearis kombinécioi.

(2 pont)
Ezt az X = CA, Y = A~! szereposztasban alkalmazva azt kapjuk, hogy C oszlopai a CA
oszlopainak linedris kombinaciéi. (2 pont)

Ebb6l az alterek linearis kombinaciéra vald zartsidga miatt kovetkezik, hogy ha C'A minden
oszlopa V-beli, akkor C' minden oszlopa is V-beli, ami ellentmond a feladatbeli feltételnek, tehat
ellentmondésra jutottunk. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2019. december 16.

Altaldnos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
taté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megoldéséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd
gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. Igy példdul az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa
nélkil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valoban
szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az titmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembe-
vételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondo-
latmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Ha egy megold6 egy
feladatra tobb, egymastdl 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legféljebb az egyikre ad-
haté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisér-
let kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a
megold6é melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Gtmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az ttmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximaéalis pontot ér.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zérthelyi potlasara

1. Hany olyan 504-nél nem nagyobb, pozitiv egész szam van, amelynek van 504-gyel osztva 1 mara-
dékot add tobbszorose?

ook ok ok X

Az a € {1,2,...,504} egésznek akkor és csak akkor van 504-gyel osztva 1 maradékot ad6 tobbszorose,

ha megoldhaté az ax =1 (mod 504) linearis kongruencia, (3 pont)
ami a tanult tétel szerint azzal ekvivalens, hogy (a,504) | 1, vagyis (a,504) = 1. (3 pont)
Az ilyen a-k szdma éppen ¢(504) = (2 pont)
=@(23-32-7)= (28 —2%)(32 = 3") (7' = 7°) =4 -6 - 6 = 144 a tanult tétel szerint. (2 pont)

2. Hatarozzuk meg az Osszes olyan n egészt 1 és 1000 kozott, amelyre n + 10 36-tal osztva, n — 10
pedig 38-cal osztva ad 1 maradékot.
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A feladat feltételeibél n +10 =1 (mod36) ésn—10=1 (mod 38) adddik. (1 pont)
Atrendezés utén: n = —9 (mod36), n =11 (mod 38). (1 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult modszerrel oldjuk meg.
Az els6 kongruenciabdl: n = 36k — 9 valamely k egészre. (1 pont)
Ezt a masodik kongruencidba helyettesitve: 36k —9 = 11 (mod 38). Mindkét oldalhoz 9-et adva a
36k =20 (mod 38) lineéris kongruenciat kapjuk. (1 pont)
36 = —2 (mod 38) miatt ez a —2k = 20 (mod 38) alakba irhaté. Mindkét oldalt (—2)-vel osztva:
=-10=9 (mod19), ahol a modulust (—2,38) = 2 miatt kellett 2-vel osztani. (2 pont)



Mivel az osztés ekvivalens atalakitds volt, ezért &k = 9 (mod 19) valéban a linedris kongruencia

megolddshalmazat adja meg. (1 pont)
Ebbdl tehat k& = 194 9 valamely ¢ egészre. Ezt visszahelyettesitve: n = 36k —9 = 36(19/+9) — 9 =
684¢ + 315. (2 pont)
Az ¢ = 0,1 értékekre kapunk 1 és 1000 kozotti n-eket: n = 315 és n = 999, igy ez a két megoldasa
van a feladatnak. (1 pont)

A megoldas soran el6allt linearis kongruencia természetesen mas tanult modszerekkel, igy akar az
Euklideszi algoritmussal is megoldhaté. A megoldashalmaz a £k = 9 (mod 19) alak helyett meg-
adhat6 igy is: k = 9 (mod38) vagy k = 28 (mod 38); aki igy jar el, annak a k = 38 + 9 és
a k = 380 + 28 esetet is vissza kell helyettesiteni az n = 36k — 9 egyenletbe. Ebben az esetben a
lépések ekvivalenciajara vald hivatkozas kivalthat6 azzal is, hogy (36,38) = 2 | 2 miatt a linedris
kongruencidnak 2 megoldasa van modulo 38, igy mindkét kapott megoldasnak jonak kell lennie.

3. Van-e az bz — 3y + 2z = 1 egyenletii siknak olyan P pontja, amelyre a P, a Q(5;9;11) és az
R(13;7;7) pontok egy egyenesbe esnek? Ha igen, akkor hatarozzuk meg az Osszes ilyen P-t.
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A keresett P-nek (ha létezik) az bz — 3y + 2z = 1 egyenletii S sik és a QR egyenes doféspontjanak

kell lennie. (1 pont)
A QR egyenesnek irdnyvektora a Cﬁ vektor, (1 pont)
vagyis a QR = r — ¢ = (8;—2; —4) (ahol r, illetve ¢ a megfelelé pontokba mutaté helyvektorokat
jelolik). (1 pont)

Cﬁ% helyett kényelmi okokbol hasznalhatjuk a v = %Q? = (4; —1; —2) vektort is irdnyvektornak.
v-bél és (példaul) Q-bol felirhaté a QR egyenes paraméteres egyenletrendszere: x = 5+ 4t, y = 9 — 1,
z=11-2t (t € R). (3 pont)
A doféspont meghatarozasahoz ezeket S egyenletébe helyettesitjik: 5(5+4¢) —3(9—1¢)+2(11—-2t) = 1.
Ebbél 19t = —19, vagyis t = —1 adédik. Igy a keresett doféspont koordinatéi: # =5 +4 - (—=1) =1,
y=9—(—1) =10, z =11 — 2. (—1) = 13. Tehat egyetlen P pont felel meg a feladat szovegének:
P(1;10;13). (4 pont)
Természetesen az egyenes nem paraméteres egyenletrendszerét is haszndlhatjuk a feladat megoldé-
sahoz, majd az ebbdl, illetve a sik egyenletébdl all6 egyenletrendszer megoldasaként kaphatjuk a
doféspontot. Az egyenletrendszerért, illetve a szamitasért ebben az esetben is 344 pont jar.

4. Legyenek u, v és w az aldbbi R*-beli vektorok. Az (u,v,w) generalt altér a elemének els6 két
koordinataja 1. Hatarozzuk meg az a koordinatainak az osszegét.

u= , U= , W=

ot ot O O

0
1
—4
0
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Mivel a € (u,v,w), ezért a kifejezhet§ u-bol, v-bél és w-bol linedris kombinacioval; vagyis 1éteznek
olyan «, 3,~ skalarok, hogy av-u+ f-v+v-w = a. (2 pont)
Jelolje a utolsé két koordinatajat p, illetve g. Behelyettesitve u, v, w konkrét értékét és elvégezve a
miiveleteket a kovetkezo linedris egyenletrendszerre jutunk:

a =1
20+ =1
4
—48+5y = p (4 pont)
=57 = ¢
Az els6 két egyenletbdl a =1 és =14 2a = 3 adddik. (1 pont)

fgy az a koordinatdinak osszege: 1 +1+p+q=1+1+ (—4-3+57) + (=57) = —10. (3 pont)



5. A p valés paraméter milyen értékeire linedrisan fiiggetlenek az aldbbi, R*-beli u, v, w vektorok?

1 0 -1
-1 B 1 - 0
u= L e=] o | ue= .
0 1 P

Tegytik fel, hogy - u+ - v+ v -w = 0 teljesiil valamilyen «, 5,7 € R skalarokra. (1 pont)
Behelyettesitve u, v, w konkrét értékét és elvégezve a miiveleteket a kovetkezo linearis egyenletrend-
szerre jutunk:

a—v =0

—a+p =0
a—28+7 = 0 (2 pont)

B+p-y =0
Az els6 két egyenletbdl: a = § = . Ezt a harmadikba helyettesitve: o — 2o + o« = 0 adddik, vagyis
ez az egyenlet kovetkezménye az elsé kettonek. (1 pont)

(Valéban: a harmadik egyenlet az els6 (—1)-szeresének és a masodik (—2)-szeresének az 6sszege.)

A negyedik egyenlet = « és v = « helyettesités utén (p + 1)a = 0 alakot 6lt. (1 pont)
Ha p # —1, akkor ebbél o = 0 és igy § = v = 0 adédik. Igy ebben az esetben a tanultak szerint u,
v és w linedrisan fiiggetlenek. (3 pont)
Ha viszont p = —1, akkor a negyedik egyenlet is kévetkezménye az els6 kettonek (azok Osszege). gy
ebben az esetben a rendszernek megoldasa példaul o = § = v = 1, ezért u, v és w nem linearisan
figgetlenek. (2 pont)

Igy a feladat kérdésére a vélasz: u, v és w a p # —1 értékekre linedrisan fiiggetlenek.

A fenti linedris egyenletrendszer Gauss-elimindciéval is megoldhat6 (annak ellenére is, hogy ez mér
az els6 zarthelyi utdn szerepelt az anyagban). Ha valaki igy dolgozik, akkor a (nagyon egyszerii)
eliminaciéért 2 pont jar, majd annak az eredményébol a p # —1, illetve a p = —1 esetben a he-
lyes kovetkeztetés (vildgosan megindokolt) levondsaért 3, illetve 2 pont jar. Ebbél a 3+2 pontbdl
pedig 141 pont jar az egyenletrendszerre vonatkoz6 kovetkeztetésért (egyértelmiien megoldhatd, il-
letve végtelen sok megoldasa van) és 241 pont a vektorok linearis fiiggetlenségére vonatkozé helyes
kovetkeztetésért.

6*. Létezik-e olyan n egész szam, amelyre n* + 1 oszthaté 101-gyel?
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Tegyiik fel, hogy 101 | n* + 1 valamely n egészre. Ekkor n* = —1  (mod 101). (1 pont)
Ha 101 | n teljesiilne, akkor 101 | n*, vagyis n* = 0 (mod 101) kovetkezne, ami ellentmondas. Igy
101 t n, amibdl (101, n) = 1 (hiszen 101 prim). (2 pont)
Ezért alkalmazhat6 az Euler-Fermat tétel n-re és 101-re: n*1%) =1 (mod 101). (2 pont)
Mivel 101 prim, ezért ©(101) = 100. Vagyis n'® =1 (mod 101). (1 pont)
Mésrészt azn* = —1  (mod 101) kongruenciat 25-6dik hatvanyra emelve: n'® = (—1)%*  (mod 101),
vagyis n'% = -1 (mod 101). (2 pont)

Ez az ellentmondas mutatja, hogy ilyen n egész nem létezhet (hiszen 1 —1 (mod 101)). (2 pont)

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

1. A W < R* altér alljon azokbél az R*-beli vektorokbol, amelyeknek a masodik koordi- 5
natdja dupldja az elsének, a harmadik koordinataja pedig haromszorosa az elsének. (Igy 10
példaul a jobbra lathaté vektor W-beli.) Hatdrozzuk meg a W altér dimenzi6jat. (Azt ?1)3

nem szilkséges bebizonyitani egy teljes értékii megoldashoz, hogy W valéban altér.)
Xk ok x %



A W egy tetszbleges w € W elemére w = («, 2a, 3a, )T valamely «, 3 € R skaldrokra, (1 )
foy w=oa-(1,2,3,007 +3-(0,0,0,1)T. (2 )
Ez mutatja, hogy b; = (1,2,3,0)T és by, = (0,0,0,1)T generdtorrendszert alkotnak ¥-ben. (2 pont)
Mivel b, és b, nem skalarszorosai egymasnak, ezért linedrisan fiiggetlenek is. (2 )
fgy by, b, bazist alkot WW-ben, ( )
ezért dim W = 2. (2 pont)

2. Legyen A egy olyan 5 x 10-es matrix, amelynek a sorai linedrisan osszefiiggdk, b € R® pedig egy
oszlopvektor. Mutassuk meg, hogy ha az (A[b) kibévitett egyttthatéméatrixi linedris egyenletrendszer
megoldhato, akkor van olyan megoldasa is, amelyben legfoljebb 4 valtozo értéke 0-t6l killonbozo.

X ok ok ok ok

Els6 megoldas. Jelolje A sorait s, ..., s5;. Mivel a sorok linearisan 6sszefiiggdk, ezért valamelyikiik
— legyen ez példaul sg, a sorok sorrendje ugyanis érdektelen — kifejezheto a t6bbibdl linearis kombi-
naciéval: sy = \18; + ... + A48, (1 pont)
Vonjuk most le az (A|b) 6todik sorabdl az elsé \j-szeresét, stb., a negyedik \s-szeresét. Ekkor a fenti
Osszefliggés szerint az (A|b) 6todik sordban a vonaltdl balra csupa nulla lesz. (2 pont)
Ha most az 6todik sorban a vonaltél jobbra nem nulla éllna, akkor ez tilos sor volna, igy az egyen-
letrendszer nem volna megoldhaté. A feladat szovege szerint tehat ez lehetetlen. (2 pont)
fgy az 6todik sor csupa nulla sor, vagyis elhagyhaté. (1 pont)
Ha a megmaradt, 4 sort kibévitett egytitthatémétrixra futtatjuk a Gauss-eliminaciét, akkor (tovabb-
ra sem keletkezik tilos sor, hiszen a rendszer megoldhaté és) a redukélt 1épcsés alakban legfoljebb 4
vezéregyes lehet, hiszen minden megmaradd sorban pontosan 1 lesz. (2 pont)
Igy a redukalt 1épesés alakbél kiolvashaté megolddshalmazban legaldbb 6 szabad paraméter lesz. Ha
ezeknek az értékét mind O-nak valasztjuk, akkor valéoban olyan megoldast kapunk, amelyben legfol-
jebb 4 valtozo értéke 0-t6l kiilonbozo. (2 pont)
A csupa nulla sor keletkezése mellett érvelhetiink a kovetkez6képpen is: A rangja (a sorrangra gon-
dolva) legfoljebb 4, mert a sorok linedrisan 6sszefuiggék; ha tehat a Gauss-eliminaciéval hatarozzuk
meg A rangjat, akkor a redukalt 1épcsés alakban legfoljebb 4 vezéregyes lesz (igy az (A|b)-re futtatott
Gauss-eliminéciéban is ez torténik). Ha egy megoldé minden tovéabbi indoklas nélkiil csak kijelenti,
hogy a sorok linearis 0sszefiiggdségébol kovetkezoen keletkezik csupa 0 sor, az tehat a fenti pontozas
szerinti elsé 6 pontot biztosan elvesziti.

Masodik megoldas. Jelolje A rangjat r. Mivel a sorok linedrisan 6sszefiiggdk, ezért r < 4 (a sor-

rangra gondolva). (1 pont)
Jelolje A oszlopait aq, ..., a;o. Valasszunk ki ezek koziil az oszloprang definiciéja szerint r linearisan
fiiggetlent; jeloje ezeket ay, ..., a, (ugyanis az oszlopok szdmozasa érdektelen). (1 pont)
Ha most r + 1 < ¢ < 10, akkor az a4, ...,q,,a; rendszer az oszloprang definiciéja szerint linedrisan
osszefiiggd. Igy az Gjonnan érkezé vektor lemméja miatt a; € (ay, ..., a,). (1 pont)
Ebbdl kévetkezik, hogy (a;,...,a,) = {(ay,...,a;y). Valéban: mivel a tanultak szerint (a,...,qa,)
altér, ezért az altér definiciéja miatt az a; (i = 1,...,10) vektorokkal egytitt azok minden linearis
kombinacidja is (a,,...,a,)-ben van, igy (a,,...,a,9) C {(a,...,a,); a forditott irdnyt tartalmazas
pedig magatdl értetédé. (2 pont)
Mivel az (A|b) linedris egyenletrendszer megoldhatd, ezért a tanultak szerint b € (a,, ..., a9).(1 pont)
Igy (ay,...,a,) = (a,,...,a,) miatt b € (a,,...,a,) is igaz. (1 pont)
Ezért (ismét a tanultak szerint) megoldhat6 az (A’|b) kib6vitett egyiitthatomatrixa linedris egyen-
letrendszer is, ahol A" azt a matrixot jeloli, amelynek oszlopai a4, ..., a,. (1 pont)
Az (A'|b) egy tetszbleges megolddsa pedig valoban az (A[b) egy olyan megoldasat adja, amelyben
legfoljebb r < 4 valtozo értéke 0-t6l killonb6z6. (2 pont)



3. Hatarozzuk meg az aldbbi determinéns értékét.

3 15 9 3
-2 —-10 1 -6
1 5> 7 =3

2 13 12 -10

A determinanst a Gauss-eliminacié determinansra vonatkozo6 valtozataval szamitjuk ki:

3 15 9 3 15 3 1 15 3 1 153 1
2 —-10 1 -6 007 —4 0 3 6 —12 012 —4
1 57—3_3'004—4_(_3)'004—4_(_9)'004—4—
2 13 12 =10 0 3 6 —12 007 —4 00 7 —4
153 1 153 1
012 —4 012 —4
= (—36) - 00 1 -1 = (—36) - 00 1 1 — (—36) - 3 = —108.
00 7 —4 000 3

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasolé szamoldsi hiba 1 pont levonast jelent. A deter-
minansra vonatkozd egyes alapismeretek teljes vagy részleges hidnyabol fakadd elvi hibak viszont
darabonként 4 pont levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megoldd egy sor konstanssal szorzasa,
vagy sorok cseréje utan nem, vagy hibdsan koveti a determinans megvaltozasat. Kétes esetekben
elvi hibanak tekintend6 minden olyan hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megoldé a szdéban
forgd ismeretet helyesen probalta alkalmazni. Aranyos részpontszam jar minden, a determinédns ki-
szamitasanak iranyaba mutatd, hasznos lépésért. A kifejtési tétel puszta alkalmazasa (egyéb, tovabbi
atalakitasok nélkil) legfoljebb 2 pontot érhet, mert egyediil ezzel a determindns meghatérozasa nem
valik konnyebbé az eredeti feladatnal.

4. A 2 x 3-as A métrixnak nincs negativ eleme. Tudjuk réla ezen kiviil, hogy az A - AT matrix bal
felsé eleme 0, a jobb alsé eleme pedig 14; tovabbd az AT - A métrix bal felsé eleme 4, a jobb alsé
eleme pedig 9. Hatarozzuk meg az A, az A - AT, valamint az AT - A matrixokat.
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Legyen A = ( 3 Ze) JCC . Ekkor az A - AT illetve az AT - A elemeire vonatkozé megadott infor-
maciokbdl sorra a kovetkezo egyenletek kovetkeznek:
A+ +c = 0
d+e?2+f2 = 14
C+d2 = 4 (4 pont)
A+ f2 =9
Az els6 egyenletbdl a = b = ¢ = 0 adddik. (1 pont)

Innen a harmadik, illetve a negyedik egyenletbdl (felhasznélva az elemek nemnegativitasat is) d = 2,
illetve f = 3 kovetkezik. Végiil ezekbdl és a masodik egyenletbdl (és ismét a nemnegativitasbél) e = 1

adodik. (2 pont)

/ . (0 0 0

lgy tehat A = ( 5 1 3 ) (1 pont)
00 4 2 6

Elvégezve a métrixszorzdsokat: A - AT = s AT A= 2 1 3 | (2 pont)
0 14 6 3 9

5. Létezik-e inverze az alabbi A méatrixnak? Ha igen, akkor hatarozzuk meg A inverzét, valamint A
inverzének a rangjat.

1 -1 0
A= -13 15 =7
7 =8 4
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A~let a tanult médon, Gauss-elimindciéval szamitjuk:

1 -1 0/1 0 O 1 -1 0 1 0 0
-13 1L =710 1 0 |~] 0 2 =713 1 0 |~
7 =8 410 0 1 0 -1 41 -7 0 1
1 -1 0 1 00 1 -1 0 1 00 10 0] 4 47
0 1 7| B 1 0|l~|l0 10 347|~[010] 347 (3pont)
0 0 Ya|—1p 1o 1 0 0 1|-11 2 00 1|-1 1 2
A vonaltdl balra egységmatrix keletkezett (és igy det A # 0), ezért A-nak létezik inverze (2 pont)
és az a fenti, a vonaltdl jobbra esé matrix. (1 pont)
A - A7! = E miatt a determindnsok szorzastételébdl det A - det A~! = det E = 1 kovetkezik, igy
det A71 #£ 0. (2 pont)
Ebbél a determindnsrang definiciéja szerint azonnal kovetkezik, hogy r(A™!) = 3. (2 pont)

Az inverz 1étezését indokolhatjuk gy is, hogy kiilon kiszamitjuk A determinansat és mivel az nem 0
(det A = 1), ezért a tanultak szerint A~! 1étezik. A det A=1 #£ 0 allitast pedig indokolhatjuk gy is,
hogy A-A™' = A71. A = E miatt A~l-nek is 1étezik inverze (mégpedig A), igy a tanult tétel szerint a
determindnsa nem 0; aki azonban ugyanerre a kovetkeztetésre csupan az A- A~ = E 6sszefiiggésbol
jut (és tovabbi indoklast nem fiiz ehhez), az az ezért jaré 2 pontbdl csak 1-et kapjon meg. A~*
rangjat természetesen mashogyan, példaul Gauss-eliminacioval is szamithatjuk. Minden, a megoldést
érdemben nem befolyasol6 szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. Az egyes alapismeretek teljes vagy
részleges hidnyabol fakadé elvi hibak (jelentkezzenek azok akir A~', det A vagy r(A™!) szdmoldsa
kozben) darabonként 4 pont levonést jelentenek. Ha egy megoldé A~! szdmolasa kozben egyszerii
szamolasi hibat vét, de a végén a szamolasat beszorzassal ellendrizve észreveszi, hogy hibazott, az
ezért 1 pontot visszakaphat a szamolasi hibakért levont pontok koziil még akkor is, ha a hibat
kijavitani nem tudja.

6*. Legyenek U és V olyan 10 dimenzidés alterek R?°-ban, amelyeknek a nullvektoron kiviil nincs
kozos eleme. Mutassuk meg, hogy minden z € R?® vektorhoz taldlhaték olyan uw € U és v € V
vektorok, amelyekre z = u + v.
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Legyen U egy bazisa by, ..., by, és V egy bézisa ¢, ..., - (1 pont)
Allitjuk hogy a by,...,bj0,C1,-..,c1o rendszer linearisan fiiggetlen. Vegyiik ugyanis egy 0-t adé
linearis kombindciéjukat: B1by + ... + Biobig + 711 + - - - + Y10¢10 = 0. (1 pont)
Atrendezés utan: Bib, + ...+ frobyy = —V1€1 — - - - — T10C10; jelolje a két oldal kozos értékét w.(1 pont)
Mivel w kifejezheté a b;-kbél és a ¢;-kbél is lineédris kombindcidval, ezért (az altér definicibja szerint)
weUNW. Igy a feladat szovege szerint w = 0. (1 pont)
Mivel tehdt 516, + ...+ Brobig =0 és vic; +...+710c0 =086 a by,...,bpésac,...,corendszerek
egyarant linedrisan fiiggetlenek (mert bazisok a megfeleld altérben), ezért ebb6l f; = ... = 19 = 0 és
Y1 = ... =710 = 0 kovetkezik a tanultak szerint. Ezzel tehat valoban belattuk a b;,...,b19,¢1,---,C10
rendszer linedris fiiggetlenségét. (1 pont)
A tanultak szerint dimR? = 20, igy a by,...,bi0,¢C1,...,C1o rendszer egy dimenzié elemszamii,
linedrisan fiiggetlen rendszer R?*-ban. Ezért a tanultak szerint bazis. (2 pont)
Legyen most z € R¥ tetszéleges. A fentick szerint (a bédzis generdtorrendszer tulaj-
donsdga miatt) z kifejezheté a by, ...,b19,¢1,...,C19 vektorok linedris kombindcidjaként:
z = Piby + ... + Biobio + 711 + - .+ Y10Ci0- (1 pont)
Legyen u = B1by +. ..+ Brobig és v = y¢i + - . - +70c10- Ekkor tehdt x = u+v és (az altér definicidja
miatt) u € U és v € V is teljesiilnek, amivel a feladat allitasat belattuk. (2 pont)



