4 Rendezés

Korédbban mar lattunk egy rendezé algoritmust, a kivalasztésos rendezést. Ebben a fejezetben tovabbi
rendezé algoritmusokkal fogunk megismerkedni. Ezek tobbsége tigynevezett Osszehasonlitas alapu
rendezés lesz, azaz a rendezést csak az alapjan fogjuk tudni végezni, hogy a tomb két elemét egymassal

osszehasonlitjuk.

Buborékrendezés

A gyakorlaton mar taldlkoztunk azzal a feladattal, amikor egy tomb legkisebb elemét tgy kerestiik
meg, hogy végigmentiink a témboén, sorra Osszehasonlitottuk minden cella tartalmat az utana ko-
vetkezGvel, és ha az elol 4llo6 elem kisebb volt, mint a hatul allo, akkor megcseréltiik ket és végiil
visszatértiink az utolsd cella tartalmaval. Nézziikk most meg ugyanezt a feladatot, csak legkisebb

helyett legnagyobb elemmel.

4.1. feladat.

Rendezziik 4t a T' tomb elemeit ugy, hogy a legnagyobb elem az utols6 cellaba kertiljon.

1. algoritmus: Legnagyobb elem tomb végére mozgatasa

Input: egy n > 1 darab kiilonbo6z6 szamot tartalmazo 7' tomb
Output: 7' elemeinek olyan atrendezése, amiben a legnagyobb elem az utolso cellaban
van

ciklus: i fut 0-t6l (n — 2)-ig
ha T[i| > T[i + 1]:
csere(T'[i], T[i + 1])
ciklus vége
return 7'

Helyesség. Az algoritmus j6 kimenetet ad, mert minden cellat megnéziink, és ha elériink a

legnagyobb elemig, akkor azt addig mozgatjuk jobbra, amig a témb utols6 cellajaba nem keriil.

Az algoritmus véget ér, mert a tomb véges hosszisagu.

Lépésszam. A ciklusmag O(n)-szer fut le és minden lefutdaskor O(1) lépést tesziink, majd
lépésben visszatériink az eredménnyel, vagyis az algoritmus teljes lépésszama O(n)-O(1)+

o(1)
O(1) = O(n).

Ezt az eljarast hasznalva rendezhetjiik az egész tombot: elGszor a legnagyobb elemet mozgatjuk a



helyére, azaz az utols6 celldba, majd a masodik legnagyobb elemet mozgatjuk ugyanigy a helyére,
azaz az utolso el6tti cellaba, stb. Ehhez az 1. algoritmust el6szor a T'[0 : n — 1] tombon futtatjuk le,
majd az igy kapott tomb T'[0 : n— 2| résztombjén, sth. Az utolso lépésben a T'[0 : 1] résztombben elég
lesz a nagyobbik elemet a helyére mozgatni, hiszen ezzel mar az egész tomb rendezetté valik. Azt,
hogy éppen melyik résztombben dolgozunk, a kivalasztéasos rendezéshez hasonléan egy kiilsg ciklussal

fogjuk szabalyozni.

2. algoritmus: Buborékrendezés

Input: egy n > 1 darab kiilénb6z6 szamot tartalmazo6 7' témb
Output: névekvéen rendezett 1" tomb

ciklus: j fut (n — 1)-t6l 1-ig
ciklus: i fut 0-tol (j — 1)-ig
ha T'[i] > T[i + 1]:
csere(T'[i], T'[i + 1])
ciklus vége
ciklus vége
return 7'

Helyesség. Az algoritmus véget ér, hiszen az 1. algoritmust futtatjuk le véges sokszor. Az algoritmus
jo kimenetet ad: az els6 fazisban a legnagyobb elem bekeriil az utolsé cellaba, és utana az utolséd
cellaval mar nem csindlunk semmit; a masodik fazisban a maéasodik legnagyobb elem keriil be az

utolso el6tti cellaba, és utédna ezzel a cellaval mar nem csindlunk semmit, stb.

Lépésszam. A kiilss ciklus O(n)-szer fut le, minden lefutaskor O(n)-szer futtatjuk le a belsé ciklust,

aminek minden lefutéasakor O(1) lépést tesziink. A végén O(1) lépésben visszatériink az eredménnyel.

Ez 6sszesen O(n) - O(n) - O(1) + O(1) = O(n?) lépés.

4.2. példa.
Nézziink egy példat a buborékrendezésre.
Bemenet. A bemenet az alabbi 7'[0 : 3] t6mb.

T: | 7|11]14]2

1. fazis.
Elgszor osszehasonlitjuk a T[0] = 7 és a T[1] = 1 elemeket, és mivel az el6rébb allo a

nagyobb, ezért megcseréljiik Gket.

T: | 17142




Ezutan 6sszehasonlitjuk az igy kapott 7' témbben a T[1] = 7 és a T'[2] = 4 elemeket, és

mivel az elérébb 4ll6 a nagyobb, ezért megcseréljiik Sket.

T: | 1[4|7]2

Végiil dsszehasonlitjuk az igy kapott 7' témbben a T'[2] = 7 és a T[3] = 2 elemeket, és

mivel az elérébb 4ll6 a nagyobb, ezért megcseréljiik Sket.

T: |1 14]|2]|7

2. fazis.
Innentdél méar csak a 70 : 2] résztombbel dolgozunk tovabb.
Elgszor 6sszehasonlitjuk a T'[0] = 1 és a T'[1] = 4 elemeket, és mivel az el6rébb allo kisebb,
ezért nem cseréljik meg Sket. Ezutan 6sszehasonlitjuk a T'[1] = 4 és a T'[2] = 2 elemeket,

és mivel az elérébb allo a nagyobb, ezért megcseréljiik Sket.

T: |1]|12]4]7

3. fazis.
Mar csak a T[0 : 1] résztombbel dolgozunk tovabb. Osszehasonlitjuk a T[0] = 1 és a

T[1] = 2 elemeket, és mivel az el6rébb allo kisebb, ezért nem cseréljiik meg 6ket.

Ezzel az algoritmus véget ér.

Besziurasos rendezés
Tekintsiik az alabbi feladatot.

4.3. feladat.
Egy tombben névekvéen rendezetten taroltunk n darab szamot, de a témb utolsé elemét valaki
megvaltoztatta. Rendezziik O(n) lépésben az 1j tombot.

Megoldas. Mozgassuk a tomb utolsé elemét balra addig, amig a helyére nem kertil.



3. algoritmus: Az utolso elem kivételével rendezett tomb rendezése

Input: egy n > 1 darab kiilonb6z6 szamot tartalmazo T tomb, aminek a T'[0 : n — 1]
résztombje mar novekvden rendezett
Output: novekvéen rendezett T tomb

t=n—1

ciklus: amig T[i — 1] > T[i] ési >0
csere(T'[i — 1], T7i])
1:=1—1

ciklus vége

return 7'

Helyesség. Az algoritmus 0Osszehasonlitja az utolsé cella tartalmat a tomb tobbi elemével
hatulrol visszafelé haladva, és ha kell, akkor megcseréli 6ket. Ha az eredetileg utolsé szam mar
nem kisebb az éppen el6tte allonal vagy az utolsé szammal elértiik a tomb elejét, akkor (a
T[0 : n— 1] tomb rendezettsége miatt) a kapott tomb mar teljesen rendezett lesz. Az algoritmus

biztosan véget ér, legkésébb a témb elején.

Lépésszam. A ciklusmag legfeljebb (n — 1)-szer, azaz O(n)-szer fut le, hiszen ¢ értéke kezdet-
ben n — 1, amit egyesével csokkentiink legfeljebb addig, amig 0 nem lesz (az utolso lefutaskor
az értéke 1). Minden lefutaskor O(1) lépést végziink (két feltétel ellendrzését, egy cserét, és
egy értékadast). A végén még O(1) lépésben ellendrizziik a feltételek nem-teljesiilését, majd

visszaadjuk az eredményt. Ez 6sszesen O(n) - O(1) + O(1) = O(n) lépés.

A beszurasos rendezés gy miikodik, hogy ha a témb elején 1év6 néhany elemet méar rendezte, akkor a
tomb kovetkezs elemét a 3. algoritmussal a helyére mozgatja. Nyilvan az egyelemi T'[0 : 0] résztombre
tekinthetiink rendezett tombként. Ezutan meghivjuk a 3. algoritmust a 7'[0 : 1] résztémbre, majd az
atrendezés utan kapott T'[0 : 2] résztombre, és igy tovabb, egészen addig, mig az egész T[0 : n — 1]

tombre meg tudjuk hivni. Az eljaras végére igy rendezni fogjuk az egész T' tombot.



4. algoritmus: Beszurasos rendezés

Input: egy n > 1 darab kiilénb6z6 szamot tartalmazo6 7' témb
Output: névekvGen rendezett T' tomb
ciklus: j fut 1-t8l (n — 1)-ig
11=7
ciklus: amig T[i — 1] > T[i] és i >0
csere(T'[i — 1], T'[i])
i=1—1
ciklus vége
ciklus vége
return 7'

Helyesség. A 3. algoritmust mindig egy olyan résztémbre hivjuk meg, ami az utolso elem kivételével
mar rendezett, amit aztan ez az algoritmus teljesen rendez. Az utolsé fazisban a teljes T' tombre hivjuk

meg a 3. algoritmust, ezért az eljaras végén az egész tomb rendezett lesz.

Mivel (n — 1)-szer hivjuk meg a 3. algoritmust, amir6l méar lattuk, hogy véget ér, ezért ez az eljaras

is biztosan véget fog érni.

Lépésszam. A kiils¢ ciklusmag (n — 1)-szer, azaz O(n)-szer fut le. Minden lefutaskor végziink
O(1) lépeést (értékadas) és lefuttatjuk legfeljebb (j — 1)-szer, azaz j < n — 1 miatt O(n)-szer a bels
ciklust. A bels§ ciklusmag minden lefutasakor O(1) lépést végziink (ahogy ezt mar a 3. algoritmus
elemzésénél lattuk), és még O(1) lépésben ellendrizziik a feltételek nem-teljesiilését. Legvégil O(1)
lépésben visszaadjuk az eredményt. Ez dsszesen O(n) - (O(1) + O(n) - O(1) + O(1)) + O(1) = O(n?)

lépés.

4.4. példa.
Nézziink egy példat a beszurasos rendezésre.
Bemenet. A bemenet az alabbi T'[0 : 3] tomb.

T: | 71142

1. fazis.
Elgszor ugy tekintiink a tombre, aminek a T'[0 : 0] része mar rendezett, a vége (azaz a
T[1 : 3] résztomb) pedig még rendezetleniil tartalmazza az elemeket. Az els§ 1épésben a
helyére mozgatjuk a T'[1] elemet. Ehhez 6sszehasonlitjuk a T'[1] = 1 elemet az el6tte allo

T'[0] = 7 elemmel, és mivel kisebb lesz néla, ezért ezt a két elemet megeseréljiik.



T: |1 |71]14]2

Ezzel az 1-es a tomb elejére keriil, igy méar biztosan nem all el6tte olyan elem, aminél
kisebb lenne (hiszen semmilyen elem nem &ll el6tte). Vagyis most mar a kapott 70 : 1]

résztomb rendezett.

2. fazis.
Most a T'[0 : 1] rendezett résztombbe sztrjuk be a T'[2] elemet. Ehhez el@szor 6sszeha-
sonlitjuk a T[2] = 4 és a T[1] = 7 elemeket, és mivel az el6rébb allo a nagyobb, ezért

megcseréljiik cket.

T: | 114|712

Ezutén osszehasonlitjuk a T[1] = 4 és a T[0] = 1 elemeket, és mivel az el6rébb allo a

kisebb, ezért nem cseréljiik meg Gket.

3. fazis.
Veégiil a T[0 : 2] résztombbe szarjuk be a T'[3] elemet. Ehhez elGszor Gsszehasonlitjuk a

T[3] = 2 és a T[2] = 7 elemeket, és mivel az elérébb allo a nagyobb, ezért megceseréljiik

Sket.
T: 114127
Ezutan osszehasonlitjuk a T[2] = 2 és a T[1] = 4 elemeket, és mivel az el6rébb allo a

nagyobb, ezért megcseréljiik Sket.

T: 112417

Ezutén 6sszehasonlitjuk a T[1] = 2 és a T[0] = 1 elemeket, és mivel az el6rébb allo a

kisebb, ezért nem cseréljiik meg Gket.

Ezzel az algoritmus véget ér.

Osszefésiiléses rendezés

Tekintsiik az alabbi feladatot.



4.5. feladat.

Adott két rendezett tomb A[0 : k — 1] és B[0 : ¢ — 1], melyek egyiitt k& + ¢ darab kiilonb6zd
szamot tartalmaznak. Készitsiink egy olyan C[0 : k + ¢ — 1] tombot, ami az A-beli és B-beli
tombok elemeit névekvs sorrendben tartalmazza.

Megoldds.

5. algoritmus: Két rendezett témb Osszefésiilése

Input: egy novekvsen rendezett A0 : k — 1] tomb és egy névekvéen rendezett
B[0 : £ — 1] tomb, melyek egyiitt k + ¢ darab kiilonb6z6 szamot tartalmaznak
Output: egy névekven rendezett C[0 : k + ¢ — 1] tomb, ami az A-beli és B-beli
tombok elemeit tartalmazza

1:=0
7:=0
h:=0
ciklus: amig i < k és j </
ha A[i] < BJj]:
Clh] == A[i]
1 =1i+1
h:=h+1
kiilonben:
Clh] == B[j]
J=Jj+1
h:=h+1
ciklus vége
ha i == k:
ciklus: amig j < ¢
Clh) = Blj]
J=7+1
h=h+1
ciklus vége
kiilonben ha j == ¢:
ciklus: amig : < k
Clh] == A[i]
i=1+1
h:=h+1
ciklus vége
return C

Helyesség. Elindulunk az A és a B tombok elejérdl, és Osszehasonlitjuk az elsé elemeiket.
Mivel kiilon-kiilon A és B is rendezett, ezért az els6 elemeik koziil a kisebbik lesz az Osszes

tarolt elem minimuma, amit tehat helyesen irunk be a C' tomb elejére. Amelyik témben volt ez



a legkisebb elem, abban eggyel tovabb lépiink, és most azt az elemet hasonlitjuk 6ssze a masik
tomb aktuélis (jelen esetben els§) elemével. Ezt az eljarast folytatjuk, amig az egyik tomb el
nem fogy. Ekkor a masik tombben maradt elemeket bemasoljuk a C' tomb végére. Nyilvan az
eljaras minden fazisaban
— a C tomb rendezetten tartalmazza az addig feldolgozott elemeket,
— a C-be addig beirt elemek mindegyike kisebb a még fel nem dolgozott A- és B-beli ele-
meknél,
— a még fel nem dolgozott elemek koziil a legkisebb — a B és a C' tombok rendezettsége
miatt —a B és a C tomb els6 fel nem dolgozott eleme koziil a kisebbik.
Ezekbdl kovetkezik, hogy az eljaras végén a C' tomb rendezetten fogja tartalmazni az Osszes
A-beli és B-beli elemet.
Az eljarés véget ér, hiszen minden fazisban egy tjabb elemet frunk be a C' témbbe, és mivel

véges sok elem van, ezért a C' tomb egyszer csak megtelik.

Lépésszam. Az algoritmus minden fazisaban az i és j értéke koziil pontosan az egyiket fogjuk
eggyel novelni. Az eljaras akkor ér véget, amikor ¢ = k és j = /£ teljesiill. Mivel kezdetben
1 = j =0, ezért az eljarasnak Osszesen k + (¢ fazisa van.

Az algoritmus elején van O(1) értékadas (egészen pontosan 3 darab), majd minden fazis elején
O(1) 6sszehasonlitassal eldontjiik, hogy elértiik-e mar az A vagy a B tomb végét. Ha még nem
értiik el egyik tomb végét sem, akkor O(1) ésszehasonlitassal meghatarozzuk, hogy melyik elem
lesz a C' tomb kovetkezd eleme; ha mér elértiik az egyik tomb végét, akkor erre nincsen sziikség
— de ebben az esetben is becsiilhetjiik a nulla darab lépést O(1)-gyel. Ezutan O(1) lépésben
beirjuk a C' témbbe a kovetkezd elemet, majd O(1) lépésben néveljiik a megfelel6 indexek
értékét. Amikor mar mindkét tomb végét elértiik — ennek a megallapitasahoz még sziikkség van
O(1) 6sszehasonlitasra —, akkor O(1) lépésben visszaadjuk az eredményt. Mivel k + ¢ fazis van,

ezért, ez Osszesen
O1)+O0(k+7?)- (0(1) +0(1)+0(1) + O(l)) +0(1)+0(1)=0(k+¢)
lépés.
Az 5. algoritmust felhasznalhatjuk egy tomb rendezésére is: félbevagjuk a tombot, rendezziik kiilon
az elsd felét, kiilon a mésodik felét, és az igy kapott részeket Osszefésiiljiik. Természetesen a témb

elsd, illetve mésodik felét is ugy rendezziik, hogy félbevagjuk 6ket, kiilon-kiilon rendezziik ezeket a

részeket, majd Osszefésiiljiikk 6ket. Addig vagdossuk ismételten félbe a tombiinket, amig a kapott



részek egyelemtick nem lesznek, hiszen azokat onmagukban mar tekinthetjiik rendezett részeknek.
Vagyis az Osszeféstiléses eljaras rekurziv: minden fazisban sajat magéat hivja meg (kétszer is) egyre

kisebb bemeneteken.

6. algoritmus: Osszefésiiléses rendezés

Input: egy n > 1 darab kiilonbo6z6 szamot tartalmazé T tomb
Output: névekvGen rendezett 1" tomb

ha n > 1:
A = osszefesulesesrendezes(T[0 : |(n — 1)/2]])
B := osszefesulesesrendezes(T'[|(n — 1)/2] + 1 :n — 1])
T = osszefesul(A, B)

return T’

Az 6sszefésiiléses rendezés 1épésszamat most nem elemezziik részletesen.
4.6. tétel. Az Gsszefésiiléses rendezés lépésszama O(nlog,n).

Az alabbi tételt, miszerint nagysagrendileg ennél nincsen gyorsabb &sszehasonlitas-alapt rendezd

algoritmus, szintén nem bizonyitjuk.

4.7. tétel. Minden Osszehasonlitas-alapt rendezé algoritmushoz tetszéleges n esetén van olyan n-

méretd tomb, amin az algoritmus legaldbb %n log, n lépést tesz.

Kulcsmanipulacios rendezések.

Vannak nem 6sszehasonlitas-alapt rendezd algoritmusok is, melyek az 6sszehasonlitasokon kiviil mas
modon is nyernek informéciot a rendezendé tomb elemeirdl, példaul elére tudjak, hogy milyen elemek
fordulhatnak el6 a rendezendd tomb cellaiban. Ezek bizonyos specialis esetekben akar gyorsabban is

tudnak rendezni, mint O(nlog, n).

Egy ilyen rendezési algoritmus példaul a ladarendezés.

Ladarendezés. (Hamarosan...)
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