3 Egyszert adatszerkezetek: tomb és lan-

colt lista

Eddig az adatainkat mindig tombben taroltuk, ami az egyik legegyszeriibb adatszerkezet. Most

megismerkediink egy masik alapvets adatszerkezettel is, a lancolt listaval.

Az adatszerkezet alatt az adatok elrendezésének és tarolasanak modjat értjiik. Az adatszerkezet
hatarozza meg, hogyan kezelhetSk és érhetsk el az adatok. A leggyakrabban az alabbi mtiveleteket
akarjuk végrehajtani az adatokkal — a valasztott adatszerkezettsl pedig nagyban fiigg, hogy milyen
gyorsan végezhetdk el ezek a miveletek:

— keresés (egy adott érték megtalalasa a taroltak kozott),

— beszuras (14 érték beillesztése),

— torlés (egy adott érték megkeresése és eltavolitasa a taroltak kozil).

Az n-elemt témb olyan adatszerkezet, amelyben lefoglalunk egymés mellett n darab cellat. A celldk
0-tol (n— 1)-ig vannak megindexelve, és az index megadéséaval O(1) lépésben elérjiik a megfelels cella

tartalmat.

A lancolt lista esetében nincsenek indexek: az egymas utani elemekre mutatok (pointerek) mutatnak.

A mutat6 azt mondja meg, hogy hol talalhato a lancolt lista kdvetkezs eleme.

A 3.1. abran egy lancolt listat lathatunk. Az ,eleje” mutaté a lancolt lista els6 elemére mutat, a
tovabbi mutatok pedig rendre a kovetkezs elemekre. A legutolsé elem mutatojanak értéke ,none”.
A lancolt listaban tgy tudunk mozogni, hogy az elejérsl indulunk, majd a mutaték mentén haladva

sorban el tudjuk érni az 0sszes elemet.

eleje

P 4 > 1 p 8 —Pp none

3.1. 4bra. Példa lancolt listara.

Létezik ugynevezett kettds lancolt is, ahol nem csak a kovetkezs elemre, hanem az el6zére is mutat

egy mutato, de ezekkel itt most nem foglalkozunk részletesebben.



Miiveletek tombben és lancolt listaban

A kovetkezGkben megvizsgaljuk, hogy hogyan miikodik a keresés, a beszuras, és a torlés tombok és

lancolt listak esetén.

Keresés. A lancolt listaban ugy tudunk csak keresni, hogy elindulunk a lista elején, és a mutatok
mentén haladva sorra végignézziik az Osszes elemet. A keresés addig tart, amig meg nem talaljuk
a keresett értéket, vagy el nem érlink a lista végére. Vagyis egy n-elemi lancolt listaban a keresés

lépésszama O(n).

Rendezetlen tombokben valo keresést tulajdonképpen mar megvaldsitottunk kordbban — persze nem
csak T-est lehet keresni, hanem a bemenet részévé tehets, hogy milyen elemet kerestink. Ennek az

algoritmusnak is O(n) a lépésszama.

Azonban ha a tomb rendezett, akkor lehetiink ennél iigyesebbek is; ezt hamarosan latni fogjuk.

Besztras. Tombbe 1j elemet csak akkor tudunk beszurni, ha van még szabad hely. Ha a tomb
betelt, akkor egy nagyobb tombot kell lefoglalnunk, amibe &t kell masolni az Gsszes eddigi elemet,
majd beletenni az 1j elemet. Emiatt a gyakorlatban sokszor eleve valamivel nagyobb méretti tombaot
foglalunk le, mint amire latszolag sziikségiink van. Ennek a tombnek csak az elejét toltjiik ki, a vége
iiresen marad — lehet6vé téve, hogy egy darabig konnyedén szurjunk be 1j elemeket a tombbe. De
még ha vannak is iires cellak a tomb végén, a besziras abban az esetben sem feltétleniil megy azonnal,

ha nem a tomb végére szeretnénk elhelyezni az 1j elemet.

Tegyiik fel, adott egy 70 : N — 1] tomb, amiben n < N elemet tarolunk, és valamelyik ¢ €
{0,1,...,n — 1} indext cellaba akarunk besztrni egy 1j elemet (tehat ahol mar van egy elem).

— Ha a tomb elemeinek sorrendjére nem vagyunk tekintettel, akkor ez egyetlen mozgatassal meg-
oldhato: a T'i| elemet attessziik az n indextd celldba, igy az ¢ indext cellaba mar beirhatjuk az
1 elemet. Ebben az esetben tehat O(1) lépésben tudunk beszirni a témbbe.

— Ha a tomb elemeinek sorrendjét meg akarjuk &rizni, akkor az i,7 + 1,...,n — 1 indext cellak
tartalmat is eggyel arrébb kell mozgatnunk: a T'[n — 1] elemet at kell tenniink az n indexi
cellaba, az T'[n — 2| elemet az n — 1 indexd cellaba, ..., a T'[i] elemet az i + 1 indexi celldba, és
ezutén irhatjuk be 7 indext cellaba az 1j elemet. Ebben az esetben akar n darab mozgatéasra is
sziikség lehet (ha a tomb elejére akarunk beszirni). Vagyis a rendezett tombbe valo besztras

lépésszama O(n).



Ezzel szemben a lancolt lista konnyedén bévithetd barmelyik részén. Ha példaul az A és B elemek
kozé szeretnénk beszirni egy X elemet, akkor elegendé A mutatdjat X-re, X mutatojat pedig B-re
allitani. Hasonloan konnyen megy a besziras a lancolt lista elejére vagy a végére is. Feltéve, hogy
adott egy mutatoé arra az elemre, amelyik mogé egy 14j elemet akarunk beszirni, a lancolt listaba

besziras lépésszama O(1).

Torlés. A tombbdl vald torlés hasonléan miikodik, mint a beszuras. Tegyiik fel, hogy adott egy
T[0: N — 1] tomb, amiben n < N elemet tarolunk, és aminek most valamelyik i € {0,1,...,n — 1}
indext cellajat akarjuk tordlni.

— Ha a tomb elemeinek sorrendjére nem vagyunk tekintettel, akkor ez egyetlen mozgatassal meg-
oldhato: a T'[n— 1] elemet attessziik az ¢ indext cellaba. Ebben az esetben tehat O(1) lépésben
tudunk torélni a témbbdl.

— Ha a tomb elemeinek sorrendjét meg akarjuk 6rizni, akkor az ¢ + 1,...,n — 1 indexi cellak
tartalmat eggyel arrébb kell mozgatnunk: a T'[n — 1] elemet at kell tenniink az n — 2 indext
cellaba, az T[n — 2] elemet az n — 3 indext cellaba, ..., a T[i + 1] elemet az i indexii cellaba.
Ebben az esetben akar n — 1 darab mozgatasra is sziikség lehet (ha a tomb elsé cellajat akarjuk

torolni). Vagyis a rendezett tombbdl valod torlés lépésszama O(n).

Lancolt listaban a torlés hasonléan egyszerd a beszirashoz. Ha példaul az A és a B elem kozott allo
X elemet akarjuk tordlni, akkor elegends az A elem mutatojat a B-re atéllitani (és az X elemet a
mutatojaval egyiitt torolni). Hasonldéan konnyt a lancolt lista els§ vagy utolsé elemének a torlése is.
Feltéve, hogy adott egy mutaté arra az elemre, amelyik mogotti elemet ki akarjuk térélni, a lancolt

listabol torlés 1épésszama O(1).

A tomb és a lancolt lista kozotti kiilonbséget jol szemlélteti a kovetkezd hasonlat.

A t6mb olyan, mint egy rogzitett lapi, szamozott fiizet, amibe folytonosan jegyzeteliink. Az oldal-
szamok alapjan gyorsan kereshetiink, de utélag nem tudunk betoldani oldalakat a fiizet belsejébe,
csak a végéhez tudunk hozzairni, feltéve, hogy a fiizetiink még nem telt be. Tovabba térdlni sem
lehet bel6le kulturaltan.

A lancolt lista ezzel szemben olyan, mint egy gytirts lefiz6. Itt nincsenek oldalszamok, vagyis lassab-
ban talaljuk meg, amit keresiink, viszont barmikor tetszéleges helyen besztirhatunk vagy kivehetiink

lapokat.



4 Keresés

Ebben a fejezetben azt a feladatot fogjuk vizsgalni, amikor adott egy n-elemt T" témb és egy s elem,

és azt akarjuk eldonteni, hogy az s elem szerepel-e a T tombben.

Linearis keresés

Az emlitett feladatot s = 7 esetén mar megoldottuk kordbban, és nyilvan altalanos s elem ese-
tén is pont ugyanezt kell csinalni. Ezt az eljarast, amikor sorra megvizsgaljuk az elemeket, hogy

megegyeznek-e a keresett elemmel, lineéris keresésnek nevezziik.

1. algoritmus: Linearis keresés rendezetlen témbben

Input: egy n > 1 darab kiilonb6z6 szamot tartalmazo T' tomb és egy s szam
Output: ha T tartalmazza az s szamot, akkor az s szam T-beli indexe, ellenkez§ esetben
nincs

ciklus: i fut 0-t6l (n — 1)-ig
ha Ti]| == s:
return ¢

ciklus vége
return "nincs"

Ahhoz az algoritmushoz hasonldéan, amelyikkel eldontottiik, hogy van-e 7-es egy témbben, az 1. al-

goritmus is nyilvan helyes és a lépésszama O(n).

Amennyiben tudjuk, hogy egy névekvéen rendezett T témbben keresiink, tigy korédbban is észreve-
hetjiik, ha a linearisan keresett s elemet nem tartalmazza a T tomb: ha a tomb elejérdl indulva még
nem lattuk s-et, és az éppen vizsgalt elem méar nagyobb, mint s, akkor mar biztosan allithatjuk, hogy

s nincs benne a 1" tombben.



2. algoritmus: Linearis keresés rendezett tombben

Input: egy n > 1 darab kiilonb6z6 szamot tartalmazo, novekvéen rendezett T' tomb,
valamint egy s szam
Output: ha T tartalmazza az s szamot, akkor az s szam T-beli indexe, ellenkezé esetben
nincs

ciklus: ¢ fut 0-t6l (n — 1)-ig
ha Ti]| == s:
return ¢
kiilonben ha T7i] > s:
return "nincs"
ciklus vége
return "nincs"

Helyesség. A tomb rendezettsége miatt minden olyan cellat megnéziink, amiben a téarolt elem
legfeljebb s, vagyis ha s benne van a tombben, akkor azt biztosan észre fogjuk venni, és ekkor jo
kimenetet adunk. Ha azonban s nincs a tombben, akkor vagy még megnézziik az s-nél nagyobb
elemek koziil a legkisebbet, vagy a tomb végére ériink, és ebbdl helyesen kdvetkeztetiink arra, hogy
s nincs a tombben, azaz ekkor is jo kimenetet adunk. Az algoritmus biztosan véget ér, legkésébb a

tomb végén.

Lépésszam. Tekintsiik 1épésnek az Osszehasonlitdsokat, valamint az eredmény visszaadasat. A ciklus
n-szer fut le, és minden lefutéskor O(1) lépést végziink (nevezetesen legfeljebb két Gsszehasonlitast),
végiil az algoritmus még O(1) lépést tesz (az eredmény visszaadasaval). Ez 6sszesen n - O(1) = O(n)
lépés.

Konnyt megmutatni azt is, hogy amennyiben a tomb legutols6 elemét vagy egy tombben nem tarolt

elemet keresiink, ugy ez az algoritmus is n + 1 darab lépést tesz, vagyis az O(n)-es lépésszam-

becslésiink éles.

Binaris keresés

Rendezett tombben azonban még hatékonyabban is tudunk keresni. A modszer 1ényege a kovetkezd
otleten alapul: ha egy nyomtatott szotarban (amiben a szavak abécé szerint vannak rendezve) keressiik
az algoritmus szot, akkor ezt nem ugy keressiik meg, hogy a konyv elejérél egyesével végigolvassuk
a szavakat, hanem felcsapjuk valahol a szotart — ha példaul az adatszerkezet sz6 az els§ azon az
oldalon, ahol a szotar kinyilt, akkor tudjuk, hogy az algoritmus szé hatrébb lesz, mig ha a tomb

szonal nyilt ki a szotar, akkor tudjuk, hogy elérébb kell keresniink.



A fenti példa annyiban santit, hogy vannak el6zetes ismereteink a bettik eloszldsarol a magyar nyelv-
ben és érezziik, hogy az algoritmus szonak valahol a szotar kozepén illene lennie, és nem a szotar
végén keresgéljiik (ahol nagy valoszintiséggel a tdmb szot talaltuk helyette). Ha viszont nincs ilyen
el6zetes tudasunk a téarolt elemekrsl, akkor a legjobb hely, ahol felcsaphatjuk a szétérat, az éppen
a kozepe: ekkor a legrosszabb esetben is csak a szotar felében kell tovabb keresgélniink. Hogyan
keresiink a szotar felében tovabb? Pontosan ugyanigy: a megmaradt felének megint a kdzepét néz-
zilk meg, ami utan a legrosszabb esetben is méar csak a teljes szotar negyedében kell folytatnunk a

keresést, stb.

Binaris keresés szovegesen leirva.

A bemenet egy n > 0 darab kiilonb6z8 szamot tartalmazo T tomb és egy s szam. A kimenet az s

szam T-beli indexe, ha T tartalmazza s-et, ellenkez6 esetben nincs.
Ha n = 0, akkor a valasz nincs.

Ha n > 1, akkor vegyiik a témb kozéps6 elemét — ha két kozépsé elem van, akkor ezek koziil az
elérébb allot vegyilik — és hasonlitsuk ezt 0ssze s-sel.
— Ha a kozéps6 elem s, akkor a valasz a kozépsé elem indexe.
— Ha a kozéps6 elem nagyobb, mint s, akkor a keresést ugyanezzel a modszerrel a tomb elsé
felében folytatjuk.
— Ha a kozépsé elem kisebb, mint s, akkor a keresést ugyanezzel a modszerrel a tomb mésodik

felében folytatjuk.

Helyesség. Ha n = 0, akkor semmilyen elem sincs a tombben, tehat jol valaszoljuk azt, hogy s nincs
a tombben. Ha n > 1, akkor harom eset van.
— Az els6 esetben megtalaltuk s-et a kdzépss cellaban, tehat jo indexet adtunk vissza kimenetként.
— A masodik esetben — tehat amikor a kozépss elem nagyobb s-nél — a tomb rendezettsége miatt
a tomb masodik felében 1év Osszes elem nagyobb s-nél; vagyis ekkor ha s szerepel a témbben,
akkor csak a tomb kozépss eleme el6tti részben lehet.
— A harmadik esetben — tehat amikor a kozépsé elem kisebb s-nél — a témb rendezettsége miatt
a tomb elsé felében 1évs Osszes elem kisebb s-nél; vagyis ekkor ha s szerepel a tombben, akkor

csak a tomb kozéps6 eleme utani részben lehet.

Az eljarés biztosan véget ér, hiszen minden cellaban 1év6 elemet legfeljebb egyszer hasonlitunk Gssze

s-sel.



Binaris keresés pszeudokéddal.

A pszeudokoéd megirasahoz sziikségiink lesz olyan indexekre, amik segitségével a még megmaradt
résztombiinket nyilvantarthatjuk. Ezek tarolaséra egy eleje és egy vege valtozot fogunk hasznalni.

Ekkor a T'[eleje : vege] tomb kézépss elemének indexe

lej ; 3
. %, ha eleje + vege paros;
lej -1 ; 3
— leletiege=l ha eleje + vege paratlan;

eleje+tvege

amit Osszefoglalva ugy is felirhatunk, hogy [ 5 elejezﬂ

J, azaz az szam also egészrésze.

Ha a kozéps6 elem éppen a keresett elem, akkor visszatériink a kozepso valtozo értékével. Ha a
kozépsd elem kisebb, mint s, akkor a vizsgalandé tomb végének az indexét — azaz a vege valtozot —

kell modositanunk, ellenkez6 esetben pedig az eleje valtozot.

A témb egymés utani felezgetését egy ciklussal fogjuk megvalositani. A tombot addig felezgetjiik,
amig vagy meg nem talaljuk a keresett elemet (és ekkor visszatériink az elem tombbeli indexével),

vagy amig marad még vizsgidlando elem, azaz amig eleje < vege teljesiil.

3. algoritmus: Binaris keresés

Input: egy n > 1 darab kiilonb6z8 szémot tartalmazo, névekvéen rendezett T' tomb,
valamint egy s szam
Output: ha T tartalmazza az s szamot, akkor az s szam T-beli indexe, ellenkez§ esetben
nincs

eleje =0
vege :=n —1
ciklus: amig eleje < vege

{eleje + vegeJ
kozepso = — 5
ha T'[kozepso| == s:

return kozepso
kiilonben ha T'[kozepso| > s:
vege = kozepso — 1
kiilonben:
eleje := kozepso + 1
ciklus vége
return "nincs"

Ez a pszeudokod pont azt valositja meg, amit korabban szovegesen néztiink. Tehéat az algoritmus

helyes.

Lépésszam. Annak meghatarozasahoz, hogy legfeljebb hanyszor fut le a ciklusmag, tekintsiik a még



vizsgaland6 tomb méretét. Jeldlje k azt, hogy legfeljebb hanyszor fut le a ciklusmag.

— Kezdetben a tomb mérete n.

A ciklusmag els6 lefutdsa utan a tomb mérete mar legfeljebb csak n/2,

a masodik lefutas utan legfeljebb n/4,
— a harmadik lefutas utan legfeljebb n/8,

— a k-adik lefutas utan legfeljebb n /2.

A ciklusmag azért futott még le k-adszorra, mert elGtte még a vizsgédland6 tomb mérete legalabb 1
volt, azaz
n

g 21

teljesiilt. Ezt atrendezve
n Z 2k71

adodik. Mivel a 2-es alapi logaritmus-fliggvény szigori monoton novekvs, ezért

logon >k —1,

azaz

kE <logyn + 1.

Osszességében tehat az algoritmus elején O(1) lépést végziink (nevezetesen két értékadast), majd
O(logyn)-szer fut le a ciklusmag, és minden lefutéaskor O(1) lépést végziink (nevezetesen legfeljebb
egy értékadast és legfeljebb egy Osszehasonlitast), majd az algoritmus egy eredmény-visszaadéssal ér

véget, ami O(1) lépés. Ez Osszesen

O(1) + O(logyn) - O(1) + O(1) = O(log, n)
lépés.
Erdemes megfigyelni azt is, hogy egy log, n 1épésszamu algoritmus hogyan viselkedik az input mére-
tének novelésekor: a kordbbi szdmolésokhoz hasonléan egy 2k-méretd tombon egy log, n 1épésszamu
algoritmus log,(2k) = log,2 + logy k = 1 + log, k darab lépést tesz, azaz mindossze eggyel tobb

lépésre van sziiksége, mint egy k-méretd tomb esetén. A binaris keresés esetén ez szépen latszik is: a

(2k)-méretii tombbdl egy lépésben egy k-méretiit csinal, és azzal dolgozik tovabb.

Be lehetne bizonyitani, hogy a binaris keresés olyan értelemben a legjobb, hogy nincs olyan Gssze-
hasonlitds alapu keresd algoritmus, ami minden esetben kevesebb mint log,n + 1 Gsszehasonlitast

hasznal.
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