2 A nagy ordoé jelolés

A félév soran altalaban L(n)-nel jeloljiik azt a fiiggvényt, ami a vizsgalt algoritmusunk lépésszamat
irja le. Ez a fiiggvény minden pozitiv n érték esetén azt adja meg, hogy hany lépést tesz az algoritmus

a ,legrosszabb” n-méret bemeneten.

A lépésszam pontos meghatarozasa gyakran nehéz feladat. Méar annak az eldontése sem mindig
egyszertd, hogy melyik bemenet szamit ,legrosszabbnak” és egy Osszetettebb algoritmus esetén a

megtett lépések pontos megszamolasa is bonyolult lehet.

Raadasul a lépésszam meghatarozasakor inkdbb arra vagyunk kivancsiak, hogy mennyire lassul le az
algoritmus, ahogy egyre nagyobb méretti bemeneteken kezdjiik el azt futtatni. Ehhez pedig nincs

feltétleniil sziikségiink arra, hogy pontosan fel tudjuk irni az L(n) fiiggvényt.

Példéaul, ha abrazoljuk a kivalasztasos rendezés 11. algoritmusanak korabban kiszamolt 1épésszamat,
azaz az L(n) = 1,5n? + 1,5n — 2 fiiggvényt, akkor azt latjuk, hogy ,nagy” n értékek esetén ez ,alig
kiilénbozik” a 1,5n? fiiggvénytdl; 1asd 2.1. abra.

1,5n2 +1,5n — 2

1000 1

A 4

0 10

2.1. abra. Az 1,5n2 + 1,5n — 3 és az 1,5n? fiiggvények.

Amikor 1épésszamokrol beszéliink, akkor szinte mindig elég azt meghatérozni, hogy a lépésszam
példaul n-nel, nlogn-nel, n?tel, 2"-nel aranyos-e, és nem torédiink azzal, hogy milyen konstans

szorz6 szerepel az n-es tag el6tt. Ennek az az oka, hogy a lépésszamra adott becsléssel azt szeretnénk
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leirni, hogy milyen tempoéban fog az algoritmus futasa lassulni. Ebbdl a szempontbdl pedig az n

és az 5n lépésszamu algoritmusok ugyanigy viselkednek, mig példaul az n

algoritmusok mashogy; lasd a 2.1. tablazatot.

2

-es ¢és az 3n? lépésszami

Algoritmus | Lépésszam tetszdleges Hény lépést tesz az algoritmus egy Hényszorosara
sorszama n-méretd tombon k-méretii tdmbon? (2k)-méretd t3mbon? nétt a lépésszam?
n k 2k kétszeresére
2. 5n 5k 5-(2k) = 10k kétszeresére
3. n? k? (2k)* = 4K* négyszereseére
4. 3n? 3k? 3. (2k)* = 12k* négyszeresére
5. n? k? (2k)* = 8k* nyolcszoroséara
6. 4n3 4k3 4 - (2k)® = 32k3 nyolcszoroséra

2.1. tablazat. Milyen tempoban lassul egy n, egy bn, egy n?, egy 3n?, egy n? és egy 4n3 lépésszami
algoritmus?

Ezek a meggondolasok motivaljak az alabbi definiciot.

2.1. definicié.
Azt mondjuk, hogy egy algoritmus L(n) lépésszama O(f(n)) (ejtsd: nagy ordo f(n)), ha van

olyan ¢ pozitiv konstans és ng pozitiv kiiszobérték, hogy minden n > ng esetén
L(n) <c- f(n)

teljesiil.

Erdemes megfigyelni, hogy a 2.1. definicié a korabbi szempontok mindegyikét magaban foglalja:
,hagy” méretd bemenetek esetén ad az L(n) lépésszamra egy olyan felsé becslést, ami nem foglalkozik

a konstans szorzoval.

2.2. példa.
Megmutatjuk, hogy a kivalasztasos rendezést megvalosité 11. algoritmus lépésszama O(n?).
Nyilvan

L(n) = 1,5n* 4+ 1,5n — 2 < 1,5n + 1,5n.

Mivel ha n > 1, akkor n < n?, ezért

L(n) < 1,5n% + 1,5n < 1,5n* + 1,5n* = 3n°.
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Vagyis a 2.1. definicioban a ¢ = 3 és az ng = 1 értékeket valasztva latjuk, hogy L(n) valoban
O(n?).
Nyilvan ekkor a 11. algoritmus lépésszama O(n?) is, hiszen ha n > 1, akkor
L(n) < 3n* < 3n°
Vagyis a 2.1. definiciéban a ¢ = 3 és az ng = 1 értékeket valasztva latjuk, hogy L(n) valoban O(n?).

Megjegyezziik azt is, hogy a nagy ordd definicijaban nincs valamiféle legjobb” ¢ és ngy véalasztas.
Példaul tgy is megmutathattuk volna, hogy a kivélasztésos rendezés lépésszama O(n3)-6s, haac =1

és ng = 3 értékeket valasztjuk: ha n > 3, akkor
L(n) < 3n*<n-n®>=n

Ellenben a 11. algoritmus lépésszama nem lesz O(n); de ezzel nem foglalkozunk részletesebben ennek

a targynak a keretein beliil.

A nagy ordé tulajdonsagai.

Az alabbi allitast itt nem bizonyitjuk, de nagyon gyakran fogjuk hasznalni.

2.3. allitas.

— Egy O(f(n))-es és egy O(g(n))-es fiiggvény szorzata O(f(n)-g(n))-es lesz. Avagy témorebben

leirva

— Egy O(f(n))—es és egy O(g(n))—es fliggvény Osszege O(max (f(n),g(n)))-es lesz. Avagy

tomorebben leirva

O(f(n)) + O(g(n)) = O(max (f(n),g(n)))

Az el6z6, 6sszeadasra vonatkozd szabaly alkalmazéasakor figyelni kell arra, hogy az csak konstans sok

fiiggvény Osszeadasa esetén mikodik.

2.4. példa.

Ha az Osszeadandok darabszama fligg n-t6l, akkor méar nem feltétlenil lesz igaz, hogy a leg-
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nagyobb nagysagrendi Osszeadandé fogja meghatarozni az Osszeg nagységrendjét. Ahogy mar

korabban lattuk,

(n—1)+(n—2)+(n—3)+...+1:w,

ami O(n?)-es, de nem O(n)-es, holott a legnagyobb nagysagrend (s6t, mindegyik) dsszeadando
O(n)-es.

Néhany nevezetes 1épésszam nagy ordod szerinti sorrendje.

Az alabbi 1épésszamok a hozzajuk tartozo algoritmusok gyorsasaga szerint vannak felsorolva, a gyor-
sabbaktol a lassabbakig.

2 3 n n n
1, logyn, +/n, n, n° n° ..., 2" 3" ..., nl, n

2.5. példa (Kiiszobindexek és konstans-szorzok meghatarozasa gyakran hasznalt becslésekhez).

— Ha n > 1, akkor n < n?, azaz a definiciéban a ¢ = 1 és ng = 1 értékeket valasztva latjuk,

hogy n valoban O(n?)-es.

— Ha n > 1, akkor n? < n3, azaz a definicioban a ¢ = 1 és ny = 1 értékeket valasztva latjuk,

hogy n? valoban O(n?)-os.
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hogy +/n valéban O(n)-es.

hogy 1 valoban O(log, n)-es.

log, n

-

valasztva latjuk, hogy log, n valéban O(n)-es.

—_
|

Természetesen léteznek a fenti sorrendben nem szerepld lépésszémok is.

talalkozni fogunk O(nlog, n)-es lépésszamu algoritmussal.
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~ Ha n > 1, akkor \/n < n, azaz a definicioban a ¢ = 1 és ng = 1 értékeket valasztva latjuk,

— Han > 2, akkor 1 < log, n, azaz a definicibban a ¢ = 1 és ng = 2 értékeket valasztva latjuk,

— Ha n > 0, akkor log,n < n, azaz a definicibban a ¢ = 1 és példaul az ny = 1 értékeket

A kés6bbiekben példaul



2.6. feladat.

Hatéarozzuk meg, hogy hol helyezkedik el a fenti sorrendben egy n log, n lépésszami algoritmus.

Megjegyezziik, hogy nagy ordéban a logaritmus alapjat gyakran elhagyjuk, ugyanis a kozépiskola-
ban tanult logaritmus-azonossagok miatt a kiilonb6z6 (konstans) alapt logaritmusok mindossze egy

konstans-szorzoban térnek el egymastol. Példaul
log, n
log, 10

log,p,n = ~ 0,3010 - log, n.

A kivalasztasos rendezés lépésszamanak becslése a nagy ordo segitségével.

A nagy ord¢ definici6janak ismeretében a kivalasztasos rendezést megvalosito 11. algoritmus 1épés-
szamét egyszertibben is meg tudjuk becsiilni. A kiils6 ciklus magja O(n)-szer fut le (egészen pontosan
n — l-szer fut le, és n — 1 < n). A kiils§ ciklus magjaban minden alkalommal O(1) lépést tesziink
(nevezetesen 2 darab értékadast és 1 darab cserét hajtunk végre) és O(n)-szer lefuttatjuk a belss
ciklus magjat (egészen pontosan a (n — 1 — j)-szer fut ez le, és n — 1 — j < n). A belss ciklus
magjaban minden alkalommal O(1) 1épést tesziink (nevezetesen 1 darab Gsszehasonlitast és legfeljebb
2 darab értékadast végziink el). A végén még van O(1) 1épés (nevezetesen az eredmény-visszaadas).

Ez Osszesen

O(n) - (O(1) +O(n) - O(1)) + O(1) = O(n?)
lépés.

Vagyis ezzel belattuk a kovetkezé allitast.

2.7. tétel.

A kivélasztésos rendezés (azaz a 11. algoritmus) lépésszama O(n?).
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