Algel 2025 DAG, topologikus rendezés 4. gyakorlat

1. Futtassa le a DFS-MAIN(G)-t az alabbi (szomszédossagi listaval adott) iranyitott grafban ugy, hogy
a csucsok és a szomszédok vizsgéalatakor az éllistaban adott sorrendet koveti! Adja meg a csicsok
mélységi és befejezési szamat is! 1: 3,4,5; 2:1,5,7,6; 3:2,4,6; 4:5 5:3,1; 6:—; 7:5
(Eddig a mult gyakorlaton mdr megcsindltuk.)

Mely élek lesznek faélek? Mely élek lesznek elGreélek, visszaélek és keresztélek?
2. Ellistajukkal adottak az alabbi G; és G, iranyitott grafok.
G1: a:b(3),c(8);  bid(-7); «c:d(5); die(2); e:a(-10);
Gy a:g(2),£(10);  b:a(-2),g(1); c-;  di-;  ewc(5),d(6); fe(7); g:f(1), e(8);
(a) Dontsiik el mélységi bejaras segitségével errdl a két grafrol, hogy DAG-e.
(b) Amelyik graf DAG, abban adjunk meg egy topologikus sorrendet és hatarozzuk meg az a jeld
csticsbol a tobbi csticsba vezets legrévidebb utak hosszat.

3. Egy éllistaval adott iranyitott G graftban néhany csics piros, néhany cstcs kék, a tobbi csics pedig
szintelen. (A szinezés egy, a csucsokkal indexelt C' tombben adott). Melyik tanult algoritmus egyszeri
futasaval lehet O(n + m) lépésben megoldani az alabbi feladatokat és hogyan?

(a) El akarjuk donteni, hogy az egyik adott p; piros csticsbdl mik az elérhets kék cstcsok.
(b) Egy adott piros p; csicshoz meg akarjuk keresni a legkozelebbi kék csticso(ka)t.
4. Egy hat pontu irdanyitott graf csucsait egy mélységi bejaras a,c, f,e,d,b sorrendben jarja be, a

befejezési szamok pedig ezek: a: 6; b: 5; ¢: 4; d: 3;e: 2; f: 1.
Lehetséges-e, hogy a grafban van él (a) f-bdl e-be? (b) d-bél e-be?

. Ellistajaval adott egy G iranyitott graf, amiben nincsen iranyitott kor. Adott tovabba a graf egy s

csticsa és szeretnénk meghatarozni a graf Osszes v csticsa esetén az s-bdl v-be vezets utak szamat.
Adjon erre a feladatra O(n + m) 1épésszamu algoritmust.

. A3 feladat folytatasa:

(c) El akarjuk donteni, hogy mindegyik kék csics elérhets-e legalabb egy pirosbol (azaz igaz-e, hogy
minden kék cstcsra van olyan piros cstucs ahonnan 6 elérhetd).
(d) Meg akarjuk keresni a legrévidebb olyan utat a grafban, ami piros cstcsbodl kék csiicsba vezet.

Cirkuszi akrobatak egymas vallara allva minél nagyobb tornyot szeretnének létrehozni (a toronyban
minden szinten csak egy akrobata lesz). Esztétikai és gyakorlati szempontok miatt egy ember vallara
csak olyan allhat, aki nala alacsonyabb és konnyebb is. A cirkuszban n akrobata van, adott mind-
egyikiik magassaga és stlya.

(a) Adjon algoritmust, amely O(n?) lépésben megadja a lehetséges legtobb emberbdl 4ll6 torony
Osszeallitasat.

(b) Adjon algoritmust, amely O(n?) lépésben megadja a lehetséges legmagasabb torony (hany cen-
timéter magas) Osszeallitasat.

10.

. Egy iranyitott G grafban hagyjuk el a forrasokat (dp.(v) = 0) és a nyeldket (dy;(v) = 0). A maradék

grafban ismét hagyjuk el a forrdsokat és a nyel6ket, ezt ismételjiik, amig lehet. Bizonyitsuk be, hogy
akkor és csak akkor kapunk iires grafot, ha G-ben nincs iranyitott kor!

Legyen adott egy n x n pixelbdl allo fekete-fehér kép. Szeretnénk a képen a bal fels§ saroktol a
jobb als6 sarokig egy jobbra-lefele haladé hatarvonalat huzni tgy, hogy a vonaltol jobbra-felfele
es6 fekete, valamint a vonaltol balra-lefele es6 fehér pixelek szdméanak az Osszege a lehets legkisebb
legyen. Oldjuk meg ezt a feladatot O(n?) idében!

Egy varosban 1000 ember lakik, mindenki minden nap elmondja az ismerdseinek az Osszes el6z6
nap megtudott hirt (Az ismeretségek kolesonosek.) Tudjuk, hogy olyan az ismeretségek halozata,
hogy el6bb-utéobb mindenki megtud mindent. Bizonyitsuk be, hogy van 90 olyan ember, hogy ha 6k
egyszerre megtudnak valamit, akkor legkésébb 10 nap mulva mindenki megtudja!
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11. A[I0 feladat megoldasara a ChatGPT a koévetkezd valaszt adta. Vizsgald meg, hogy jo-e ez a
megoldas!

ChatGPT: Tekintsiik a varost egy grafként, ahol a cstucsok az embereket, az élek pedig az isme-
retségeket reprezentaljak. Mivel mindenki minden nap elmondja az Gsszes eddig megtudott hirt az
ismerdseinek, a hirterjedés egy diszkrét dinamikus folyamat a grafon. Az adott feltétel szerint a
graf erdsen kapcsolt, azaz el6bb-utobb mindenkihez eljut minden hir.

A hirterjedés sebessége

Egy ember egy nap alatt az Osszes ismerdsének tovabbadja a hirt. Ez azt jelenti, hogy ha egy
adott napon egy csticshalmaz birtokdban van egy hirnek, akkor a kovetkez6 napra a szomszédaik
is megkapjak azt. A terjedés egy hullamszerid folyamat, amely naponta egy-egy lépésben halad
elére a grafban.

A terjedési id6 becslése

A hirterjedés maximalis idejét a graf atmeérGje becsiili meg. Az atmérd, jeldlve mint D, a leg-
hosszabb legrovidebb 1t a graf barmely két cstucsa kozott:

D = max d(u,v), (1)

u,veV

ahol d(u,v) az u és v kozotti legrovidebb ut hossza. Kisvilag-halozatok esetében, mint az emberi
kapcsolatok héalozata, az atmérd tipikusan kicsi, azaz O(logn). Mivel n = 1000, az atmérd jellemzen
6 és 10 kozott van.

Létezik 90 f6s kezd&csoport 10 1épéses lefedéssel

A célunk az, hogy taléljunk 90 olyan embert, akik egy hir megtudasakor legfeljebb 10 nap alatt
mindenkihez eljuttatjak azt.

Mivel a graf atmérGje legfeljebb 10, minden ember legfeljebb 10 lépésre van a héldzat tobbi tagjatol.
Ha tehét egy adott pillanatban egy jol elosztott S méret halmaz, ahol |S| = 90, egyszerre birtokolja
a hirt, akkor a hir az atmérdényi id6 alatt az egész haldzatban elterjed.

Mivel a 90 f6s csoportot ugy valaszthatjuk meg, hogy megfelel§ lefedést adjon a halozatban, bizto-
sithato, hogy az informécio legfeljebb 10 lépés alatt elér mindenkit.

Kovetkeztetés

Mivel a graf atmérgje legfeljebb 10, és létezik egy olyan 90 f6s kezdGesoport, amely hatékonyan lefedi
a halozatot, kovetkezik, hogy ha ez a 90 ember egy adott napon megtud egy hirt, akkor legfeljebb
10 nap miulva mindenkihez eljut. Ez bizonyitja az allitast.



