Algel 2025 Keresés, rendezés 2. gyakorlat

1. Rendezze a 3,12, 1, 34,4, 6, 0 szamsorozatot beszurasos rendezéssel! Hany 6sszehasonlitasra volt sziik-
ség amikor lineéris keresést hasznaltunk és hédnyra amikor binaris keresést?

Megoldds: A beszuréasos rendezésnek két fajtaja van: amikor linearisan és amikor binéarisan kerestink.
A beszurasonként kapott sorozatok ugyanazok, de az Gsszehasonlitasok szama eltérhet.

Az eljaras az, hogy az i-edik elemet szirjuk be a mar rendezett elsé i — 1 elem kozé, tehat a sorozat az
egyes lépésekben igy alakul: (3,12,1,34,4,6,0) — (3,12,1,34,4,6,0) — (1,3,12,34,4,6,0) —
(1,3,12,34,4,6,0) — (1,3,4,12,34,6,0) — (1,3,4,6,12,34,0) — (0,1, 3,4, 6,12, 34).

Az 6sszehasonlitasok szama linearis keresésnél (itt feltessziik, hogy hatulrél elére haladva keresiink):
1+2+1+3+3+6 =16, binaris keresésnél: 1 +2+2+4+2+3+ 3 =13.

2. Rendezze a 16,17,2,6, 11, 33, 28, 22 sorozatot gyorsrendezéssel gy, hogy mindig a tomb elsé elemét
véalasztja particional6 elemnek!

Megoldds: (16,17,2,6,11,33,28,22) —
(6,11,2 | 16 | 17,33,28,22) —
(2161116 | 17 | 33,28,22) —
(216111617 ]22,28|33) —
(2]6]11|16]17|22]2833)

Megoldds részletesebben: Nevezzitk A-nak a tombot. Kezdetben s = 16 (els6 elem) a particionalo
elem. Az i pointer a masodik, 17-es elem indexétsl (ami 2) indul, és addig néhet, amig A[i] < s.
Tehéat a 17-nél elakad, nem indul el. A j pointer az utolso, 22-es elem indexétsl (ami 8) indul, és
addig csokkenhet, ameddig A[j] > s. Tehat a 11-es elemnél akad el.

Most mindkét pointer elakadt, de i # j, tehat megeseréljiik Afi]-t és A[j]-t:
(16,11,2,6,17, 33,28, 22)

Ezek utan -t (ami 2 volt) tovabb noveljiik, az elgbbi szabély szerint a 17-es elem indexéig jut. Most
méar Osszeért j-vel, igy Ali — 1]-et és s-et megceseréljiik. Mivel s-et mozgattuk, 6 a helyére keriil:

(6,11,2 ] 16 | 17,33, 28,22)

(a fliggbleges vonalak jelzik, hogy a 16-hoz képest méar a kisebbek a bal, a nagyobbak a jobb oldalon
vannak).

Ezutéan rekurzivan a 16-t6l balra 1évé 6, 11, 2 résztombben (most ezt hivjuk A-nak és késébb is mindig
az aktualisan vizsgalt tombot, mindig 1-t6] indexelve) ugyanezt végrehajtjuk, igy a 6 (elss elem) lesz
a particional6 elem. ¢ a 11-nél, j a 2-nél indul és ott is maradnak. Mivel elakadtak, de nem értek
ossze, Ali]-t és A[j]-t megcseréljiik: 6,2,11. Most ¢ még eggyel néhet, majd osszeakad j-vel, igy
megcseréljiik s-et Afi — 1]-gyel, vagyis a 2 | 6 | 11 particionalt résztombot kapjuk az elbbi jeloléssel.

Ugyanezt megtessziik a 16-t6l jobbra 1évs 17, 33, 28, 22 résztombben, s = 17. ¢ marad a 33 indexénél,
mig j lemehet a 22 indexétdl a 33-¢hoz. Ekkor i és j 6sszeért, tehat az s = 17-et megceseréljiikk Ai—1]-
gyel, vagyis 6nmagaval. Igy latszolag nem csinaltunk semmit, de valojaban sikeriilt particionalnunk
a 17-et is, t6le jobbra csak néala nagyobbak vannak (és téle balra nyilvan csak néla kisebbek):

(216111617 | 33,28,22).

A 33,28, 22 résztombben s = 33 a particionald elem. Mivel a 28 és a 22 is nagyobb 33-nal, i-t
novelhetjiik a 22-n tal is, igy az indexe tulcsordul, 4-re né. j viszont értelemszertien el sem indul.
Ekkor ugy tekintjiik, hogy i és j méar Osszeért, ezért megcseréljiik Ali — 1]-et, vagyis a 22-t, az
s = 33-mal. Ezzel 33-at is particionaltuk:

(216|11]16]17 22,28 | 33).
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Végiil a 22-bdl és 28-bol allo kételemt tombben ugyanigy tulesordultatjuk i-t, és igy a 28-at megcse-
rélhetjiik a 22-vel:
(2]6]11]16]17]22] 28] 33).

Most méar egyelemiiek a particidink, igy készen vagyunk, a tomb rendezett.

3. Dr. Watson azzal allit be Sherlock Holmes-hoz, hogy olyan 6sszehasonlitas-alapi rendezési algorit-
must talalt, ami gy rendez akdrmekkora tombdot, hogy minden egyes tombbeli szam legfeljebb 2025
Osszehasonlitasban szerepel. Mivel indokolhatja Sherlock Holmes, hogy Watson téved?

Megoldds: Ha minden elem legfeljebb 2025 6sszehasonlitasban szerepel, akkor az algoritmus az n
elemmel 6sszesen legfeljebb 2025n /2 6sszehasonlitast végez. De tudjuk, hogy minden 6sszehasonlitas-
alapu algoritmusnak kell legalabb logn! = Q(nlogn) 6sszehasonlitas, és 2025n/2 ¢ Q(nlogn), tehat
val6ban nincs ilyen algoritmus.

4. Az A[l : n| tombben szamokat tarolunk. Hatarozza meg O(nlogn) lépésben
(a) azokat az értékeket, amelyek egynél tobbszor fordulnak eld;

(b) a leggyakoribb értékeket (vagyis azokat, amelyeknél tobbszor semelyik masik szam sem fordul
el6 a tombben)!

Megoldds:  (a) Ha a tomb rendezve van, akkor egyszertibb a feladat, hiszen akkor az egyforma
értékek egymas mellett vannak. Algoritmus: ElGszor rendezziik a tombot, példaul az Osszefésiiléses
rendezéssel, aminek lépésszama O(nlogn) (a tobbi eddig tanult rendezé algoritmus nem lenne jo,
mert azok nem O(nlogn) lépésszamuiak, ha nem csak az Osszehasonlitdsokat szamoljuk). Majd
végigmegytink a tombon, kiirjuk minden olyan elemet, ami hatarozottan nagyobb az el6zénél (vagy
nincs el6z8) és egyenls a kovetkezével. Jdsdg: A rendezés miatt az egyforma elemek egy blokkban
lesznek, minden blokk els6 elemét irjuk ki. Ha egy szam csak egyszer fordul el, akkor nem fogjuk
kiirni. Lépésszam: A rendezés O(nlogn), utédna a kiiras n— 1 lépés, tehét 6sszesen O(nlogn) lépést
végziink.

(b) Rendezziik a tombot, mint elébb. Most azt kell meghatéarozni, hogy a rendezett tombben melyik
elem alkotja a leghosszabb blokkot. Algoritmus: ElGszor rendezziik a tombot. Utdna végigmegyiink
a tombon és egy-egy szamléloval nyilvantartjuk, hogy mennyi az eddigi legnagyobb blokk hossza,
ott milyen érték vagy értékek voltak, és szamoljuk az aktualis blokk hosszat. Ha az aktuélis blokk
hossza nagyobb vagy egyenld a korabbi legnagyobbnal, akkor frissitjiik az els6 két szamléalot. Josdg:
Ha hosszabb blokk kovetkezik, akkor csak az ott levd értéket tartjuk méar nyilvin. Ha az eddigi
leghosszabb blokkal egyenlét talalunk, akkor pedig az 10j értéket is megjegyezziik. Lépésszam: A
rendezésen kivill itt is O(n) sok lépés torténik, ezért a lépésszam O(nlogn).

5. Egy tombon gyorsrendezést futtatva az els§ particionalas utén az eredmény: 4,2,3,1,6,8,11. Mi
lehetett a particional6 elem?

Megoldas: Olyan elemet kell keresni, hogy az elGtte levGk a néla kisebbek, az utana levék a nala
nagyobbak. Tehat a 6, a 8 és a 11 is j6, de mas nem.

6. Az A[l : n] tombben levd elemekrdl tudjuk, hogy A[l] # Aln]. Adjon O(logn) Gsszehasonlitést
hasznalo algoritmust, amely talal egy olyan i indexet, hogy A[i] # Ai + 1].

Megoldds: Binaris kereséshez hasonlo algoritmust hasznalunk: legyen ¢ = [n/2]. Ha Ali] # A[l],
akkor az A[l : ] tomb is ugyanolyan tulajdonséga, mint az eredeti, elég ebben keresni. Ha viszont
Ali] = A[l], akkor nyilvan A[i] # A[n], és akkor a tovabbiakban az A[i : n| tombben kereshetiink.
Igy ennél a lépésnél biztosan egy kisebb témbot kapunk, ha n > 3.

Az eljaras végén a tomb lesziikiil egy 2 elemitire, azaz két szomszédos nem egyenls elemre, ekkor
készen vagyunk.

A lépésszam, ahogy a binéris kereséséhez hasonléan O(logn) lesz.
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7. Legyen adott egy egészekbdl allo A[1 : n] tomb valamint egy b egész szam. Egy olyan ¢,5 € {1,...,n}
indexpart keresiink, melyre A[i] + A[j] = b. Hogyan lehet ezt O(nlogn) id6ben megoldani?

Megolddas:  Vegyiik észre, hogy ha minden lehetséges indexpart ki akarunk probalni, akkor (g) €
O(n?) lehetdség van, ami tobb, mint a kivant lépésszam.
[tt is sokat segit a rendezettség, ezért rendezziik a témbot O(nlogn) lépésben, Osszefésiiléses rende-

zéssel.

Ezutan az ¢ = 1,2,...,n indexekre keressiik a téombben a b — Afi] értéket. Tegyiik fel, hogy
Alj] = b — Ali], ekkor egy jo indexpar a rendezett tombben az (i,j). Meg kell még keresni ezeknek
az Ali] és A[j] elemeknek az eredeti helyét az eredeti tombben, ez tovabbi két linearis kereséssel
megkaphato.

Ez az eljaras azért jo, mert A[i| + A[j] = b pontosan akkor teljesiil valami i és j indexparra, ha
Alj] = b— Ali], azaz b — A[i] benne van a tombben.

Ha binaris keresést hasznalunk b — A[i] megkeresésére is, akkor mindegyik (6sszesen n darab) kere-
sés O(logn) lépésszami, tehat a lépésszam (a végén levs két extra O(n) lépési kereséssel egyiitt)
O((nlogn + 2n) = O(nlogn).

Megjegyzés: a rendezés utani rész linedrisan is megoldhato. Kiindulunk az ¢ = 1, 5 = n indexekbdl
és altalaban, ha A[i] + A[j] < b, akkor az i értékét noveljiik eggyel, ha pedig A[i] + A[j] > b akkor
a j értékét csokkentjiik eggyel. Akkor hagyjuk abba, ha Ali] + A[j] = b vagy ha i > j lenne — ez
utobbi esetben nincs megoldas. (Miért?)

Megoldas részletesebben: Intuicié és jétanacs.

Amikor egy olyan problémaval talalkozunk, amely szamokkal végzett miiveleteket tartalmaz és a
futésideje O(nlogn), gyakran érdemes egy rendezéssel kezdeni, mert sok esetben a tovabbi lépések
is hatékonyabba vélnak és pl. Osszefésiiléses rendezéssel tudunk O(nlogn) lépésben rendezni.

Ebben a feladatban egy olyan indexpart kerestink, amelyre A[i]+ A[j] = b. Ha minden lehetséges part
kiprobalnank, az O(n?) id6t venne igénybe, amely lassabb, mint a feladatban kért futasids. Ehelyett
rendezéssel kombinalva hatékonyabb megoldast talalhatunk. Két, részben kiilonb6z6 megoldast is
mutatunk.

1. Algoritmus menete

(a) Rendezés:

o Az (Ali], i) parokat rendezziik Ali] érték alapjan osszefésiiléses rendezéssel. Par tartalmazza
az eredeti értékeket és az indexeiket az eredeti tombben.

(b) Iteraci6 minden elemre:

e Végigmegyiink az j tomb minden egyes elemének (ne felejtsiik, ezek parok) elsé értékein.
o Az aktualis A[i] értékhez meghatarozzuk a keresett parjat:

Wli] = b — Alj

(c) Binaris keresés:
e Binéris kereséssel rakeressiink b'[i]-re a tombben. Tehat egy (A[j],j) par esetén az adott
b'[i] értéket mindig a par els§ elemével, hasonlitjuk Gssze a binaris keresés folyaméan.
e Ha a feladatra ugy gondolunk, hogy a megtalalt szamok indexeinek kiilonbozének kell
lennie, akkor az esetlegesen megtalélt szam, A[j] eredeti indexe (j) nem egyezhet meg i-vel,
ami az A[i] eredeti indexe.

e Ha a feladatra ugy gondolunk, hogy a megtalalt szamok indexei lehetnek egyenlGek, akkor
a megtalalt index 7 megegyezthet i-vel.
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(d) Doéntés:
e Ha taldlunk megfelels A[i]-t és A[j]-t, akkor (7, j) indexpar az output.
e Ha végigmentiink az egész tombon és nem talaltunk ilyen part, visszatériink azzal, hogy
NINCS MEGOLDAS.
Helyesség bizonyitasa

A rendezés utan biztosak lehetiink abban, hogy minden A[i] érték esetén, ha létezik b— A[i] a témbben
(tarolt parok elss értékei kozt), akkor azt a binaris keresés meg fogja talalni. Es futtathatjuk a binaris
keresést, hiszen a tomb A[i]-k alapjan rendezve van.

Lépésszam elemzése

(a) Rendezés: O(nlogn)
(b) Minden elemre végrehajtott binaris keresés: n - O(logn) = O(nlogn)
(c) Osszesen: O(nlogn)

2. Algoritmus: Kétmutatés Keresés
A masodik algoritmus is rendezést hasznal, majd a rendezett tombben egy kétmutatos (two-pointer)
keresési modszert alkalmaz, amely a rendezés utéan csak O(n) lépést vesz igénybe.

Algoritmus Lépései

(a) Rendezés:
e Az eredeti tomb elemeit rendezziik névekvs sorrendbe (példaul Gsszeféstiléses rendezéssel)
és jeloljiik ezt az 0j tombot B-vel.
(b) Kétmutatos keresés:

e Allitsuk be az als6 mutatot i-re a tomb elejére, és a fels mutatot j-re a tomb végére.
e Amig i < j (vagy i < j, attol fliggSen, hogy lehet-e kétszer ugyanaz az elem):
i. Szamoljuk ki az aktudlis Osszeget: i < 1 és j «+ n S = B[i| + B[j]
ii. Ha S = b, akkor megtalaltuk a megfelel§ két elemet.
iii. Ha S < b, akkor az Osszeg noveléséhez noveljiik az als6 mutatot: ¢ <— ¢+ 1.
iv. Ha S > b, akkor az 6sszeg csokkentéséhez csokkentjiik a fels6 mutatot: j < j — 1.

(c) Eredmény meghatarozasa:

e Ha a kétmutatos keresés soran talalunk két olyan elemet, melyek 6sszege pontosan b, akkor
lineéris kereséssel kikeressiik 6ket az eredeti tombbdl és visszaadjuk az indexet.

e Ha az i és j mutatok keresztezddnek (vagyis i > j vagy feladat értelmezésétdl fiiggden:
J < 1), és nem talaltunk megfelel6t, akkor visszatériink NINCS MEGOLDAS outputtal.

Helyességi Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy van megoldas, de atsiklottunk felette, azaz létezne olyan i < j (ezt irjuk ki, a fel-
adat azon értelmezésének helyessége, amikor lehetnek egyenld indexek, értelemszert modositasokkal
megkaphato), hogy

b= Bli] + Blj],
de nem talaltuk meg a megoldést.
Nézziik meg, hogy egy adott lépésben mi torténik a témbben:

Legyenek az algoritmus kétmutatos keresésénél a bal oldali mutato ¢ és a jobb oldali mutato j'.
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e Ha B[i'| + B[j'] < b: Mivel B rendezett, minden k < j' esetén B[k] < B[j'], igy a lépés utan
nem allhat el olyan helyzet, hogy B[i'] b-t adna Osszegként valamelyik késébbi jobb oldali
mutatohoz kapcsolodd szammal.

e Ha BJ[i'| + B[j'| > b: Hasonléan az el6z6hoz: mivel B rendezett, minden i’ < k esetén B[i'] <
Blk], igy a lépés utan nem allhat els olyan helyzet, hogy B[j'] b-t adna Gsszegként valamelyik
késébbi bal oldali mutatohoz kapcsolodd széammal.

Igy amikor a mutatok kozill valamelyik elészor elérik i-t vagy j-t, ott kell maradjon, mig a masik
"beér a helyére", hogy b-t adjanak egyiitt.

7 < 1.

Lépésszam Elemzés

(a) Rendezés: O(nlogn)

(b) Kétmutatos keresés: A rendezést kovetSen a keresési 1épések O(n) id6ben hajthatok végre.
(c¢) Index visszakeresése: linearis keresés 2 - O(n)=0(n).
)

(d) Osszesen: A teljes algoritmus futési ideje O(nlogn).

10.

Az eredetileg névekvé aq, ..., a, sorozatban egy elem értéke megvaltozott, de nem tudjuk melyik.
Hogyan lehet O(n) lépésben tjra névekvd sorrendbe rendezni az elemeket?

Megoldds: Vegyiik észre, hogy ha a valtoztatas utan is a; < a;+; minden i-re, akkor bar nem tudjuk
megallapitani, melyik valtozott, de erre nincs is sziikség, a sorozat tovabbra is rendezett.

Ha viszont van olyan 7, melyre a; > a;,1, akkor ez ugy keletkezett, hogy a; és a;.1 valamelyike valto-
zott, a; n6tt vagy a;yq csokkent. A legegyszeriibb (nem feltétleniil leggyorsabb) modszer, ha ezt a két
problémas elemet beszurjuk a tébbi elem altal alkotott novekvs sorozatba. Ezt végezhetjiik lineéris
kereséssel, amikor O(n) lépést végziink. (Binaris keresésnél az 6sszehasonlitasok szama logaritmikus,
de a mozgatasokra akkor is elmehet lineérisan sok 1épés.)

Megjegyzés: Egyetlen beszirassal is megoldhatd, hogyan?

. Adjon minél kevesebb Gsszehasonlitast hasznald algoritmust, ami n elem koziil megtalalja a két

legkisebbet!

Megoldds:  Elébb a legkisebb, majd a tobbibsl megint a legkisebb meghatarozédsa n — 1 +n —
2 = 2n — 3 Osszehasonlitas. Ennél jobbat is kaphatunk. Gondoljunk egy kieséses bajnoksagra.
A gy6ztes legyen a legkisebb. A masodik nyilvan csak olyan lehet, akit a késébbi gy&ztes vert ki
(a tobbieknél van legalabb kettd nagyobb). Tehat a masodikra koronként egyetlen jelolt van. A
bajnoksag lebonyolithatd [logn]| kérben, ennyi kozil kell kivalasztani a mésodikat, tehéat a feladat
Osszesen n + [logn| — 2 1épésben megoldhato.

Tudjuk, hogy az ay,...,a, sorozat olyan, hogy egy darabig novekszik, utana csékken. Adjon O(n)
Osszehasonlitast hasznald algoritmust, ami névekvs sorrendbe rendezi az elemeit!

Megoldds:  Otlet: a legnagyobb elemnél kettévagjuk a sorozatot. A kapott két rész mindegyike
rendezett, ezeket Ossze tudjuk fésiilni egyetlen rendezett sorozatta.

Algoritmus: Sorban az a; — a;,1 szomszédokat 6sszehasonlitva megtaldlhatjuk a legnagyobb elemet:
Haa, 1 < a, és a, > a, 1 akkor a, a legnagyobb elem. Ha nincs ilyen, vagyis a;_; < a; minden i-re
teljesiil akkor nincs tovabbi tennivalonk, hiszen a sorozat noévekszik. Eddig n — 1 6sszehasonlitast
hasznalunk. Az ay,...,a, ésazay,,a,_ 1, ...,a; 1 no6vekvs sorozatokat a tanult moédon legfeljebb n—1
Osszehasonlitassal osszefésiiljiik, és igy legfeljebb 2n — 2 € O(n) 6sszehasonlitassal készen vagyunk.
(Az algoritmus mozgatja is az elemeket, de Gsszesen ez is O(n) 1épés.)
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11.

Megoldhatjuk az a, el6zetes megkeresése nélkiil is. Elég azt képzelni, hogy két sorozatunk van, az
egyik els6 eleme a;, a masiké a, (és kezdetben nem tudjuk, hol érnek véget). Legyen i = 1 és a
J = n, és hasonlitsuk 6ssze az a; és az a; elemet. A kisebb a késziil§ rendezett lista kovetkezd eleme,
¢és ha a; < a;, akkor az i értékét noveljik, kiilonben a j értékét csokkentjiik. A tovabbiakban is igy,
az Osszefésiiléshez hasonloan folytatjuk. Akkor lesz vége, ha i = j (és akkor ez a legnagyobb elem).
Ez az eljaras legfeljebb n — 1 € O(n) 6sszehasonlitast hasznal.

Megjegyzés: mindkét eljarés helyesen miikodik abban az esetben is, amikor a legnagyobb elem az aq
vagy az a,, akkor eredetileg is egy rendezett sorozatunk van (névekvé vagy csokkend).

Az n méretd (nem feltétleniil rendezett) A tomb elemei kiilonb6z8 pozitiv szamok. Adjon algoritmust,
amely meghataroz egy 1 < k < n szamot és kivalaszt k kiilonb6z6 elemet az A témbbdl ugy, hogy
a kivalasztott elemek dsszege nem tobb mint k2. Ha nincs ilyen k, akkor az algoritmus jelezze ezt a
tényt. Az algoritmus lépésszama legyen O(nlogn).

Megoldas: Vegyiik észre, hogy egy rogzitett k esetén, ha van megoldés, akkor a tomb legkisebb k&
eleme is megoldés. Ha ezek nem jok, akkor pedig nincs megoldas. Tehat azt kell vizsgalni, hogy
van-e olyan k, hogy a legkisebb k elem 6sszege legfeljebb k3.

Ehhez rendezziik a tombot O(nlogn) lépésben, példaul Gsszefésiiléses rendezéssel. Legyen k = 1 és
T = A[l]. Ha T < k3, akkor készen vagyunk, kiilénben néveljiik k-t és adjuk T-hez az A[k] szdmot.
Ha egyik k£ < n sem jo, akkor nincs megoldas.

A rendezés utani rész n Osszehasonlitast és O(n) Gsszeadast hasznal, ezért Osszesen a lépésszam
O(nlogn).

Megoldds részletesebben: Intuicié Az algoritmus célja, hogy eldontse, van-e az adott tombben olyan
részhalmaz, amelynek Osszege nem haladja meg az adott elemszam kobének értékét. Az alapotlet
az, hogy a legkisebb elemekbdl képezett részhalmazok mindig kisebb Osszegeket adnak, mint ha
véletlenszertien valasztanank elemeket. Ezért az algoritmus az elemeket névekvs sorrendbe rendezi,
majd fokozatosan vizsgalja, hogy a legkisebb k elem Osszege kisebb-e, mint k3. Ha ilyet talalunk,
azonnal leallunk, kiilonben végignézziik az 0sszes lehetGséget, és ha egyik sem felel meg a feltételnek,
akkor kijelenthetjiik, hogy nem létezik megfelels részhalmaz. Fontos technikai dolog a végén, hogy
egy un. rollign sum valtozot is bevezetiink annak érdekében, hogy "benne maradjunk az adott
futasidében".

Az algoritmus leirasa
(a) Rendezziik a tombot novekvd sorrendbe
(példaul Osszefésiiléses Rendezés algoritmussal), és nevezziik el ezt a rendezett t6mbot B-nek.

(b) Hozzunk létre egy 0j S tombot, amelynek mérete n, és kezdetben minden eleme nulla. Ebben
az S tombben az els6 k legkisebb elem Osszegét fogjuk tarolni, vagyis S[k| jelentése:

k
Sk => B[i], aholl<k<n.

i=1

(c) Kezdeti feltételezés: Legyen S[1] := B[l]. Ha S[1] < 1, akkor az algoritmus visszatér az
IGEN valasszal, mert taldltunk egy olyan részhalmazt, amelynek 0sszege nem haladja meg az
engedélyezett értéket (13 = 1). Ellenkez esetben folytatjuk a vizsgélatot.

(d) Ismételjiik az alabbi lépéseket k = 2-t6] n-ig:
i. Szamitsuk ki az aktualis Gsszegértéket:

S[k] := S|k — 1] + Bk].

ii. Ha S[k] < k3, akkor az algoritmus azonnal visszatér az IGEN valasszal, mert taldltunk &
darab elemet, amelyek sszege legfeljebb k3.
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iii. Ha k <n —1 és S[k] > k3, akkor noveljiik k értékét, és folytatjuk a vizsgalatot.
iv. Ha k = n és S[n] > n3, akkor az algoritmus visszatér a NEM valasszal, mert egyik k elemt
részhalmaz sem teljesiti a feltételt.

Helyesség bizonyitasa Az algoritmus helyessége azon a megfigyelésen alapul, hogy ha létezik olyan
k elemi részhalmaz, amelynek osszege legfeljebb k3, akkor a legkisebb k elem Osszege is teljesiti ezt
a feltételt. Mas szoval, ha egy tetszGleges k elem kivalasztasaval elérhetd egy ilyen Osszeg, akkor
ennek teljesiilnie kell a legkisebb k elem esetében is, mivel ezek adjak a lehetd legkisebb Gsszegi
kombinaciot. Ezért elegendd a legkisebb k elem 0sszegét vizsgalni minden lehetséges k értékre.

Futasi id6

(a) Az algoritmus els6 lépése egy rendezés, amely Osszefésiiléses Rendezés alkalmazasaval O(n logn)
idGigényd.

(b) Az S[k] értékek kiszamitdsa minden k esetén egy egyszeri Osszeadas, amely konstans idében
(O(1)) elvégezhets. Ezért az iteracios lépés teljes futasi ideje O(n).

(c) Az Gsszes lépés egyiitt:
O(nlogn) + O(n) = O(nlogn).

Igy az algoritmus teljes futasideje O(nlogn).

Adott a sikon n pont, melyek koordinatai (ai,b1), (ag,bs),. .., (an,b,). Olyan P = (x,y) pontot
keresiink a sikon, amire a Y. (la; — x| + |b; — y|) Osszeg minimalis. Adjon algoritmust, amely
O(nlogn) lépésben meghataroz egy ilyen P pontot!

Megoldds: A felirt 6sszeget minimalizalhatjuk tgy, hogy kiilén meghatarozzuk az x koordinataban
és kiilon az y koordinataban a minimumot. Tehat példaul olyan z kell, amire a > | |a; — x| Gsszeg
minimalis. Ehhez képzeljiik el az a; pontokat a szamegyenesen. Ha x kisebb, mint a legkisebb a;,
akkor z-et novelve az Osszeg csokken. Amig kevesebb a; van ami kisebb z-nél, mint ami nagyobb
nala, addig z-et novelve az Gsszeg tovabb csokken. Akkortol ng, amikor mar tobb a; van ami x-nél
kisebb, mint ahany nagyobb. Tehat az optimalis x a rendezés szerinti kozépsd a;, ha n paratlan.
Péros esetben mindegy, hogy hol van a kozépsé intervallumon beliil, példaul az x = a,/, valasztés
jo.

Ezek utan az algoritmus: rendezziik az a; értékeket, és legyen x a rendezés szerinti [n/2] szam.
Ugyanezt megcsinaljuk y-ra: rendezziik a b; értékeket, és legyen y a rendezés szerinti [n/2] szam.

Az algoritmus lépésszama, Osszefésiiléses rendezés esetén O(nlogn).

Adott a szamegyenesen n intervallum, [a1,b1], ..., [ay,b,]. Azt akarjuk tudni, hogy egyiitt milyen
hossz1 részt fednek le a szamegyenesbdl (azaz, hogy mennyi Ul [a;, b;] 6sszhossza). Adjon O(nlogn)
lépéses algoritmust ennek a hossznak a meghatarozasara!

Megoldas: FEgy intervallum hossza b; — a;, de az uni6 lehet ezek 0sszegénél kevesebb, ha az interval-
lumok metszik egymast. Ezeket az atfedéseket kell valahogy kezelni, pontosabban megtalélni azokat
a diszjunkt intervallumokat, amik az uniot alkotjak.

Rendezziik a végpontokat (mind a 2n szamot) ugy, hogy taroljuk, melyik volt egy intervallum kez-
dépontja és melyik egy intervallum végpontja. Az uni6 elsé része a legkisebb értéknél kezdddik (és
ez szitkségszertien egy intervallum a; kezdete). Menjiink a rendezett sorozatban addig, amig elGszor
megegyezik a kezdd és végpontok szama. Ez egy végpontnal kovezkezik be (by), és vegyiik észre,
hogy itt ér véget az unio els6 része, ennek a résznek a hossza by —a;. Ha még maradtak a sorozatban
elemek, ugyanigy folytathatjuk.

A lépésszamhoz azt kell 1atni, hogy a rendezés utan méar csak végig kell menni a sorozaton, szamlalva
a kezdd- és végpontokat. A hossz meghatarozasiahoz legfeljebb n kivonas kell, majd ezek eredményét
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kell 6sszeadni. A rendezés lépésszama O(2nlog(2n)) = O(nlogn), az utdna kovetkezske O(n), tehat
ez Osszesen O(nlogn).

Adjon minél kevesebb Osszehasonlitast hasznal6 algoritmust, ami n elem koziil megtalalja a legkiseb-
bet és a legnagyobbat is!

Megoldas: Kiilon a legkisebbet és a legnagyobbat is meg lehet talalni n — 1 6sszehasonlitassal, azaz
megoldhato 2n — 2 Gsszehasonlitassal. (S6t (2n — 3)-mal is. Miért?)

Ennél jobb a kovetkezs: el6bb hasonlitsuk Ossze az els6t a mésodikkal, a harmadikat a negyedikkel,
stb. Ez utan vegyilik minden parbél a kisebb elemet. A legkisebb koziiliik keriil ki. Hasznaljuk
ezekre a minimumot keres6 algoritmust. Hasonl6an a paronkénti nagyobb elemek kozott talaljuk
meg a maximumot. Ha paratlan sok elem van, akkor az utolso par helyett 3 elembdl hatarozzuk meg
a kicsit és nagyot.

A lépésszam: |[n/2] + 2+ 2(|n/2| — 1), ami kb. 1,5n. Pontosabban, ha n paros, akkor 1,5n — 2,
paratlan esetben pedig (n —1)/2+2+4+2(n—1)/2—-2=1,5(n—1).

Megjegyzés: meggondolhato, hogy 1,5n — 2 kell is. Legyen B azoknak az elemeknek a szama,
amelyek még lehetnek legkisebbek és legnagyobbak is, I, ami méar csak legkisebb lehet (volt mar néla
nagyobb), A, ami méar csak legnagyobb lehet (volt néla kisebb, E pedig a tobbi, aminél mar volt
kisebb és nagyobb is. Kezdetben |B| = n, a tobbi iires, a végén B iires, |I| = |A] = 1.

Két B-beli 6sszehasonlitasakor B kettével csokken, I és A eggyel-eggyel né. Ha egy B-belit nem
B-belivel hasonlitunk, akkor B csokken és mindig lehet olyan eredmény, amikor I és A egyike ndg, a
méasik nem csokken (azaz I és A uni6ja nem csokken). Ha két I-belit vagy két A-belit hasonlitunk,
akkor egyikiik atkeriil az FE-be. A tobbi esetben mindig lehet olyan valasz, hogy sem [ sem A nem
valtozik. Ahhoz, hogy a B kitiriiljon ezek szerint kell legalabb n/2 Gsszehasonlitas és ekdzben [
és A uni6ja nem valtozik. A B-bdél minden elem el6bb az I-be vagy A-ba keriil, ahonnan viszont
egyszerre csak egy tud kikeriilni, tehat ezek (majdnem) kitiritéséhez kell Gsszesen legalabb n — 2
Osszehasonlitas. Tehét egyiitt van legaldabb 1,5n — 2.



