Algoritmuselmeélet 1. Potzarthelyi dolgozat 2025. aprilis 28.

A rendelkezésre all6 idS: 90 perc.

Minden feladat egységesen 10 pontot ér. Az alairas megszerzéséhez legalabb 24 pont sziikséges. A teljes pontszam eléréséhez a megoldas(oka)t indokolni
kell!

Kérjiik, irja fel a nevét, NEPTUN-ko6djat és a gyakorlatvezetsd nevét az Osszetizott lapok jobb felsg sarkaba.

Altalanos alapelvek. A pontozasi itmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az
atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékid megoldasanak részletes leirdsa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot
ér6é megoldas vazlatanak tekinthet6k. Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a
kapcsolodo gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor
sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban
feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito
hataskore. Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban lefrt gondolatmenet alkal-
mas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egyméstol 1ényegesen
kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfljebb az egyikre adhatoé pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldas-
részlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbél nem deriil ki, hogy a megoldo
melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).
Az atmutatoban szerepls részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo6 megoldas
természetesen maximaélis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az el6adason szerepls tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Tegyiik fel, hogy minden n > 2025 esetén teljesiil:
2-n< f(n) <10-n-logyn,
és minden n > 428 esetén teljesiil:
2-logyn < g(n) <10°-v/n.
Mutassa meg megfelels ¢ > 0 és ng € N konstansok megadasaval, hogy f(n) + g(n) € O(nlog,n).
Megoldas: A feltételek szerint minden n > 2025 esetén

f(n) <10-n-logon é g(n) <10°- /n.

2 pont
Ezért
f(n) 4+ g(n) <10-n-logyn + 10° - \/n.
1 pont
Mivel 105 - \/n < 10° - n - logy n, igaz, ha n > 2 (tehat n > 2025 esetén is), ezért 2 pont
f(n)+g(n) <10-n-logyn +10° - n - logyn = (10° 4 10) - n - log, n.

2 pont
teljesiil, ha ng = 2025 és ¢ = 10° + 10, ezért 2 pont
f(n) +g(n) € O(nlog, n).

1 pont

2. Tegyiik fel, hogy egy rendezett tomb n kiilonbozs egész szamot tartalmaz az {1,2,3,...,n,n + 1,n + 2} halmazbol,
azaz pontosan két szam hidnyzik. Adjon algoritmust, ami megtalalja a két hidnyzé szamot és legfeljebb O(logn)
Osszehasonlitast hasznal.

Megoldds: Legyen A[l...n] a rendezett tomb, amely az {1,2,...,n + 2} elemeibdl két hidnyzo szam (m; < mso) mellett
tartalmaz n elemet. Ekkor i < mj esetén Afi] =i, m; < i < mg — 1 esetén Afi] =i+ 1, és mg < i — 1 esetén pedig

Alil =i+ 2. 2 pont
Ha az mo hatdra eggyel elcsiuszik. -1 pont
El6szor keressiik a legkisebb i indexet, amelyre A[i] < i. 1 pont
Ezt a binaris kereséshez hasonléan a tessziik. A kdzépsore megnézziik, hogy Ai] = i teljesiil-e. Ha igen, akkor nagyobb
indextiek k6zo6tt folytatjuk, ha nem akkor a kisebb indextieknél. 2 pont
Ezutan m; =i (ha i =1 és A[1] # 1, akkor m; = 1; ha minden ¢ esetén A[i] = i, akkor m; = n + 1). 1 pont

A zdrdjeles rész hianya miatt nem kell levonni.



Most keressiik a legkisebb j > my indexet, amelyre A[j] < j + 1. 2 pont
Ezt az el6z6 binaris kereséshez hasonléan talaljuk meg. Ekkor mo = j+ 1 (ha nincs ilyen j, akkor mgo = n+2).1 pont

Mivel mindkét keresés O(logn) Osszehasonlitast igényel, az egész algoritmus O(logn) dsszehasonlitast hasznal. 1 pont

. Adott két tomb, mindkett&ben n kiilonb6z6 egész szam van, de a két tombnek lehetnek kozos elemei. A témbok nem
feltétlentil rendezettek. Tervezzen olyan algoritmust, amely kiirja azokat a szamokat, amik mindkét tombben szerepelnek
vagy jelzi, ha nincsen a tomboknek kozos eleme. Az algoritmus legfeljebb O(nlogn) 6sszehasonlitast hasznaljon.

Megoldds: Legyen A és B a két tomb, melyek mindegyikében n kiilonb6zé egész szam szerepel. Az algoritmus a
kovetkezd lépésekbdl all (futasidskkel):

1. Rendezés: Rendezziik az A tomboét O(nlogn) idében (pl. Gsszefésiiléses rendezéssel). 3 pont
2. Keresés: Vegyiik sorra a B tomb elemeit, és minden z € B esetén végezziink binéris keresést a rendezett A-ban,
hogy ellendérizziik, x szerepel-e benne. 3 pont
Mivel binaris keresés O(logn) Osszehasonlitast hasznal egy elemre, a teljes keresési fazis O(nlogn) lesz. 2 pont
3. Kimenet: Irjuk ki az 6sszes olyan z-et, amelyet a keresés megtalalt. Ha egyetlen kozos elem sem talalhato, jelezziik,
hogy nincs k6z6s elem. 2 pont
. Az alabbi szomszédossagi méatrix segitségével adott egy silyozott, a b c d € f g
irdnyitott graf, melyben topologikus rendezés a cstucsok a, b, ¢, d, e, a /0 o0 =2 o0 00 00
f, g sorrendje. (Ezt nem kell belatni.) bloo 0 o0 -3 o© 2 o0
cloo oo O 1 4 oo o0
(a) Az oran tanult, a topologikus sorrendet hasznalo eljarassal sza- dlocc 0o o0 0 00 oo —1
mitsa ki a legrévidebb utak hosszat a b csticsbol az Gsszes t6bbi eloo 00 o o 0 -2 oo
csucsba. f 00 00 00 00 o0 0 3
(b) Az (a) pontban hasznalt eljaras segitségével hatarozzon meg g\ oo 00 00 00 o0 0
egy legrévidebb utat a b pontbol az f pontba.
Megoldds:
Topologikus sorrend szerint megyiink végig: 1 pont
a: a a forras el6tt van, igy Dla] = co. 1 pont
b: Forras: D[b] = 0. 1 pont
c: Bejovo élek:

Tehat D[c] = oo. 1 pont
d: Bejovo élek:
b—d: wbd) =-3, Db+ (-3)=0-3=-3;

c—d: wed) =1, D[+1l=00+1=c0.
Ezért D[d] = —3 (és elozo[d] = b). 1 pont
e: Bejove élek:
c—e: w(ee) =4, Dl +4=oc;
fey Dle] = . Fpont
Jf: Bejove élek:
b— f: wbf)=2, Db +2=0+2=2;
€—>fZIU(€,f):—2, D[€]+(_2):OO_ = 0.
Tehat D[f] = 2 (és elozo[f] = b). 1 pont
g: Bejovo élek:
d—g: w(dyg)=-1, D[+ (-1)=-3-1=—4;

f—=g:w(fg)=3, D[fl+3=2+3=5;
Igy D[g] = min{—4,5} = —4 (és elozolg] = d). 141 pont



Eredmény: Legrovidebb utak b forrastol: Nem kell feltétlen kiilon leirni, ha mdr ki van szdmolva.

Dld] oo (a nem érhetd el);
Dp] = 0
Dic] = o0
Dld = -3
Dle] = o0
D[f] = 2
Dlg] = -4

(b) Legrovidebb at b — f:
Mivel D[f] = 2 és elozo[f] = b, a legrovidebb ut egyszertien: b — f, sulya 2.

5. Egy iranyitott, élstlyozott graf csucsait és éleit a jobb oldali abra
mutatja.

Futtassa a Dijkstra-algoritmust az A pontbol kiindulva.

(a) Hatarozza meg az Gsszes t6bbi csticsba vezets legrovidebb utak
hosszat!

(b) Adjon meg egy-egy legrovidebb utat A-bol a kovetkezs cstcsok-
hoz: C, F, G.

(Indokolni nem kell, de ldtszddjon, hogy lépésenként hogyan vdltozik
a D és a P témb illatve a KESZ halmaz.)

Megoldds:
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(a) Legrévidebb utak hosszai A-bol:

QN UQwe
N A N = I =

(b) Egy-egy legrévidebb ut A-bol:
e A C: P(C)=Bés P(B)=A=ut: A— B — C (6sszsily: 442 =6).

e A~ FE: P(E)=Bé P(B)=A=ut: A— B — E (sszstly: 4+ 2 =06).

e A—>G: P(G)=Dés P(D)=A=ut: A— D — G (6sszstly: 3+ 1=4).

1 pont

6 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

6. Az egyetem ujonnan szerzédtetett burkoloja egy kiilonleges feladaton tori a fejét: Egy hosszu folyosé 3 x n-es padlojat
kell lefedni 3 x 1-es jarélapokkal (a jarolapok keresztben és hosszaban is elhelyezhetdk, tehat 3 x 1-es vagy 1 X 3-es

alakban is hasznalhatok), az alabbi feltételekkel:



e a jarolapok nem fedhetik egymaést,
e nem loghatnak tal a padlo szélén, és

e a teljes padlot pontosan le kell fedni.

Adjon meg egy O(n) lépésben miikodd algoritmust, amely kiszamolja, hogy hanyféleképpen lehet szabélyosan lefedni a
padlot ezekkel a feltételekkel.

Megoldds: T(i) jelentése: megadja annak a szamat, hanyféleképpen lehet lefedni egy 3 x i-es padlot 3 x 1 és 1 x 3
jarolapokkal a feladatban adott feltételekkel. 1 pont

Sorrend: Az értékeket az i = 0-t6l i = n-ig kell kiszamitani, tehat az értékek névekvs sorrendben keriilnek kiszamitas-

ra. 1 pont
Kezdé 1épések: 2 pont
T(0) = 1 (iires padlo esetén 1 trivialis lefedés),
T(1) = 1 (egy 3 x 1 padlo egyetlen modon fedhets le),
T(2) 1 (egy 3 x 2 padlot csak kizardlag 3 x 1l-es jarolapokkal lehet lefedni).

Vége: Miutan elértiik i = n-t, a padlo lefedési lehetGségeinek szama T'(n) lesz, ezt adjuk vissza az algoritmus eredmé-
nyeként. 1 pont

Tovabblépés: Minden i-re, ahol 3 < i < n esetén:
TE)=T6G—-1)+T3GE - 3),
attol fiiggben, hogy az i-edik 3 x 1-es vagy 1 x 3-as volt. 2 pont

Helyesség: Az i-edik ,0szlopban” 1év§ 3 négyzetet vagy egy 3 x 1-es lappal fedjiik le, vagy pedig 3 db 1 x 3-as fedi le
Gket. Mas lehet6ség nincs. 2 pont

Futasidé: Mivel a kezddértékek beallitasa O(1) és a tovabblépési ciklus ¢ = 3-t6l ¢ = n-ig szintén minden i-re O(1)
idejt (hiszen csak 2 el6z6 értéket kell kiolvasni és dsszeadni a tombben), az algoritmus futési ideje: O(n). 1 pont

. Algoritmisztan térképe egy szomszédsagi méatrixszal adott iranyitott graf, melynek cstcsai a varosok, iranyitott élei
pedig a varosok kozott vezets kozvetlen utak. Az utak hasznalataért altalaban fizetni kell, 2025 utszakasz kivételével ez
az ar pozitiv, de erre a 2025 utra nulla. Az algoritmisztani drhivatal azt a szabalyt hozta, hogy egy utazo egy 1t sorén
legfeljebb harom ingyenes titszakaszt hasznalhat, egyébként 6sszeddl az orszag koltségvetése. Adjon O(n?) 1épésszami
algoritmust, ami meghatarozza a legolcsobb olyan utat egy adott A varosbol egy adott B varosba, ami legfeljebb harom
ingyenes utat hasznal.

Megoldds: Legyen G = (V,E) az eredeti, szomszédsagi méatrixos iranyftott graf (a varosokat csicsok, az utak élek
jelolik), és legyen F' C F az ingyenes ttszakaszok halmaza. A szabdly azt irja el6, hogy egy utazo legfeljebb 3 ingyenes
utszakaszt hasznalhat egy 1t soran.

Algoritmus:
Minden olyan S részhalmazon iterdlunk, melyre S C F és |S| = 3, 2 pont
ezek szama (20325), ami egy konstans. 1 pont

(a) Egy adott S-re modositjuk a grafot agy, hogy az 1j élhalmaz Eg = {e € F | e ¢ F } U S tartalmazza az Gsszes
fizetds élt, valamint az S-ben kivalasztott ingyenes éleket. 2 pont

(b) Minden modositott grafra Gg = (V, Eg) futtassuk a Dijkstra algoritmust A varosbol B véarosba, és jeldljiik C'(.S)-sel
a minimalis utkoltséget. 2 pont

(c) Valasszuk ki a legkisebb koltséget: C* = min{C(S) | S C F;|S| = 3}. 1 pont

Futasid6: Mivel az ingyenes élekbdl valasztott részhalmazok szama konstans, és egy Dijkstra algoritmus a szomszéd-
ségi métrix miatt O(n?) lépést igényel, a teljes algoritmus futdsa O(n?). 2 pont



