Algoritmuselmélet - Minta zarthelyi, megoldasokkal
2024 tavasza

A munkaidé 90 perc. A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL.
Hivatkozni csak az el6adason tanultakra lehet.

1. Az alabbi fiiggvények koziil pontosan egyre igaz, hogy O(n?)-es.
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(a) Valassza ki ezt a fiiggvényt és lassa be megfelel6 ¢ konstans és ng kiiszobérték megadasaval, hogy
O(n?)-es.

(b) A masik két fiiggvény egyikérdl (szabadon véalaszthat, hogy melyikrdl) bizonyitsa be, hogy az nem

O(n?)-es.

Megoldas:

(a) A masodik fiiggvény O(n?)-es, mert
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2020n logn + < 2020nlogn + n(n — 1) < 2020n* 4+ n? = 2021n?

n
Mindkét egyenlGtlenség n > 1 esetén igaz, az elsG becslésnél azt hasznaltuk, hogy 3n < 1, a maso-

diknal pedig azt, hogy nlogn < n? és n(n — 1) < n?.

A fentiek miatt ¢ = 2021 és ng = 1 jo valasztas O(n?) definiciojaban.

(b) A harmadik fiiggvényrél indirekt bizonyitéassal latjuk be, hogy nem O(n?).

Ha O(n?)-es volna, akkor létezne olyan ¢ > 0 konstans és ng > 1 kiiszob, hogy 20n?(logn)*+8 < ¢-n?
all fenn, ha n > ny.

Innen azonban
c-n?>20n*(logn)? + 8 > 20n*(logn)?

adodik, amit n2-tel leosztva kapjuk, hogy

c>20- (logn)?

teljesiil, ha n > ng, ami ellentmondés, mert logn minden hataron til n§, nem maradhat semmilyen
c konstans alatt orokkeé.

Pontozas vazlata

(a) A jo fiiggveény kivalasztésa: 1 pont
Jo becslések: 2 pont
Jo ¢ és nyg megadasa: 2 pont
(b) J6 indirekt elindulas: 1 pont
Helyes becslések, amik az ellentmondéashoz vezetnek: 2 pont
Az ellentmondés elmagyarazésa: 2 pont

A (b) részben az els6 fiiggvény véalasztasa esetén is hasonléan oszlanak el a pontok.
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2. Az A[l : n| tomb pozitiv szdmokat tartalmaz (a szamok nem feltételeniil egészek és lehetnek 1-nél
kisebb értékek is). Szeretnénk megtalalni azt az Afi : j| résztémbot (1 < i < j < n), melyben a
szamok szorzata a lehets legnagyobb. Adjon O(n) lépésszami, dinamikus programozéast hasznalo
algoritmust az elérhetd legnagyobb érték megtalalasara az alabbi részfeladatok megoldasaval: M |j]
adja meg a legnagyobb elérhetd szorzatot, ha a résztomb utolsé cellaja j.

Megoldas:
A részfeladatokat + = 1,2,...,n sorrendben oldjuk meg. 1 pont
M][1] = A[l], mert ha egy résztomb az els6 cellaban végzdédik, akkor az csak az elsG elembdl all.

1 pont
Az i > 2 esetben M[i]| = max(A[i], M[i — 1] - A[i]), 2 pont

mert az i-edik cellaban kétféleképpen végzddhet egy résztémb:

e a résztomb csak az i-edik cellabol all, ekkor a szorzat Ali

e az i-edik cella el6tt még més cellakat is hasznalunk, a legnagyobb ilyen szorzat értéke a korabbi
cellaig kaphato legnagyobb szorzat és az aktudlis elem, azaz A[i] szorzata 3 pont

Az elérhets legnagyobb érték az M[i] értékek maximuma, mert igy figyelembe vessziik az Osszes

lehetséges poziciot a résztémb utolso celldjara. 1 pont
Az algoritmus lépésszama azért O(n), mert az n részfeladat mindegyike konstans lépésben megoldhato
és a maximumkeresés is O(n) az n méretid tombben. 1 + 1 pont

3. Egy iranyitatlan G graf csucsai A, B,C, D, E, F, H. Mélységi bejarast (DFS-t) futtatva a D csicsbol
kiindulva a feszit6faba a DA, AB, AC, DE, EF, FH élek keriilnek be ebben a sorrendben.
(a) Lehetséges-e, hogy a G grafban van AFE él?
(b) Lehetséges-e, hogy a G grafban van EFH él?

Megoldas: (a) A DFS futésa soran visszalépiink az A csucsbol a D-be és majd csak ezutan jarjuk
be az E csicsot és ha lett volna AFE él, akkor legkésébb az A szomszédainak vizsgalatakor E-be

mentiink volna még az el6tt, hogy A-bol visszalépiink, 4 pont
tehéat biztos nincsen AFE és a gratban. 1 pont
(b) Az EH élet a H csucs szomszédainak vizsgalata soran vizsgaljuk el@szor, de ekkor az E cstics
mar be van jarva, ezért az él megléte nem valtoztatja meg a DFS futasat , 4 pont
ezért lehetséges, hogy van K H él a grafban 1 pont

Indoklas nélkiili helyes tippre nem jar pont.

4. Ellistajaval adott egy n csicst iranyitatlan graf és abban két kijelolt csics, A és B. A graf minden
csucsa ki van szinezve vagy pirosra vagy kékre, ez az informacio egy S tombben adott, amely a
csucsokkal van indexelve és ahol S[v] a v cstics szinét adja meg. A graf egy élét tarkanak nevezziik, ha
egyik végpontja piros, a masik pedig kék. Adjon O(n+m) lépésszamu algoritmust, ami meghatarozza,
hogy van-e olyan 1t az A csticsb6l a B csicsba, ami csupa tarka élbgl all és ha van ilyen, akkor azt
is megmondja, hogy hany tarka élbél all a legrévidebb ilyen tt.

Megoldas:

Az az otlet, hogy a tarka élek grafjaban kell legrovidebb utat keresni: 1 pont
ALGORITMUS (a fenti 6tlet egy lehetséges pontos megvalositasa)

(a) Kitorliink minden nem tarka élet a grafbol 1 pont
Ezt tgy lehet megtenni, hogy végigmegyiink az éllistan és ha egy w csics benne van egy v csics
szomszédai kozott, de v és w szine megegyezik, akkor w-t toroljiik v szomszédai koziil: 1 pont

(b) Az uj G, gratban futtatunk BFS-t A-bol (ajrakezdés nélkiil) 2 pont
és ha B nem jarodik be ekozben, akkor nincsen megfelel ut, ha pedig B bejarddik, akkor a
B-hez tartoz6 tavolsag adja meg a keresett élszamot. 1 pont



HELYESSEG
A modositas utan pontosan a csupa tarka élekbdl allo utak maradnak meg az Gj grafban 1 pont
és a BFS meghatarozza ezek koziil a legrovidebbet. 1 pont
LEPESSZAM
A modositas O(n + m), mert egyszer kell végigmenni az O(n + m) méreti éllistan és minden be-
jegyzésnél konstans sok munkat végziink. 1 pont
Az 4j grafban n cstics és m’ < m él van, a BFS 1épésszama pedig O(n + m'), azaz O(n + m).

1 pont

. A kovetkez6 nyaron sok minket érdekld fesztival lesz, azonban sajnos ezek idGpontjai k6zott vannak
atfedések. Ha egy fesztivalra elmegyiink, azon az elsé naptol az utols6ig ott akarunk lenni, de masnap
mar mehetiink egy Gjabbra. A széba jové f fesztival mindegyikérsl tudjuk,hogy melyik nap kezd&dik
és melyik nap végzddik, célunk hogy minél t6bb napot toltsiink fesztivalokon. Fogalmazza meg a
feladatot egy grafelméleti problémaként és adjon O(f?) lépésszami algoritmust a fesztivalok egy ilyen
kivalasztasara.

Megoldas:
GRAFELMELETI ATFOGALMAZAS OTLETE

A graf cstcsai a fesztivilok és akkor van irdnyitott él a v; fesztivalbdl a v; fesztivalba, ha v; utolsé

napja megel6zi v; els6 napjat (azaz el tudunk menni v; utn vj-re). 2 pont
Az a gondolat, hogy minden élhez az egyik fesztival hosszat rendeljiik és leghosszabb utat akarunk
keresni: 1 pont

ALGORITMUS (a fenti 6tlet megvalositdsa pontosan) és HELYESSEG
A fenti graf egy DAG, mert egy grafbeli, legalabb egy élbdl allo uthoz tartozé fesztivalsorozat kez-

dénapjai szigorian névé sorozatot alkotnak. 1 pont
A pontos megvaldsitdshoz vegyiink fel még egy csticsot, amibdl minden fesztivalcsicsba vezet egy
irAnyitott él. Mivel ebbe az 1j csticsba nem vezet él, ezért a graf DAG marad. 1 pont
Mindegyik élhez rendeljiik hozza annak a fesztivalnak a hosszat, amibe az él mutat. 1 pont

Igy a grafban az olyan utak, amik az extra csicsbol indulnak megfelelnek a lehetséges legalis feszti-
valsorozatoknak és egy ilyen 1t hossza a megfelels fesztivalokon toltott Osszes idGvel egyezik meg.

1 pont
Mivel a graf DAG, hasznaljuk a DAG-ban leghosszabb utat keres§ algoritmust az extra csicsbol
futtatva (az utak nyomonkovetésével), igy minden fesztivalesucsba megkapjuk az ezzel a fesztivallal
végz&do leghosszabb utat. A fesztivalokhoz igy kapott értékek maximumat megkeresve, az adott
fesztivalhoz tartozo leghosszabb 1t adja a legjobb kivalasztast. 1 pont
LEPESSZAM
A graf szomszédossagi matrixanak elkészitése O(f?) 1épés, mert minden fesztival-part egyszer kell
osszehasonlitanunk (ez O(f?) lépés, ezzel megvan az (n+ 1)-szer (n + 1)-es matrix n-szer n-es része),
az extra csucshoz tartozo sort pedig O(f) 1épésben fel tudjuk tolteni. 1 pont
A kapott grafnak n = f+1 csticsa van, a tanult algoritmus igy O(n?) = O((f+1)?) = O(f?) lépésben
fut. 1 pont

. Dijkstra  algoritmusat futtatjuk egy, az
A, B,C,E, F,G csucsokbol allo iranyitatlan gra-
fon. Az alabbi tablazat az D[ | tomb valtozasat
mutatja a futas kdzben.

Melyek azok az élek, amik biztosan szerepelnek a
grafban és mi ezeknek a silya?
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Megoldas:

A futés A-bol indult, mert az A csucsnél szerepel 0 az elsé sorban. 1 pont
Az els6 sorbol tudjuk, hogy A-bol E-be és G-be van él, ezek silya rendre 3 és 1, mert az elsd sor a



kezdGcestcsbol kivezets élek silyat adja meg. 1+ 1 pont
Kezdetben a KESZ halmaz csak az A pontbol all, kés6bb mindig a legkisebb D[ ] értéki bekeriil a
KESZ-be. 2 pont
A kés6bbi sorok vizsgalata sordn akkor lehet egy zy él meglétére kovetkeztetni, ha azt latjuk, hogy
x KESZ-be keriilése utan a kovetkezd sorra attérve y értéke csokken és ekkor azt is tudjuk, hogy az
xy ¢l stlya D[y| - az az érték, amivel z a KESZ-be keriilt. 2 pont
(Ezt nem muszaj igy altalanos alakban leirni, az is megfeleld, ha méas modon deriil ki, hogy hogyan
kovetkeztetjiik ki az éleket és a sulyukat (példaul egyesével elmagyarazzuk). Az a lényeg, hogy
sziikséges az indoklas és az indoklasbol ki kell deriilnie, hogy melyik értéket mibdl talaltuk ki.)

Az 1. sor alapjan G keriil a KESZ-be, a 2. sorra attérve latjuk, hogy a biztosan meglevé élek és

stlyaik: ¢(GC) =4,c(GE) =1,¢(GF) =3 és E keriil a KESZ—b‘e. 1 pont
A 3. sorbdl latjuk, hogy ¢(EB) = 5,c(EC) = 1, és C keriil a KESZ-be, 1 pont
A 4. sorbol kideriil, hogy ¢(CB) = 2, és F keriil a KESZ-be. Az 5. sorbél pedig ¢(FB) = 1.

1 pont

. Adott egy pozitiv egész szamokbol all6 6sszeg: a; +as + ...+ a,. Az Osszeadas jelek koziil szorzasra
cserélhetjiik barmelyikeket, de csak gy, hogy ne legyenek szomszédos szorzasok (azaz minden szam
legfeljebb egy szorzasban szerepelhet). Adjon O(n) futésideji algoritmust, ami meghatarozza, hogy
mekkora az ilyen cserékkel kaphat6 szamok maximuma. Példdul az 1 +4+3+2+ 3+ 4+ 2 Gsszegbdl
kaphaté maximum 29 =1+4-3+2+3-4+ 2.

Megoldas:

Dinamikus programozast hasznalunk, minden 1 < ¢ < n esetén a kovetkezd részfeladatot oldjuk meg:
MJi] = az a1 + as + .. . + a; 6sszeg modositasaval elérhets legnagyobb olyan érték 2 pont
Ezeket a feladatokat ¢+ = 1,2, ..., n sorrendben oldjuk meg. 1 pont
MI1] = a1, mert ez az egyetlen érték, ami elgallhat, illetve

M2] = max(a; - as, a1 + ay), mert ezek az egyetlen értékek, amik elallhatnak. 1 pont
Ha i > 3:

Két lehet6ség van:

e az utolsé miiveleti jel + : ekkor a legjobb, amit kaphatunk M[i — 1] + a;

e az utolso miiveleti jel - : ekkor a legjobb, amit kaphatunk M[i — 2] + a;_; - a;, mert ekkor az

utolso el6tti miivelet biztosan + 3 pont
Ezek koziil kell a nagyobbat venni, ez lesz M[i| értéke. 1 pont
A keresett érték M definicioja szerint M|[n]. 1 pont

A lépésszam azért O(n), mert n feladatot oldunk meg és mindegyik konstans lépésben megvan.
1 pont



