Algoritmuselmélet 2022 Turing-gép még mindig 6. gyakorlat

1. Adjon 1-szalagos determinisztikus Turing-gépet a {0*" | n > 0} nyelvhez! Nem sziikséges precizen
megadni az dtmeneteket, elegends a miikodés elvét leirni.

Megoldds: Az els6 0-t atirjuk 1-re, ez jeloli majd az input elején az els6 0-t. Jobbra haladva minden
masodik 0-t atirjuk x-re. Ha az utols6t nem irtuk at, akkor paratlan hosszu volt az input, elutasitjuk.
Ha atirtuk, akkor paros hosszi volt és a megmaradt 0-k szama felez6dott. Visszamegyiink az elejére
és megint minden masodik 0-t atirjuk x-re. Az utkozben talalt x-eken csak jobbra léplink. Fzt addig
ismételjiik, amig lehet. Ha végiil nem marad 0, csak az elején az 1-es, akkor elfogadjuk.

2. Adjon 2-szalagos nemdeterminisztikus Turing-gépet a {ww | w € {0,1}*} nyelvhez! Nem sziikséges
precizen megadni az dtmeneteket, elegendé a miikodés elvét leirni.

Megoldas: ElGszor megjeloljiik a 2. szalag elejét, majd lemésoljuk az input els6 néhany karakterét a
2. szalagra. Minden karakter masolasa utan lehetGség van a kovetkez6 karakter mésolasara vagy a
mésolas befejezésére és atlépésre egy 1j allapotba nemdeterminisztikus médon. Az 4j allapotban a
2. szalag fejét az elejére vissziik. Ezutan mindkét fejjel jobbra haladva a sz6 elsé felét a 2. szalagon
karakterenként Gssze tudjuk hasonlitani az 1. szalagon a sz6 masodik felével.

3. Adjon 2-szalagos determinisztikus Turing-gépet a {ww | w € {0,1}*} nyelvhez! Nem sziikséges
precizen megadni az dtmeneteket, elegendé a miikodés elvét leirni.

Megoldas: 2 szalagos gépet készitliink. ElGszor megjeloljiik a 2. szalag elejét, majd lemasoljuk az egész
inputot a 2. szalagra. Visszafelé haladva az 1. szalagon csak minden mésodik lépésben mozditjuk
a fejet balra, igy amikor a 2. szalagon visszaériink az elejére, akkor az 1. szalagon a fej kozépen
lesz. Ezutan jobbra haladva a 2. szalagon a sz0 elsé felét karakterenként ossze tudjuk hasonlitani az
1. szalagon a sz6 masodik felével.

4. Adjon 1-szalagos determinisztikus Turing-gépet a {ww | w € {0,1}*} nyelvhez! Nem sziikséges
precizen megadni az dtmeneteket, elegendé a miikodés elvét leirni.

Megoldas: Meg kell keresniink valahogy az input kozepét: ehhez a 0-kat x-re, az 1-eket y-ra valtoztat-
juk a kovetkezs modon. Atirjuk az elsé karaktert z-re ill. y-ra, majd az utolsé karaktert is. Mindig
visszamegylink az els6 0 vagy 1 karakterre, azt is atirjuk, majd az utolso ilyet is. A legelsd karaktert
meg akarjuk kiilonboztetni a tobbitsl, hogy fel tudjuk ismerni, hogy a szalag elején vagyunk, ezért
a legels6 karaktert x helyett a-ra, y helyett b-re valtoztatjuk. Ha nem sikeriil mindent atirni, akkor
az input hossza paratlan volt, elutasitjuk. Ha sikeriilt, akkor az utols6 atirt karakter épp a masodik
w els6 karaktere, ezt irjuk at z-re, de menjiink kiilonb6z6 allapotba, ha ott 0 ill. 1 volt. Menjiink a
szalag elejére, ott el tudjuk donteni, hogy a olvasott karakter megegyezik-e a megjegyzett karakterrel,
ami a mésodik rész els6 karaktere. Ha nem, elutasitjuk az inputot. Ha igen, akkor irjuk at ezt is
z-re, majd oda vissza ingazva a két rész kozott, osszehasonlitjuk a két részt. Ha minden stimmel,
akkor elfogadjuk az inputot.

5. Adjon 2-szalagos nemdeterminisztikus Turing-gépet az {1™ | m Osszetett szam} nyelvhez! Nem
sziikséges precizen megadni az dtmeneteket, elegends a miikodés elvét leirni.

Megoldas: El6szor megjeloljiik a 2. szalag elejét, majd néhany z-et frunk a 2. szalagra. Minden
karakter frasa utan lehetGség van még egy x ifrasara vagy az ifras befejezésére és atlépésre egy 1j
allapotba nemdeterminisztikus moédon. Az 4j allapotban a 2. szalag fejét az elejére vissziik. Ezutan
mindkét fejjel jobbra haladva, amig z-et olvasunk a 2. szalagon és 1-et az 1. szalagon, addig jobbra
lépiink mindkét szalagon. Ha maéasodik szalagon egy *-hoz ériink és az 1. fej 1-et olvas, akkor a
2. fejet az elejére mozgatjuk, és ismételjiik az el6z6eket. Ha masodik szalagon egy *-hoz ériink és
ekkor az 1. fej is *-ot olvas, akkor az egyesek szama oszthatd volt az z-ek szamaval, ezért elfogadjuk
az inputot.

6. Vézoljon egy Turing-gépet, ami a diagonalis nyelv komplementerét fogadja el. Megall-e minden
bemeneten a kapott Turing-gép?
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Megoldds: Elgszor megvizsgaljuk, hogy az input (w) tényleg egy Turing-gép leirasa-e. Ha nem, akkor
elfogadjuk. Ha igen, akkor elkezdjiik szimulalni a megadott gépet a sajat kodjan futtatva: A 2. sza-
lagra lemasoljuk w-t és azon végziink minden miiveletet, amit az adott gép végezne. A 3. szalagon a
szimulalt gép aktualis allapotat tartjuk nyilvan. Minden 1épésben koédban meg van adva, hogy mit
kell 1épni a 2. és 3. szalagon olvasott adatok alapjan. Konnyd olyan Turing-gépet konstrualni, ami
barmely bemenetre, igy a sajat-kodjara is, végtelen ciklusba keriil. Ha fent konstrualt Turing-gépnek
ez a bemenete, akkor a szimulélas is végtelen ciklusba fog keriilni. Tehat nem fog minden bemenetre
megallni.

7. Vézoljon egy Turing-gépet, ami az alabbi nyelvet fogadja el!
L = {w#x | az M, elfogadja az x els6 6t karakterébdl allo szot}

Megéll-e minden bemeneten a kapott Turing-gép?

Megoldas: ElGszor megvizsgaljuk, hogy az input w része tényleg egy Turing-gép leirasa-e. Ha nem,
akkor elutasitjuk az w#x inputot. Ha igen, akkor elkezdjiik szimulalni a w-vel megadott M, gépet
az x els6 6t karakterébdl allo y szén: A 2. szalagra leméasoljuk y-t és azon végziink minden miiveletet,
amit az M, gép végezne. A 3. szalagon a szimulalt M, gép aktuélis allapotat tartjuk nyilvan. Minden
lépésben a kodban (4tmeneti fiiggvényben) meg van adva, hogy mit kell lépni a 2. és 3. szalagon
olvasott adatok alapjan. Ha a szimulalt M, gép leéll, akkor mi is ledllunk és elfogadunk pontosan
akkor, ha M, elfogadott. Ha tehat w#x benne volt a nyelvben, azaz M, elfogadja az x els§ 6t
karakterébdl allo y szot, akkor mi is le fogunk allni és elfogadjuk w#z-t , azaz az L nyelv szavait
elfogadjuk. Ha w#x nincs benne az L nyelvben, akkor M, vagy le sem &ll az x els§ 6t karakterébdl
allo szon, de ekkor mi sem &allunk allunk le a szimulacioval, tehat nem fogadjuk el w#zx-t, vagy
pedig M, elutasitva leall az = els§ 6t karakterébdl allo szom, de ekkor mi is elutasitva allunk le a
szimulacioval, tehat nem fogadjuk el w#x-t. Mivel lehetséges olyan M, Turing-gépet konstruélni,
ami barmely bemenetre végtelen ciklusba keriil, ezért a most vazolt eljaras minden ilyen w-hez tartozo
w#x par esetén végtelen ciklusba fog keriilni, tehat nem fog minden bemenetre megallni.

8. Bizonyitsa be, hogy nincs olyan Turing-gép, ami minden bemeneten megéll és az alabbi nyelvet
fogadja el!
L = {w#x | M,, egy Turing-gép és = € L(M,)}

Megoldas: Tegyiik fel, hogy van ilyen TG, legyen ez M. Beléatjuk, hogy ekkor van olyan TG is, ami az
L, diagonélis nyelvet eldonti (azaz minden inputon megéall és L, szavait fogadja el). Ez ellentmondas,
hiszen bizonyitottunk, hogy ilyen TG nem létezik.

Legyen M’ egy olyan TG, ami ugyanazt csinalja, mint M, csak amikor M elfogadd allapotban all
meg, akkor M’ elutasit, és ha M elfogado allapotban all meg, akkor M’ elfogad. Tehat L(M') = L.

Az Lg-t eldonté TG-et a kovetkezSképpen konstrualhatjuk meg: w input esetén elGszor eldontjiik,
hogy ez egy TG kodja-e. Ha nem, akkor elutasitjuk. Ha igen, akkor futtatjuk az M’ TG-et a w#w
inputon. Ha ez elfogad, akkor w ¢ L(M,), azaz w € Lg, tehét elfogadjuk. Ha M’ elutasit, akkor
w € L(M,), azaz w ¢ Lg, tehat elutasitjuk.

9. Legyen ¥ = {0,1,+}. Vazoljon egy Turing-gépet, amelyik az x+y alaka inputon (ahol z,y €
{0,1}" nem iires bitsorozatok) egy id6 utan megall, és az 5. szalagon az x és y binrisan felirt szamok
Osszege all. Adjon becslést a Turing-gép 1épésszémaral

Megoldds: Hasznéaljunk 5 szalagot. Elgszor a bemenetrdl a +-ig terjedd részt (x) a szokott modon
lemésoljuk a 2. szalagra (el6tte megjelolve a szalag elejét). Majd a kovetkezs részt (y) hasonloan
dtmésoljuk a 3. szalagra. Alljunk vissza a fejjel a 2. és 3. szalag utols6 nem iires mezdjére (azaz x és
y utolso bitjére), hiszen az Gsszeadést az utolsod bitnél jo kezdeni.

A 4. szalagra irjuk az Osszeget a szam végérdsl kezdve. Az Osszeadasnél két allapotot hasznalunk, az
egyik jelképezi, hogy volt atvitel az el6z6 szamjegy Osszeadasabol, a masik meg, hogy nem volt. Ennek
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10.

megfelelGen a két allapotban mast-mast irunk a 4. szalagra ugyanannal az olvasott karakterparnal.
Végiil a 4. szalagon forditott sorrendben levs eredményt mésoljuk a j6 sorrendben az 5. szalagra.

A lépésszam O(n).
Oldjuk meg az el6z6 feladatot Gsszeadas helyett szorzas esetére is.

Megoldds: Az iskolaban tanult algoritmust kell megvalositani. A 1épésszam O(n?).



