Algoritmuselmélet 2022 Veremautomatak, kornyezetfiiggetlen nyelvek 4. gyakorlat

1. Legyen a nyelvtan: S — AB; A —0A1|01; B — 1B0]10
(a) Adjon meg egy levezetési fat a 001110 szohoz!

(b) Hatéarozza meg a nyelvtan altal generalt nyelvet!

Megoldds: (a)
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(b) A-bol az Ly = {0™1": n > 1} nyelv vezethet le, B-bdl pedig az Ly = {1¥0%: k > 1}, ezért
S-b6l minden, ami egy-egy ilyen sz6 dsszeftizésével megkaphato, azaz L = {0"1"T*0%: n,k > 1}.

2. Adjon kornyezetfiiggetlen nyelvtant az alabbi nyelvekre! Egyértelmtiek a megadott nyelvtanok?
(a) Az {a,b} feletti palindromok nyelve
(b) L = {a"bct: n =k vagy n = £}

Megoldas: Mindegyiknél tobb jo megoldas is van, pl.:

(a) Vegyiik észre, hogy a legalabb 2 hosszu palindromok tigy épiilnek fel, hogy az els6 és az utolso
karakteriik megegyezik, és koztiik egy (esetleg nulla hosszt) palindrom van. Ennek alapjan egy le-
hetséges nyelvtan: S — aSa |bSb|a|b|e

A nyelvtan egyértelmi, hiszen a sz6t6l fiiggéen mindig csak az egyik szabaly alkalmazhato.

(b) L két nyelv uni6ja, az egyik, amikor n = k és { tetszbleges, a masik amikor n = ¢ és k tet-
sz6leges. A nyelvtan késziilhet gy, hogy erre a két nyelvre megadunk egy-egy nyelvtant, és ezeket
yosszerakjuk”. Az X valtozobol lesz levezethets az elsd, az Y-bol a mésodik nyelv. Az X-bdl leve-
zethets szavak eleje a"b", amit mondjuk az A valtozobol kapunk (erre méar lattunk nyelvtant), ezt
kell kiegésziteni még tetszéleges szami c-vel, amit meg a C' véltoz6 old meg. Az Y-bol levezethets
szavaknak meg a széle késziilhet az a"c” mintajara, a kozepére kell tetszéleges szamu b, amit az
el6z6hoz hasonloan oldunk meg egy B véltozoval:

S—=X|Y, X—AC, A—adAble, C—cCle, Y —»a¥c|B, B—bB|e

(Az X valtozo el is hagyhato, ha a hozza tartozo egyetlen szabély jobb oldalat irjuk a helyébe.)

A nyelvtan nem egyértelmt, mert pl. az abc sz6 megkaphat6 az X és az Y valtozobol is. (Minden
n = k = ¢ tipust sz6 kétféleképpen is levezethets, és ez nem is keriilhets el, egy tétel szerint erre a
nyelvre nincs is egyértelmi nyelvtan.)

3. Egyértelmiiek-e az alabbi nyelvtanok? Egyértelmiiek-e az altaluk generalt nyelvek?
(a) S —aSa|bSb|aa|bb|alb
(by S—=TT|U T — 0T |TO0|# U — oUO00 | #

Megoldds: Az (a) nyelvtan egyértelmd. Ehhez azt kell észrevenni, hogy a sz6 kovetkezd karaktere, és
hogy hany bettit kell még generalnunk egyértelmiien meghatarozza, melyik szabalyt kell alkalmazni.

Mivel a nyelvtan egyértelmii, azért a generalt nyelv (ami a nem iires palindromok nyelve) is egyér-
telm.

(b) Probaljuk megérteni, mit csinal a nyelvtan! A T valtozobol levezethets szavak a 040" alaktiak
(k,n > 0), TT-b6l a OF#0m0"#0° alaktiak, azaz a 0*#0'#0° alaktiak. Az U-bol a 0F#0% alaktiak
(k > 0). Tehét a nyelv: L = {0*#0'#0°: k,t,s > 0} U {0*#0%*: k > 0}. Az, hogy a levezetendd
szOban egy vagy két # szerepel, meghatarozza, hogy az els§ vagy a mésodik szaballyal kell indulni,
tehéat ez a lépés egyértelmd. Nézziik mi van, ha az els6 S — T7T szaballyal kezdiink. Példaul a
04040 sz6t megkaphatjuk tigy, hogy az elsé T-bdl a 040 szot vezetjiik le, és a tobbit a masodikbol,
de ugy is, hogy a 0# részt vezetjiik csak le az els6 T-bdl és a tobbit a masodikbol. Tehéat a nyelvtan
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nem egyértelmd. (Ha a sz6 az elsd tipust és ¢ > 0, akkor a levezetése nem egyértelmd. Igazabol mar
a T-bdl valo levezetés sem egyértelmi: attol fiiggden, hogy milyen sorrendben alkalmazzuk a 07T és
a T'0 helyettesitéseket, mas-mas levezetési fat kapunk.)

A nyelv egyértelmiiségéhez mutatnunk kell hozzé egy olyan nyelvtant, ami egyértelmd. Nem nehéz
ilyet csinalni a nyelv ismeretében: az U jo, ahogy van, a T valtozot cseréljiik le példaul igy S —
N#N#N |U, N —ON |e, U—0UO00|+#

A levezetendd sz6 alapjan kell valasztanunk a kezdd szabalyt. Az U szabalyai nem valtoztak, N-bdl
tetsz6leges 0F levezethets, méghozza egyértelmiien.

4. Legyen az abécé ¥ = {0, 1}, a veremautomata éallapotai @ = {A, B,C}, amibsl A a kezdd allapot
és C' az egyetlen elfogadé allapot, Z a verem kezd§ szimboéluma. A veremautomata allapotatmeneti
figgvénye: §(A,0,¢) = {(A,a)}, §(A4,1,e) = {(A,b)}, §(A,e,e) = {(B,¢e)}, 0(B,0,a) = {(B,e)},
d(B,1,b) ={(B,¢e)}, 6(B,e, Z) ={(C,e)}.

(a) Adja meg a lehetséges szamitésokat a 010 sz6 esetén!
(b) Elfogadja az automata a 0110 szot?

(¢) Mi az automata altal elfogadott nyelv?

(

d) Adjon meg ehhez a nyelvhez egy kornyezetfiiggetlen nyelvtant!

Megoldas: Az alabbi szamitasi fabol latszik, hogy a veremautomata nem fogadja el a 010 szot.

o
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(b) A 0110 sz6t elfogadja, mert ha az els§ két lépésben az A-ban maradunk, a veremben (felilrsl
nézve) baZ lesz. Ha itt atmegytink a B allapotba, akkor a 3. karakterre a b betiit, a negyedikre meg
az a betit kiszedhetjiik a verembdl. Amikor a bemeneti sz6 elfogyott, akkor a veremben csak a Z
van, és ekkor atlépiink a C' elfogadé allapotba.

(¢) A veremautomata a paros hosszi palindromokat fogadja el. A (b) pont mintajara konnyt latni,
hogy ezeket tényleg elfogadja. Masrészt, egy elfogad6 szamitas sordn amig az A allapotban van, a
bemeneti w = ajas - - - a, sz6 elejének megfelelGen rak a és b bettiket a verembe. Mivel a C-ben mar
nem olvas, a B allapotban kell, hogy a sz6 tovabbi részét megvizsgalja. Ha ide k darab karakter
A-beli feldolgozéasa utan keriil, akkor abban az esetben nem akad el, ha a1 = ag, aryo = ap_1, stb.
Ahhoz, hogy a verem pont akkor iiriiljon ki, amikor a sz6 végére ér az kell, hogy n = 2k teljesiiljon.

Vegyiik észre, hogy ez a veremautomata az iires szot is elfogadja (ami jo, mert az is paros hosszu
palindrom).

(d) Egy lehet6ség: S — aSa|bSb|e

5. Adjon veremautomatat az alabbi nyelvekhez!

(a) Ly ={avic*: 4,5,k >0¢ési+j=k}

(b) Ly = {avick: 4,5,k > 0és j+ k =i}

(c) L. = {avick: 4,5,k >0ési+k=j}
Megoldds:  (a) Az otlet az, hogy amikor a vagy b karakter jon, akkor mondjuk mindig egy a-t

rakunk a verembe, a c-kre meg egyet kiszediink. Akkor fogadunk el, ha a sz6 végén csak a Z marad
a veremben. Persze arra is vigyaznunk kell, hogy b utan nem johet a, ¢ utan meg mar csak c johet
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akkor, ha elfogadjuk a szot. Lesz tehat 4 allapot, az A-ban az a-knal, a B-ben a b-knél, a C-ben a
c-knél tartunk. Innen léphetiink 4t az E allapotba, ami az egyetlen elfogadé allapot.

a,e —a b;e — a ca—¢€

H@ €,€ € é 5,5%57@ E;Z—)ZV@

A kiilonbo6z6 allapotok kozotti ;¢ — ¢ atmenetek biztositjak azt is, hogy az tires szot (i = j = k = 0)
elfogadja.

(b) Hasonl6 az el6z6hoz, de most csak az a-kra rakunk be egy-egy a-t a verembe, b-re és c-re is
kivesziink egyet.

aje —a b;a — ¢ cia—¢€

& €€ > € & €€ € 6€Z%Z

) Az a-kra megint betehetiink egy-egy a-t a verembe, de a b-knél ki kell ezeket szedni. Ha kozben
a verem kitiriil, akkor onnantol kezdve mondjuk b-ket rakunk be, amiket majd a c-k olvasasakor
szedegetiink ki.

aje —a b;a— ¢ b;e —b c;b— ¢

€€ =€ e sl = Z €€ > ¢€ el = Z
—(A -(B (B -(c (&)

Megjegyzés: a fent megadott veremautomatidk mindegyike nemdeterminisztikus az 4j allapotba ve-
zeté atmenetek miatt, de ezekhez a nyelvekhez lehet determinisztikus veremautomatat is adni. Pl
az elsé esetben:

a;e—a b;e — a c,a—¢

b;e — a cia—¢ el —Z

b;e = a c;a—¢€

6. Adjon veremautomatat az alabbi nyelvekhez!
(a) Ly ={a™™: 2n=m > 1} (b) Ly ={a"®™:2n>m >n > 1}

Megoldas: Ttt most méar csak szavakban vazoljuk a veremautomatik miikodését.

(a) A kezdd allapotbol az els§ a olvasésakor két darab a betiit rak a verembe és atmegy az A
allapotba. Itt minden tovabbi a bettinél megint két darab a betiit rak a verembe. Az A-bol az
els6 b olvasasakor kivesz a verembdl egy a-t és atlép a B allapotba, ahol minden tovabbi olvasott
b betiinél kivesz egy a-t a verembdl. Végiil olvasas nélkiil a verem aljat jelz6 Z-t latva atlép a C
elfogado allapotba, ahol a szamitas véget ér. Vilagos, hogy ha m = 2n, akkor a sz6 végén az elfogado
allapotba juthatunk. Ha pedig rosszkor valtunk allapotot vagy a sz6 nem megfelels, akkor vagy nem
jutunk el a C-ig vagy a sz6 addigra nem ér véget, a szamitas mindenképpen elakad, és ezért nem
elfogado.

(b) Kihasznaljuk a nemdeterminizmus adta lehetGségeket: az el6z6 automatat gy modositjuk, hogy
az A allapotban minden a betiire vagy egy vagy ketté a-t rakunk a verembe. Ha egy sz6 az L,
nyelvben van, akkor lesz hozza elfogad6 szamitas (amikor (2n — m)-szer rakunk be egyet és (m —n)-
szer kett6t). Ha az m tul kicsi, a verem nem fog kiiiriilni, ha meg nagy, akkor nem tudunk kivenni
bel6le, amikor kellene, a szamitéas elakad.

7. Készitsen veremautomatat a jo zardjelezések nyelvéhez!

Megoldas:
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Az otlet hasonlo az el6zéekhez, a nyitd zardjelnél berakunk egy

a betiit a verembe, a csukoénal kivesziink, kiilonbség, hogy csuko (e —>a
zarojel utan is johet nyito, ezért nem kell annyi allapot. Az, hogy )ia—e

egy jo zardjelsorozattal van dolgunk, pontosan azt jelenti, hogy
csukod zérojelnél mindig van legaldbb egy a a veremben de a sz6 H{E &4 —Z
végére egy sem marad.

. Tekintsiik az el6adéson szerepelt egyértelmi nyelvtant az aritmetikai kifejezésekre.
(a) Adjon meg az a + a x a x a + a szo6hoz egy levezetési fat!

(b) Ha a levezetési fa alapjan szamoljuk ki a kifejezés értékét, akkor milyen sorrendben végezziik
el a mtiveleteket?

(c) Egészitse ki a nyelvtant gy, hogy a kivonas is szerepeljen benne!

(d) Mi lesz ennél a nyelvtannél az a — a + a — a levezetési faja? Mi a miiveletek sorrendje?

Megoldds: (a)
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(b) El&bb a szorzasok balrél jobbra, utana az dsszeadasok balrél jobbra.

(¢) A + és — egyenrangu (d)
miveletek, ezért ugyanarra

a szintre keriilnek: /
E—-E+T|E-T|T / \
T
r
a

T—T+F|F E
F—(E)|a /1N

p—m—

A kiértékelés a fa alapjan balrol jobbra torténik.

. Adjon meg egy kornyezetfiiggetlen nyelvtant, ami az 6sszes olyan helyes kifejezést generélja, amiben
szorzas, hatvanyozas és zardjelek lehetnek! A nyelvtan legyen egyértelmi és tiikrézze a mitiveletek
szokéasos sorrendjét (azaz, ha nincs zardjel, akkor el6bb hatvanyozunk, és pl. a 23" _nél elsbb a 3%-et
kell kiszamolni és ez lesz a 2 kitevGje).

Megoldds: Két dologra kell figyelni: a hatvanyozés el6bb torténik, mint a szorzas és hogy tobb
hatvinyozasnal a helyes sorrend a jobbrol balra haladés. Ezért az els6 szabély a szorzas, masodik a
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hatvanyozas, és a hatvanyozéasnal az eddigiekhez képest a két valtozo sorrendje forditott lesz, azaz

TT+F|F
F—B1{F|B
B—(T)|a



