Algoritmuselmélet 2022 Binaris kereséfa, 2-3-fa, hash 13. gyakorlat

1. Egy binaris fa cstcsai 0 és 9 kozotti egész szamokkal vannak megcimkézve. Az inorder bejarés soran
a cimkék sorrendje: 9, 3, 1, 0, 4, 2, 7, 6, 8, 5, a posztorder bejarasnél pedig 9, 1, 4, 0, 3, =, 7, 5, v,
2. Mi lehet az x és mi az y?

Megoldas: Latszik, hogy a masodik listabol a 6 és a 8 hidnyzik, ezek egyike az x, a masik az y.

Probaljuk rekonstrualni a fat! A posztorder utolso eleme a fa gyokere, tehat ez a 2. Az inorderben
a 2 el6ttiek vannak a bal részfaban, a 2 utdniak a jobban. A 2 gyerekeit megint a posztorderbol
olvashatjuk ki, a 3 a bal oldalra keriilt elemek koziil az utolso, tehéat ez a 2 bal gyereke, a jobb pedig
az y. Az y értékétdl fiiggetleniil a 7 az y bal részfajaban lesz, hiszen az inorder sorrendben megel6zi.
Nem lehet y = 6, mert akkor az inorder sorrend szerint a bal részfaja csak a 7-bdl allna, és nem
allhatna a posztorder sorrendben el6tte az x. Tehat csak x = 6 és y = 8 lehet. Ez pedig valéban egy
jo megoldas, a 2 jobb gyereke az y = 8, ennek két fia a 7 és az 5, a 7-nek valamelyik oldali gyereke
a 6.

Megjegyzés: ha latni akarjuk, hogy ez tényleg j6 megoldés, azt is ellendérizni kell, hogy a bal részfa
sorrendjei sem mondanak ellent egymésnak.

2. Hatéarozza meg azokat a binaris fakat, amelyekben a preorder bejaras szerinti sorrend éppen a posz-
torder bejaras altal adott sorrend forditottja!

Megoldas: Ha egy cstucsnak két gyereke van, akkor ezek sorrendje ugyanaz a preorder és a posztorder
bejaras szerint is. Tehat a fa egyetlen 1t lehet csak (nincs benne elagazas). Ebben az esetben pedig
fiiggetleniil attol, hogy az a gyerek melyik oldalon van, a preorder a fan lefelé haladva sorolja fel az
elemeket, a posztorder meg felfelé.

3. (a) Epitsen besztirasokkal binéris keres6fat az alabbi sorrendben érkezd szamokbol: 7, 3, 2, 9, 8, 12,
6, 4.
(b) Jarja be pre-. in-, és posztorder bejarassal a kapott fat! o o
(c) Az (a) rész keres6fajan hajtsa végre az alabbi mtiveletsort: BESZUR(5), TOROL(2), TOROL(7),
TOROL(6).

Megoldas: A végeredmény ez lesz:

preorder: 7,3,2,6,4,9
inorder: 2,3,4,6,7, 8
19 posztorder: 2, 4,6, 3,8, 1
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TOROL(7):

TOROL(6):

4. Egy binaris keres6faban csupa kiilonboz6 egész szamot tarolunk. Mely z egész szamokra lehetséges,
hogy egy KERES(z) hivas soran a keresési it mentén a 20, 18, 3, 15, 5, 8, 9 kulcsokat latjuk ebben
a sorrendben?

Megoldds:  Nyilvan a 20 van a fa gyokerében. Mivel utana a 18 < 20 jon majd, nyilvan balra
léptiink, azaz x < 20. Hasonldéan a 3 < 18 miatt megint balra léptiink, tehat = < 18. Ekkor egy
3-nal nagyobb szam kovetkezett, tehat x > 3, és igy tovabb, x < 15, x > 5, z > 8. Osszegezve,
biztos teljesiil, hogy 8 < x < 15. Azaz x = 9,10,11,12,13, 14 mindegyike lehet, az els§ esetben a
keresés sikeres volt, a tobbiben nem.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha az inorder bejarast egy binaris kereséfara futtatjuk, akkor az elemeket
rendezett sorrendben kapjuk meg.

Megoldds: Bizonyitas: Azt latjuk be, hogy ha x és y két elem a faban, melyekre teljesiil, hogy = < y,
akkor az inorder bejaras z-et irja ki elbb.

Harom eset van:

e Az x cstucs az y csucs részfajaban van: ekkor x < y miatt csak a bal oldali faban lehet, de ekkor
az inorder bejaras y bal fajat és igy az x csucsot is y el6tt jarja be.

e Az y csics az x csucs részfajaban van: ekkor z < y miatt csak a jobb oldali faban lehet, de
ekkor az inorder bejaras x jobb fajat és igy az y csicsot is x utan jarja be.

e Egyik cstics sem leszarmazottja a masiknak: ekkor van egy olyan kozos Gsiik, aminek egyik
részfajaban van x, masik részfijaban pedig y, legyen ez 6s z. De ekkor x < y miatt x a bal, y
pedig a jobb részfajaban van z-nek és igy az inorder bejaras a teljes bal fat (beleértve z-et) z
el6tt, a teljes jobb fat (beleértve y-t) z utan jarja be, vagyis x el6bb lesz, mint y.

6. Az A keres6faban n egész szamot, a B-ben pedig m-et tarolunk. Rendezziik az n+m elemet O(n+m)
lépésben!

Megoldas: Tudjuk, hogy az inorder bejaras novekvd sorrendben adja meg a tarolt elemeket. Olvassuk
igy ki mindkét fabol a tarolt szamokat, és a két novekvd listat féstiljiik ossze. A kiolvasas (bejaras)
lépésszama aranyos a fa méretével, az Osszefésiilés n + m — 1 Gsszehasonlitast és n + m mozgatast
igényel, Gsszesen tehat a lépésszam O(n + m).

7. Adott egy m csicsi binaris kereséfa, melyben csupa kiilénbozé elemeket tarolunk. Ennek minden
v csucsara meg akarjuk hatarozni, hogy a v gyokert részfaban hany darab v-nél kisebb elem van
tarolva. Adjon algoritmust, ami ezt a feladatot O(n) lépésben megoldjal

Megoldas: Egy keres6fa v gyokert részfajaban v-nél kisebb elemek csak a v bal részfajaban lehetnek,
a feladatunk minden cstcsra a bal részfa méretének meghatarozasa. Helyette dinamikus programo-
zéssal hatarozzuk meg minden v csticsra a bal részfa B(v] és a jobb részfa J[v] méretét is! Posztorder
sorrendben menjiink végig a cstucsokon. Ha v levél, akkor B[v] = J[v] = 0. Ha v nem levél és z a
bal, y a jobb gyereke, akkor B[v] = Blz] + J[z] + 1 és J[v] = Bly] + J[y] + 1. Amennyiben = vagy y
nem létezik, akkor Blv] vagy J[v] értéke 0.

Végiil a Blv] értékekre van sziikségiink.

A lépésszam: a bejaras lineéaris, minden cstcsnal konstans sok tovabbi mitiveletet végziink, ezért
Osszesen O(n).
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10.

11.

12.

13.

. Igazolja, hogy minden olyan algoritmus, ami csak Osszehasonlitasokkal fel tud épiteni egy binéris

kereséfat n elem esetén (nlogn) 6sszehasonlitast hasznal!

Megoldas: Mivel egy binaris kereséfabol az elemek névekvs sorrendjének elGallitasahoz méar nem
kell tovabbi sszehasonlitas (csak az inorder bejaras), ezért az Osszes sziikséges Gsszehasonlitas a fa
elkészitésekor torténik. A rendezéshez kell Q(nlogn) 6sszehasonlitas, tehat a fa épitéséhez is sziikség
volt ennyire.

. Nyitott cimzéssel hash-eliink egy kezdetben iires M = 11 mérett tablaba a h(z) = x (mod M) hash-

fiiggvénnyel. Mi lesz a tabla allapota, ha a 4, 5, 14, 15, 16, 26, 3 kulcsokat a megadott sorrendben
beszurjuk és az iitkozések feloldésara

(a) linearis probat hasznalunk?

(b) kvadratikus maradék probat hasznalunk?

(c) kettds hash-elést hasznalunk, amikor A'(x) = 7z (mod (M — 1)) a mésodik hash-fiiggvény?
Hény iitkozés tortént az egyes esetekben?

Megoldds: (a) Az iitkozések szama: 04+ 0+ 0+2+4 +4 +4 = 14, a végén a tabla elemei sorban
22,16, 15, 14,4,5, -, -, —, -, 3

(b) Az iitkozések szama (lefelé indulok): 0+0+0+3+244+1 = 10, a végén a tabla elemei sorban
15, -, 3, 14, 4, 5, 16, —, 26, —, —

(c) Az utkozések szama (most is lefelé indulok): 0+0+0+1+2+1+3 =7, a végén a tabla elemei
sorban 3, 16, 26, 14, 4,5, —, —, —, —, 15

Elsfordulhat-e nyitott cimzéses hash-elés esetén, hogy az n > 3 méret tdblaban csak 3 elem van, de
a keresés lépésszama n 7

Megoldds: Igen, ha korabban torlések is torténtek, pontosabban, ha minden helyrsl, ahol most nincs
elem volt torlés. Ekkor a keresés ezeken tovabbmegy, és ha a 3 bent levs egyike sem a keresett elem,
akkor mindenképpen bejarjuk az egész tablat.

Jo valasztés-e M = 7 méretd tablanal a h(z) = 2% (mod 7) hash-fiiggvény?

Megoldds: Nem, mert f(1) = f(6), f(2) = f(5) és f(3) = f(4), tehat minden a 0, 1, 4, 2 helyek
egyikénél kezd ahelyett, hogy a 7 lehetséges helyre szétoszlandnak (tobb iitkozés varhato).

A T[0 : M] tablaban 2n elemet (n < M/3) helyeztiink el valamilyen hash-fiiggvény segitségével,
amikor azt tapasztaltuk, hogy az elemek mindegyike az els6 3n hely egyikére keriilt. Ha nem volt
kozben torlés és a végén a tablaban minden 3¢ indext hely iires maradt (0 < ¢ < n), akkor legfeljebb
hény iitkozés lehetett, ha

(a) linearis probat hasznaltunk?
(b) kvadratikus maradék probat hasznaltunk?

Megoldds:  (a) Ezek szerint a tablazat elején mindig két foglalt helyet kovet egy iires. Lineéaris
probanal csak a két szomszédos iitkézhetett a mésodiknak érkezs beszurdsakor, tehat legfeljebb n
iitkozés volt. Ennyi lehet is, pl. ha az elemek sorban 2, M + 2, 5, M + 5, stb.

(b) Mivel mindenkinek legaldbb az egyik szomszédja tires, elemenként megint legfeljebb egy titko-
zés lehetett. Ezért az titkozések csak egy-egy szomszédos péaron belill torténhettek. Azaz most is
legfeljebb n iitkozés lehetett. Az el6z6 példa mutatja, hogy ez lehetséges is.

Egy m méretd hash-tablaban mér van néhany elem. Adjon O(m) lépésszamu algoritmust, amely
meghatarozza, hogy egy Gjabb elem lineéaris probaval torténé beszturasakor maximum hany {itkozés
torténhet!

Megoldads: A feladat az, hogy a tablaban levs legnagyobb foglalt blokk hosszat meghatarozzuk. Ezt
egyszertien dinamikus programozassal lineédris id6ben megtehetjiik példaul igy: Legyen M az eddigi
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14.

legnagyobb befejezett blokk hossza, B pedig az aktuélis érték, kezdetben mindketts 0. Az m méreti
T tablaban sorban az i = 0,1,2... indexekre (az indexet mod m értve):

Ha T'[i]-ben nincs elem és B > M, akkor legyen M = B.

Ha T'[i]-ben nincs elem, akkor B = 0.

Ha T'[i]-ben van elem, akkor néveljiik B-t eggyel.

Ha i > m és T'[i]-ben nincs elem, akkor megallunk. (Ez nyilvan be fog kiovetkezni valamely i < 2m
esetben.)

A végén max(M, B) a valasz.

A by...b, alaki n 4+ 1 hossz bitsorozatokat akarjuk tarolni. Tudjuk, hogy a by paritasbit (ami
a sorozatban az egyesek szadmét parosra egésziti ki). Ha nyitott cimzéstd hash-elést hasznalunk
h(z) = x (mod M) hash-fiiggvénnyel és linearis probaval, akkor M = 2" vagy M = 2" + 1 méreti
hash-tabla esetén lesz kevesebb iitkozés?

Megoldds: Az ilyen szamokon a mod 2" levagja az elsé bitet, tehat M = 2" esetén kiilonb6z6
sorozatok nem iitkoznek. Az M = 2™ + 1 esetben viszont lesz iitkozés, a 00 - - - 00 iitkozik az 10---01
sorozattal, hiszen mindkét esetben a h értéke 0.

A 2-3 fak idén nem fértek bele az eladéasba. Akit érdekel, a honlapon megnézheti a tudnivalokat, itt
pedig par gyakorlo feladat kévetkezik.

15.

Adjon egy 2-3-fat amely az 5,8,21,63 elemeket tartalmazza, majd sorban szurja be a 69,32,7,23,25
elemeket!

Megoldas:

63

69]

21]  |63] [69]

23] [32] 69

]

21]

8] 2] [23)  [2s] [32]  [63] [69]
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16.

17.

18.

Egy 2-3-fa gyokerének harom fia van, a benne szerepld két érték 40 és 50. Mennyi lehet a téarolt
elemek minimélis, illetve maximélis szdma, ha tudjuk, hogy csak pozitiv egész szamokat tarol a fa?

Megoldas: A feltételekbdl kovetkezik, hogy a gyokérnek 3 fia van, a balban 1 és 39 kozott, kozépen
40 és 49 kozott, a jobb oldalon 50-t6] tarolunk elemeket.

A minimalis elemszamot nyilvan tugy kapjuk, ha a gyokér gyerekei levelek, az z, 40, 50 elemeket
tarolja a fa, ahol 1 < x < 39 tetszbleges egész.

A maximalis elemszamhoz nézziik, mit tudunk mondani a fa magassagarol! Mivel jelen esetben a
harom részfa koziil a kozépss tarolhatja a legkevesebb elemet, ez fogja a korlatot adni. Ennek a
magassaga legfeljebb 4, és a lehetséges maximaélis 10 elem tarolasdhoz kell is ennyi. Tehéat a mésik
két részfa magassaga is 4 lesz. Ezekben akkor kapjuk a lehetd legtobb levelet (tarolt elemet), ha
mindig 3 felé agaznak, azaz 27 — 27 elemet tarolnak. Ennyi megengedett elem van is mindkét oldalon,
tehat a maximaélis elemszam 10 + 2 - 27 = 64.

Az [1,178] intervallumba esé Osszes egész szamot egy 2-3-faban taroljuk. Tudjuk, hogy a gyokérben
két utjelz6 van, és az els6 ezekbdl a 17. Mi lehet a mésodik?

Megoldds: A masodik utjelzd a jobb oldali részfaban tarolt legkisebb szam, tehat ezt kell meghatéa-
roznunk.

Az elsG utjelz6 miatt a bal részfa 1-t6] 16-ig tarolja a szdmokat. Ezért ennek a részfanak a magassaga
legalabb 4 és legfeljebb 5. Mivel két utjelzénk van, a gyokérnek 3 gyereke van. Tudjuk, hogy
mindharom részfa magassaga ugyanaz. Ha ez a kozos magassig 4, akkor a kdzépss és jobb részfaban
is legfeljebb 3*~1 = 33 = 27 levél van, tehat legfeljebb ennyi értéket tarolhat, igy nem fér a faba mind
a 178 elem. Tehat a bal részfa, és igy a masik ketté magassaga is 5 kell legyen. Ekkor a masik két
részfa mindegyike legfeljebb 351 = 3* = 81 értéket tarolhat. Mivel 16 + 2 - 81 = 178, ezért csak az
lehet, hogy a kozépss és jobb részfaban minden nem levél csicsnak 3 gyereke van (a bal részfaban
meg mindenhol 2), a kozépsd és jobb részfa is 81 elemet téarol.

A gyokérben levs masodik tutjelzé a jobb részfa legkisebb eleme, ami ezek szerint 16 + 81 + 1 = 98.

Egy 2-3-faban 4 elem van. Egyértelmt-e a 2-3-fa?

Megoldas: A szintek szama logs4 + 1 = 2.2618... és log,4 + 1 = 3 kozott van, tehat pont 3. A
harom szintt fanak pont 4 levele van, ha minden csicsnak pont 2 gyereke van. Ha barmelyiknek 3
gyereke lenne, mar legalabb 5 levél lenne. Tehat a fa egy teljes binaris fa, ami egyértelmd. Mivel azt
is tudjuk, hogy az elemek a levelekben balrél jobbra novekednek, valamint a belsé cstcsok cimkéi is
egyértelmiien meghatarozhatoak a levelekbdl, ezért a 2-3-fa egyértelmi.



