Algoritmuselmélet 2022 NP-teljesség 2 10. gyakorlat

1. Adjon Karp-redukciot a PARTICIO problémarol a RH problémaral

(Az RH eldontési problémaban egy (s1, Sa, . . ., Sp; b) inputrol kell eldonteni, hogy ki lehet-e vélasztani
par olyan s;-t, amiknek 6sszege b (minden s; és b is pozitiv egész). A PARTICIO problémaban pedig
egy (81, S92, -+ , Sy) inputrol kell eldonteni, hogy szét lehet-e osztani az s; értékeket két halmazba ugy,
hogy a két rész Osszege ugyanaz legyen (minden s; pozitiv egész).)

Megoldds: Legyen f : (s1,82,...,8n) = (S1,52,...,8,;b), ahol b = > s;/2, ha ez a b egész szém,
kiilonben meg pl. (2,2;1). Ez az f egy megfelel6 Karp-redukeio, mert csak linearisan sok osszeadas
kell hozza, hogy a b-t kiszamoljuk, és az RH megoldasa megegyezik a PARTICIO megoldésaval.

2. A HATIZSAK eldontési probléméban egy (s1,...,8m;v1,. .., Un;b; k) inputrél kell eldénteni, hogy
van-e olyan I C {1,...,m} részhalmaza az indexeknek, amire ) .., s; <bés ) ., v; > k is teljesiil.
Bizonyitsa be, hogy a HATIZSAK feladat NP-teljes!

Megoldas: Mivel egy megfelel§ I részhalmaz polinom méreti és polinom idében ellenérizhets, ezért
a probléma NP-ben van.

Megadunk egy RH < HATIZSAK Karp-redukciét. Legyen

f(s1y-oySm;b) = (81, -+, Smi Sty -5 Sm; 03 b).

Ha valamely I-re teljesiil, hogy ) .., s; = b, akkor nyilvan teljesiilnek a HATIZSAK feladat feltételei
is. Ha viszont Ha valamely I-re teljesiil, hogy > ., s; < bés > .., s; > k, akkor nyilvan ) ., s; = b.
Tehat ez egy jo Karp-redukcio6.

Informdlisan: Az RH feladat a HATIZSAK feladatnak specialis esete, méghozza az az eset, amikor
minden i-re igaz, hogy v; = s; valamint £ = b. Mivel mér a specialis eset is NP-nehéz, ezért az
altalanositésa is az.

3. A TOBBSEGI-SAT nyelv olyan Boole formulédkbol &ll, amik a valtozok lehetséges értékadasainak
tobb mint a felére igazak. (Ha k valtozé van benne, akkor 2* lehetséges értékadas van, ezek koziil
tobb mint 2°~'-re igaz.) Bizonyitsa be, hogy a TOBBSEGI-SAT nyelv NP-nehéz.

Megoldds: Megadunk egy SAT < TOBBSEGI-SAT Karp-redukciot. Legyen ¢ = ¢V y, ahol y egy
¢-ben nem szerepld valtozo. Ez nyilvan polinom idében kiszamolhato.

Ha ¢ kielégithetd, akkor ¢’ igaz lesz abban az esetben, ha vessziik ¢ egy kielégitését és y-nak a hamis
értéket adjuk, valamint az Osszes olyan értékadésra, amikor y igaz. Ez tébb mint a a lehetséges
értékadéasok fele.

Forditva, ha ¢’ igaz az értékadasok tobb mint felére, akkor ezek kozott kell lenni olyannak is, amikor
y hamis. Ez egy olyan értékadas lesz, amikor ¢ igaz.

Megjegyzés: Ennél a nyelvnél nem firtatjuk, hogy NP-ben van-e. De azt vegylik észre, hogy az
értékadasok tobb mint felének megadasa nem j6 tant, mert lehetséges, hogy nem polinom mérett.

4. P-beli vagy NP-teljes az a feladat, ahol adottak az a4, ..., a, egész szamok és az a kérdés, hogy ez a
szamhalmaz szétoszthato-e harom részre gy, hogy mindharom rész 6sszege ugyanannyi legyen?

Megoldds: Megmutatjuk, hogy NP-teljes. Az, hogy NP-ben van vilagos, hiszen tanu lehet egy jo
szétosztas (pl. O(n) bittel megadjuk melyik szam melyik osztélyba keriiljon), amirél ©(n) lépésben
ellendrizziik, hogy tényleg 3 felé osztas, és az Osszegek megegyeznek.

A teljességhez megadunk egy PARTICIO < L Karp-redukciot. A PARTICIO egy by, bs, ..., by
bemenetébdl (b; > 0) képezzik az a; = b; (1 < i < m), a1 = Y b;/2 sorozatot, ha ez az Osszeg
paros. (Igy n = m+1.) Ha az 6sszeg nem paros, akkor legyen példaul n = 3, a; = ay = 1,a3 = 2. Ez
polinom idében szamolhato. A b;-k kétfelé osztésa adja az a;-knek egy 3 felé osztasat (a 3. osztaly
egy elemt, az a,,.1 van csak benne). Masrészt csak gy lehet az a;-ket 3 felé osztani, ha az a1
egymaga lesz, a méasik két osztaly meg a b;-k egy jo particidja.



Algoritmuselmélet 2022 NP-teljesség 2 10. gyakorlat

5. Egy n emberbdl allo szervezetben b féle bizottsag miikodik. Bizottsagi iilések idGpontjat akarjuk
kittzni. Két kiilonboz6 bizottsag iilése akkor lehet azonos napon, ha nincs olyan ember, aki mindkét
bizottsagnak tagja. Legyen adott egy k pozitiv egész szam és minden bizottsaghoz a tagok névsora.
Azt szeretnénk eldonteni, hogy az Gsszes bizottsag iilése lebonyolithaté-e k napon beliil. Vagy adjon
egy, a kivant beosztast megtaldld polinomialis algoritmust, vagy mutassa meg, hogy a feladathoz
tartozo nyelv NP-teljes!

Megoldds: — Otlet: tekintsiik azt a G grafot, melynek csticsai a bizottsagok, ketté akkor legyen
osszekotve, ha van kozos tagjuk. Igy azoknak a bizottsagoknak lehet egy napon az iilése, amelyek
fiiggetlen halmazt alkotnak. Akkor elég k nap, ha k fliggetlen halmazra felbonthatok a cstucsok, azaz
a graf kiszinezhet§ k szinnel.

Ezutan nem nehéz egy visszavezetést adni a 3SZIN nyelvrdl: a csiicsoknak feleljenek meg a bizott-
sdgok, minden élnek megfelel egy ember, aki pontosan abban a két adott bizottsagban van benne,
k=3.

6. A TSP (Travelling Salesman Problem) feladatban azt kell eldonteni egy élsilyozott teljes G grafrol
és egy k egész szamrol, hogy van-e GG-ben olyan Hamilton-kor, melynek silya legfeljebb k. Lassa be,
hogy a TSP feladat NP-teljes.

Megoldds: TSP NP-ben van, mert j6 tani a jé6 Hamilton-kor, ami megadhaté példaul a csicsok jo
sorrendben valo felsorolasaval. A tant hossza O(vlogwv), mert v csticsot kell felsorolni, mindegyik
leirhato O(log v) bittel. A tant ellendrzése soran megnézziik, hogy mindegyik csiics egyszer szerepel
(ez megtehetd a tant egyszeri végignézésével és annak nyilvantartasaval, hogy melyik csicsot lattuk
mar), illetve megnézziik, hogy a szomszédos csicsok kozott valoban van él a szomszédossagi méatrix
szerint (ehhez is csak egyszer kell végigmenniink a csicsok sorrendjén), ekozben Ossze is adjuk az
élek sulyat, ez az eljaras a tant hosszaval aranyos lépésszamu.

Az NP-teljesség ezutan abbol jon ki, hogy HAM visszavezethetd TSP-re a kdvetkezd modon: minden
G grafhoz rendeljiik azt a G-vel azonos csiicsszam élsilyozott teljes grafot, melyben a G-ben szerepld
élek silya 1, a G-ben nem szerepl§ élek stlya 2. Legyen tovabba a TSP-ben igy kapott grathoz tartozo
k értéke G csucsszama, amit jeloljiink v-vel.

Ez a hozzéarendelés O(v?) lépéssben megtehetd.

Ha G-ben van H-kor, akkor ezen H-kor minden éle 1 silyu a teljes grafban, vagyis itt van v stlyu
H-kor.

Ha a teljes grafban van v sulyu H-kor, akkor az csak G-beli éleket tartalmazhat (mert v darab élet
kell kivalasztanunk és mindegyik sulya 1 vagy 2 lehet csak), vagyis ekkor G-ben is van H-kor.

7. Tudjuk, hogy L; < Lo és hogy az L, komplementere Karp-redukalhat6 a PARTICIO nyelvre.
Igazolja, hogy ekkor L; € coNP !

Megoldds: A masodik feltétel szerint Ly, < PARTICIO, ¢s miveiPAPEFTCIO NP-teljes (és igy
NP-beli), ezért Ly € NP. Az els6 feltétel szerint Ly < Lo, amib6l Ly < Lo kovetkezik. Ezért Ly is
NP-ben van, ami a co NP definicioja miatt ekvivalens az L; € co NP tulajdonsaggal.

8. Bizonyitsa be, hogy ha P = NP, akkor az () és a ¥* nyelvek kivételével minden P-beli nyelv NP-teljes.

Megoldas: Ha L € P, akkor nyilvan L € NP is teljesiil. Ha L' € NP = P, akkor megadunk egy
L' < L Karp-redukciot. Mivel L # () és a L # 3*, ezért van olyan a sz6, amire a € L és van olyan b
sz06, amire b ¢ L.

Legyen

a, haxel
f(x){b, haz ¢ L.

Mivel L' € P, ezért a fiiggvény polinom idében kiszamolhato és teljesiti a sziikséges feltételt.
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9.

10.

11.

Tegyiik fel, hogy van egy eljardsunk, ami egy tetszéleges n cstcsu grafrél polinom idében megmondja,
hogy van-e benne Hamilton-kor. Hogyan lehet ezt felhasznélva polinom idében megtalalni egy adott
G grafban egy Hamilton-kort?

Megoldas: Flészor adjuk be az eljarasnak a G grafot. Ha az a valasz, hogy nincs benne Hamilton-kor,
akkor készen vagyunk.

Kiilonben legyenek a G graf élei fi, fo,..., fm- Az i =1,2,...m értékekre sorban csinaljuk a kovet-
kez6t:

Hagyjuk el a grafbol az f; élet, jelolje a kapott grafot G'. Adjuk be ezt a grafot az eljarasnak.
Amennyiben az a valasz, hogy van benne Hamilton-kor, akkor G = G'-vel folytatjuk az eljarast. Ha
nincs benne, akkor viszont nem valtoztatjuk meg G-t.

Vegyiik észre, hogy az aktuélis G-ben mindig lesz Hamilton-kor, de elhagyunk minden élet, ami
ehhez ,nem fontos”. A végén a grafban kizarolag egy Hamilton-kor élei maradnak meg, igy itt mar
kénnyt ezt ,megtalalni”.

Lépésszam: Legyen az eredeti eljaras lépésszama az n csicsu grafokon O(n¢). Ezt m-szer hivjuk
meg, m < n?. Egy él elhagydsa megoldhat6 O(n) lépésben, tehat az egész egyiitt O(m(n°+n)), azaz
polinomialis.

Megjegyzés: Lehet, hogy eredetileg tobb Hamilton-kor is van a grafban. Mindig azt ellendrizziik, hogy
marad-e az f; elhagyéasa utan is Hamilton-kor, és ha igen, akkor egy kevesebb éli graffal folytatjuk.

Egy hivatal egy 1j, E emeletes épiiletbe fog koltozni. Az épiilet minden emeletén ugyanakkora
teriilet hasznélhato fel irodak kialakitdsdra. Minden részleg megmondta, hogy Osszesen mekkora
irodatertiletre tart igényt. Azt akarjuk eldonteni, hogy megoldhaté-e a koltozés ugy, hogy egyetlen
részleg se legyen kettévagva, azaz egy részleg teljes egészében egy emeleten legyen (de egy emeletre
keriilhet tobb részleg is). Mi lesz a problémahoz tartozo nyelv? Ez a nyelv P-ben van vagy NP-teljes?

Megoldds: A nyelv elemei: (ay,as,...,a,; E,T), ahol a; > 0, E > 0, T > 0 egész szamok, és az
a; szamok szétoszthatok E csoportba, hogy minden csoport 6sszege legfeljebb T'. (Itt T a szintek
tertilete, a;-k az igények.)

Otlet: NP-teljes, pl. a PARTICIO visszavezethets ra, E = 2 esetén két emeletre kell elrendezni a
szamokat”. A PARTICIO egy (ai,as, ..., a,) bemenetéhez rendeljiik az (a1, as, ..., an;2, | a;/2])
bemenetet.

Az L nyelv az olyan G egyszerd grafokbol all, melyeknél a cstiicsok szinezéséhez kell legalabb 4 szin.
Igazolja, hogy a PRIM < L Karp-redukci6 1étezik!

Megoldds: A PRIM < L Karp-redukci6 létezéséhez elegendé megmutatni, hogy a komplementerek
kozott van Karp-redukeio, PRIM < L. Tudjuk, hogy PRIM = OSSZETETT € NP. Azt fogjuk
belatni, hogy L egy NP-teljes nyelv, és akkor az NP-teljesség definici6ja miatt készen vagyunk.
Ehhez elegendé azt észrevenni, hogy a ,kell legalabb 4 szin” komplementer tulajdonsaga az, hogy ,.3
szin elég”, azaz lényegében a 3SZIN nyelvrsl van sz6, ami valéban NP-teljes.

Kicsit pontosabban, L a 3SZIN nyelvnek és a nem grafokat leiré bemeneteknek az unioja, amire a
3SZIN nyelv kénnyen Karp-redukalhato tigy, hogy el6szor ellendrizziik, hogy a bemenet grafot ir le.
Ha nem, akkor megfeleltetjiik neki a 4 pont teljes grafot, amihez nyilvan kell 4 szin, egyébként meg,
ha grafot ir le, akkor sajat magét.

Megjegyzés: A komplementer nyelv helyett altalaban elegendd a komplementer tulajdonsiggal fog-
lalkozni, hiszen az ez altal meghatarozott nyelv csak a formalisan nem j6 bemenetekben kiilonbozik
a komplementer nyelvtsl.



