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Elagazas és korlatozas

Mit tegytink ha kiderdl, hogy a megoldand6 probléma NP-teljes?
Legtébbszdr van c-es algoritmus, de nem mindegy mekkora c.
Bontsunk esetekre, azt alesetekre, ... — fa

Ertékeljiik az eseteket = bizonyos iranyokban nem kell
tovabbmenni. = (korlatozé heurisztika)

Pl. sakkallasok

Feladat: Keresslink maximalis méret{ fliggetlen ponthalmazt egy adott
G grafban.

NP-teljes

Minden részhalmazt végignéziink —- Q(2") lépés
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Jobb algoritmus

Eszrevétel: Ha G-ben minden pont foka legfeljebb ketté, akkor a
feladat linearis idében megoldhaté — G izolalt pontok, utak és kérék
diszjunkt uniéja. =— komponensenként minden ,masodik” pontot

bevessziik a halmazba. (izolalt pontok)

(ONONO)

C——=—

MF(G)
1. Ha G-ben minden pont foka < 2, akkor MF(G) az el6bbi eljaras altal
adott maximalis flggetlen halmaz, és a munkat befejeztik.
2. Legyen x € G, fok(x) > 3.
Si = MF(G\ {x})
So = {x} UMF(G\ {x és szomszédai}).
3. Legyen S az Sy és S, kozil a nagyobb méreti, illetve akarmelyik,
ha |S1| = [Sz].
4. MF(G) := S.
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Legyen T(v) az MF(G)-n (|V(G)| < v) bellli MF hivasok maximalis
szama, beleértve MF(G)-t magét is.
Tétel

Van olyan c allando, hogy T(v) < cvV, tetszbleges v természetes
szédmra, ahol v a~v* — 42 — 1 = 0 egyenlet pozitiv gyéke (v ~ 1,381).

Bizonyitas.

Legyent(v) =T(v)+1. = T(v)=1t(v)—1
T(v)<T(v—-1)+T(v—4)+1,hav >4 —
t(v) <t(v—1)+t(v—4), hav > 4.
Indukcidval: t(v) < cy"

v < 5-re elég nagy c-vel ./

— Ezutan, ha v > 5, indukcids feltevésbol:

tv) < tv—1)+tv—4)<cy' ' +cy 4=

= " Pt =y T =

Osszkéltség: O(vIT(v)) = O(v9~¥) = O(1,381Y).
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3-szinezés keresése

Feladat: Adott G, keresslink egy 3-szinezést.

NP-teljes

Minden lehetséges szinezést végignézink — Q(3") lépés

Otlet: Bizonyos csticsokat kiszinez(ink pirosra, a tébbirdl polinom
idében el tudjuk dénteni, hogy kiszinezhetok-e kékkel és sargaval.
Osszkoltség: O(2"nc).
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Jobb modellezés
Lehet, hogy a probléma NP-teljes, ha az input barmilyen graf lehet,
viszont van polinomidlis algoritmus, ha az input csak valamilyen
specidlis graf lehet. Pontosabb modell feldllitdsaval kiderulhet, hogy ez
a helyzet.
Példak:

@ Van-e Hamilton-kér faban?
Van-e Hamilton-kér soros-parhuzamos grafban?
Van-e Hamilton-kér ha a ,favastagsag” konstans?
Maximalis klikk keresése intervallum grafban.

Kromatikus szam meghatarozasa paros grafban, vagy ha a
maximalis fokszam < 3.

4-szinezhet6ség elddntése sikbarajzolhatéd grafban.

@ Maximalis figgetlen ponthalmaz keresése paros grafban.
(Kénig+Gallai)

o Elkromatikus szam meghatarozasa paros grafban.
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Atlagosan gyors algoritmusok

@ Gyorsrendezés.
@ Hashelés.

@ Annak elddntése, hogy G szinezhet6-e 3 szinnel atlagosan O(1)
lépés.

Katona Gyula Y. / Vizer Maté (BME SZIT) Algoritmuselmélet Mit tegyiink, ha...? 7/24



K&zelitd algoritmusok

Hatha nem sziikséges pontos megoldas, elég az optimumtél nem tal
messze levd is, ha az polinom idében kiszamolhaté.

Kozelités additiv konstanssal: OPT — ¢ < APPR < OPT + ¢
llyen ritkan van.

NP-teljes annak elddntése, hogy az élkromatikus szam < k teljesdil-e.

Tétel (Vizing)
A(G) < xe(G) < A(G) + 1.

Tehat A(G) egy j6 kdzelités, ami gyorsan kiszamolhato.
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K&zelitd algoritmusok

C-KOzZUT
Bemenet: G
Kérdés: Van-e legalabb v(G) — ¢ hosszu Ut G-ben?

C-KOzZUT € NP-teljes.

Bizonyités.

C-KOzZUT € NP, tant egy Ut. /

H-UT < C-KOZUT: G = G = G + c db izolalt pont.

Ha G-ben van Hamilton-ut, ez G'-ben egy v(G') — ¢ hosszt at. /

Ha G'-ben van egy v(G') — ¢ hosszu Gt, akkor az G minden pontjat
tartalmazza, tehat Hamilton-at. ./ O

v
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K&zelitd algoritmusok

Kézelités multiplikativ konstanssal: }:OPT < APPR < c¢-OPT

llyen sokszor van. Keresstiink 1-hez minél kdzelebbi konstanst.
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K&zelitd algoritmusok

Ladapakolas: Adottak az sq,..., sy (racionalis) sulyok, 0 < s; < 1. A
cél a sulyok elhelyezése minél kevesebb 1 sulykapacitasu ladaba.

NP-nehéz, a PARTICIO probléma visszavezethetd ra.
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Ladapakolas

FF-modszer (first fif): VegyUnk elészoér Ures ladakat, és szamozzuk
meg Oketaz 1,2,..., megészekkel.

TegyUk fel, hogy az sy, ..., s;_1 sulyokat mar elhelyeztik. Ekkor s;
kerlljon az els6 (legkisebb sorszamu) olyan ladaba, amelybe még
befér.

2 3
1. S 7 8.
4. B
[&
4.
2 3. 5
1 7 8.
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First Fit

Tetel

Jelblje a Ladapakolas probléma egy | inputjiara OPT (1) az optimalis
(minimalisan elegend6), FF () pedig az FF-mddszer altal
eredményezett ladaszamot. A probléma tetszbleges | inputjara
teljesdil, hogy FF(I) <20PT (/) + 1.

Bizonyitéas.
1> si| < OPT(I)

FF(l) < [2>7, si] +1 <= nincs két olyan lada, amely nincs félig
kitGltve.

Felhasznaljuk, hogy [2x] < 2 [x]:

FF(I) < {2%3,} +1<2 {zm:s,w +1<20PT(I)+1.

i=1 i=1
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First Fit

Tétel ( )

A probléma tetszbleges | inputjara teljesdl, hogy FF(I) < [1.70PT(l)].
Tovabba vannak tetsz6legesen nagy méreti | inputok, melyekre
FF(l) > 1.7(OPT(l) —1).

Tetel ( )

A probléma tetszbleges | inputjara teljestl, hogy FF(I) < [1.70PT(/)].
Tovabba vannak tetsz6legesen nagy méreti | inputok, melyekre
FFE(l) = [1.70PT(1)].
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First Fit Decreasing

FFD-modszer (first fit decreasing): elészér rendezzlk a sulyokat nem
ndvod sorrendbe, utdna alkalmazzuk az FF-mddszert.

1 2 3. | 4
> 18 e
] = ] (7] s
1 2 3. 4 5

Tetszbleges | inputra teljesdl, hogy FFD(I) < %OPT(I) +4, és
tetszblegesen nagy méreti | inputok vannak, melyekre
FFD(I) > LOPT(). (4 —=1.222..)
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Jobb approximacio

Tetszbleges « > 0-hoz van olyan P linedris algoritmus, amire
P() < (1+4+¢e)OPT(])+1.

O((1/¢) log(1/e
Futasideje: O(n) 4 22 ((1/2)log(1/€))

Animacié 1
Animacio 2
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http://www.binpacking.4fan.cz/
https://www.skusavvy.com/bin-packing-preview

Euklideszi utazé Ggynok probléma

Az npontu K, teljes graf élein adott a nemnegativ értékl d
sulyfliggvény. Erre teljesll a haromszdg-egyenlbtlenség: tetszdleges
kllénb6zd u, v, w csucsokra érvényes a d(u, w) < d(u, v) + d(v, w)
egyenlotlenség (az euklideszi feltétel).

A cél egy minimdlis 6sszsulyu Hamilton-koér keresése.

Kereslink egy minimalis dsszsulyu feszitéfat (pl. Kruskal),
megkettdzzik az éleit és korbejarjuk” egy Euler-kdrsétaval.

A minimdlis feszitofa dsszsllya legyen s — Euler-séta hossza 2s.
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Ez nem Hamilton-kér — levagjuk a félosleges részeket, kbzben
réviditlnk is.

Ha az optimalis Hamilton-kdrbdl elhagyunk egy élet —> egy legalabb
s sulyu feszitdfat kapunk.

A mébdszer legfeljebb 2-szer akkora utat ad, mint az optimalis.
Animacié 1 Animécio 2
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https://visualgo.net/en/tsp
https://stemlounge.com/animated-algorithms-for-the-traveling-salesman-problem/

Véletlent hasznaldé moédszerek

Elony: Gyorsabb lehet.

Hatrany: Kis valdészinlséggel hibas valaszt kapunk.

Probléma: Adott behelyettesitéssel (fekete dobozzal) egy n-valtozés
f € Z[x1, ..., Xn| egész egyltthatés polinom. Tudjuk, hogy deg f < d. El
akarjuk dénteni, hogy f azonosan nulla-e.

Példa: f(xy, X2, ..., Xen) = (X1 + X2)(X3 + Xa) - - - (Xen—1 + X2n)
Példa:
X114 ... Xin
D = det : :
Xn1 “ e Xnn
Minél hamarabb szeretnénk talalni egy o = (s, . .., an)-t, amire
f(a) # 0.

Pl. egy valtozéra jol latszik.
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Schwartz lemma

Hadegf < d, és «y,...,an egyenletes eloszlasu, egymastodl figgetlen
véletlen elemei az {1, ..., N} szamhalmaznak, akkor f # 0 esetén
Prob(f(a) = 0) < &.
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A Schwartz lemma kdvetkezménye

Az {1,2,...,2d} halmazbdl vett véletlen n-komponensii o vektor
esetén Prob(f(a) #0) > 1/2, ha f # 0. Ekkora halmazbdl valasztva
tehat legalabb 1/2 valdszinliséggel adodik tand. Ha t-szer flggetlendil

valasztunk ilyen helyettesitést, akkor legalabb 1 — % valészinliséggel
kapunk tandut.
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Alkalmazas

Randomizalt moédszer teljes parositas keresésére paros grafban.
Legyen G = (L, U; E) paros graf, L= {h,..., I} és U ={uy,...,un}
M = (mj) n-szer n-es matrix —-

mi — Xij ha (/,', Uj) cE,
U 0 kulénben.

Az xj-ket valtozoként kezeljik.
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Alkalmazas

G-ben akkor és csak akkor van teljes parositas ha det M nem az
azonosan 0 fuggvény.

Bizonyités.

A determinans egy tagja: £my1)Mar2) - Mpr(n)-

Hanem 0 = (/,u.;)) € E,i=1,...,n, = teljes parositas.
Ha tehat G-ben nincs teljes parositas, — det M = 0.

Ha viszont van G-ben teljes parositds = 3 nem 0 kifejtési tag.
A determinans tagjai nem ejthetik ki egymast, mert barmely kettében
van két kilbnb6z6 valtozé.

Az el6z6 modszerrel elddnthetjik, hogy det M = 0 igaz-e. O

Hasonl6an megy nem paros gréafokra is.
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Véletlent hasznald algoritmusok

Bemend adatként adott (binarisan) egy m paratlan egész; szeretnénk
elddnteni, hogy m primszam-e.

Fermat-teszt (m)

1. Valasszunk egy véletlen a egészet az [1, m) intervallumbal.

2. Ha Inko(a, m) # 1, akkor a vélasz ,m Gsszetett”.

8. Ha @™ ' =1 (mod m), akkor a valasz ,m valosziniileg prim”,
kilénben a valasz ,m 6sszetett”.

2. Euklideszi algoritmussal gyorsan végrehajthato.
3. Gyors hatvanyozassal gyorsan végrehajthato.

Ha azt kapjuk, hogy ,m dsszetett” —> ez biztos igaz.
Pl.m=21=7-3és a=2 — aaz mFermat-tan(ja, hiszen 220 = 4
(mod 21).
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