ALGORITMUSELMELET 2026. 2. zarthelyi 2026. majus 28.

Altalanos alapelvek.

A pontozési ttmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutatonak ebbdl
kifolyolag nem célja a feladatok teljes értékii megoldasédnak részletes leirasa.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldéas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. A
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok.

Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldo-
nak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore. Részpontszam jar minden olyan
otletért, részmegoldasért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat és amelybdél a dolgozatban
leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Nem ér pon-
tot azonban példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa
nélkiil (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoéban szerephez jut).

Az ttmutatoban leirttol eltérd jo megoldés természetesen maximaélis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak
az elGadéason szerepld tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

Ha egy megold6 egy feladatra tobb, egyméastol 1ényegesen kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb
az egyikre adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé
kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem dertil ki, hogy a
megoldo6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor
is, ha ez a pontszam 0).
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1. Adott egy 2k + 1 darab egész szamot tartalmazo rendezett T tomb. Adjunk O(log, k) 1épésszamu
algoritmust annak eldéntésére, hogy van-e olyan szdm, ami legalabb (k + 1)-szer szerepel T-ben.

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Ha van olyan a elem, ami a (2k + 1)-elemt rendezett témbben legalabb (k + 1)-szer szerepel,

akkor biztosan ez az elem all a kozépss (azaz a (k + 1)-edik) cellaban. (3 pont)
Keressiik binaris kereséssel az a elem elsg, illetve utolso el6fordulasat a témbben. (2 pont)

Az els§ el6fordulas megkereséséhez a T[0 : k — 1] résztombben nézziikk meg a kozépss elemre
(ha két kozépso is van, akkor a ketts koziil az egyikre, mondjuk a baloldalibbra), hogy hogyan
viszonyul a-hoz:

— (a tomb rendezettsége miatt az nem lehet, hogy a kozéps elem nagyobb, mint a),

— ha a kozépsé elem kisebb, mint a, akkor folytassuk az eljarast a tomb mésodik felében,

— ha a kozéps6 elem egyenl§ a-val, akkor egyrészt, taroljuk el a kozépsé elem indexét
amennyiben az kisebb, mint a legutobb eltarolt index (a kezdetben eltarolt index legyen ),
mésrészt pedig folytassuk az eljarast a tomb elsé felében;

ha mér nincs tobb vizsgalandé elem, akkor az utoljara eltarolt index lesz az a elem elsé elGfor-
dulasanak a helye. Az utolsé el6fordulas megkereséséhez értelemszertien kell médositani ezen az
eljarason: itt a T'[k 4 1 : 2k] résztombbel dolgozunk, aminek ha a kozépsé eleme nagyobb, mint
a, akkor a tomb elsé felében folytatjuk az eljarast, egyenlGség esetén pedig a nagyobb indexeket
jegyezziik fel, és a tomb masodik felében folytatjuk az eljarast. (1 pont)
Ha az utols6 és az els§ el6fordulas indexének kiilonbsége legalabb k, akkor van olyan elem
(nevezetesen a), ami legalabb (k+1)-szer fordul el a tombben, kiilonben viszont nincs. (2 pont)
Az eljaras teljes lépésszama a bindris keresés 1épésszama miatt 2-O(log, k) = O(log, k). (2 pont)

Ha egy megoldo6 érdemi kisérletet tesz annak elmagyarazasara, hogy a binaris keresést ebben az
esetben hogyan alkalmazzuk, akkor az erre jar6 1 pontot kapja meg.
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2.

(a) Epitsiink besztrasokkal binaris keressfat az alabbi sorrendben érkezd szamokbol:

7.5 8, 4, 2.
(Elég a végs6 binaris kereséfat felrajzolni. )

(b) Ki lehet-e szinezni ennek a binaris kereséfanak a cstcsait pirosra és feketére gy, hogy egy piros-

fekete fat kapjunk?

(a) A végsS binaris kereséfa a kovetkezd.

(4 pont)

(b) EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Legyen az tires levelek neve a kovetkezd.
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A piros-fekete fa definicioja szerint a gyokér és a levelek feketék.

Ekkor az 5-0t tartalmazoé csticsbol a d-be vezetd iton az 5-6s csticsot nem szamitva pontosan

1 fekete cstics van (a d csucs).

Vagyis a piros-fekete fa definicidja szerint az 5-0s csiicsbol a levelekbe lefelé vezets Gsszes
uton az 5-0s cstucsot nem szamitva pontosan 1 fekete cstics kell hogy legyen.

Emiatt ha az 5-0s csticsbdl az a-ba lefelé vezets utat nézziik, akkor azon mér az a csics
fekete, vagyis a 2-es és a 4-es cstuicsoknak pirosnak kell lenniiik.

Mivel azonban a piros-fekete fa definicioja szerint a piros cstcsok gyerekei feketék, ezért
nem lehet kiszinezni ennek a binaris kereséfanak a cstcsait pirosra és feketére gy, hogy egy
piros-fekete fat kapjunk. (6 pont)

Pusztén annak megallapitasara, hogy a vélasz nem, vagy a piros-fekete fa definiciojanak
alkalmazés nélkiili kimondésara nem jar pont. Ha egy megold6 nem tudja helyesen megin-
dokolni a (b) kérdésre a vélaszt, de a megoldasbol egyértelmten kideriil, hogy értelmesen
hasznalni akarja a piros-fekete fa tulajdonségait, az 2 pontot kapjon.
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3. Tervezziink olyan adatstrukturat, amiben kiilonb6z6 pozitiv egész szamokat tarolhatunk és amiben a
kovetkezd miiveleteket lehet elvégezni.
— LEGKISEBB PAROS: visszaadja a tarolt szamok koziil a legkisebb parosat;
— LEGNAGYOBB__PARATLAN: visszaadja a tarolt szamok koziil a legnagyobb paratlant;
— KERES(z): megadja, hogy az z szamot taroljuk-e az adatstruktiraban;
— NOVEL(z): megnoveli az x elem értékét 1-gyel, ha az x + 1 szdm nincs benne az adatstrukturaban,
egyébként nem csinal semmit.

Mindegyik mtvelet lépésszama O(log, n) legyen, ahol n a tarolt elemek szamat jeldli.

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Taroljuk a péaros, és a paratlan szamokat is egy-egy piros-fekete faban (vagy 2-3 faban). (3 pont)
A KERES(z) mtvelet soran az x paritasanak megfelels faban a piros-fekete fa KERES mitiveletével
keressiik z-et, ami a tanultak szerint O(log, n) 1épés. (De azt is megtehetjiik, hogy mindkét faban
keressiik x-et, mert az 2 - O(log, n) = O(logy n) 1épés.) (2 pont)
A LEGKISEBB__ PAROS miivelethez meg kell keresniink a paros szamokat tarolo faban a legkisebb
elemet, ami a tanultak szerint O(log, n) 1épés, a LEGNAGYOBB__ PARATLAN miivelethez pedig a
paratlan szamokat tarolo faban a legnagyobb elemet, ami szintén O(log, n) lépés. (2 pont)
A NOVEL(z) mivelethez megkeressiik az x és az x + 1 elemeket az adatstruktiraban, ami az
el6z6ek szerint O(log, n) lépés. Ha az x benne van és = + 1 nincsen, akkor a piros-fekete fa
TOROL miiveletével toroljiikk a megfelel§ piros-fekete fabol az x elemet és beszurjuk a masik faba
az x + 1 elemet. Minden méas esetben nem csindlunk semmit. Ez a tanultak szerint 4 - O(log, n)
lépés. (3 pont)

Ha egy megoldo kiegyenstlyozott fa helyett binaris keres6fat hasznal, akkor legfeljebb 6 pontot
kaphat. Ha egy megold6 a NOVEL(z) mtvelet soran elfelejti torolni az x elemet az adatstrukti-
rabol, akkor ezért 1 pontot veszitsen el.
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4. Egy 7T-mérett hash-tablaban kettds hash-elést alkalmazunk, amihez a h(z) = x (mod 7) hash-fiigg-
vényt és a h/(z) =1+ (x (mod 6)) masodlagos hash-fiiggvényt hasznéaljuk. Néhany elem beszurasa
utan (mikozben torlés nem tortént) az alabbi tablat kaptuk.

0 1 2 3 4 5 6
(0[8] Jwof] [5]6]

(a) Ebben a tablaban végrehajtjuk a TOROL(6), majd a TOROL(0) miiveleteket. Rajzoljuk le a tébla
allapotéat a két mivelet elvégzése utan.

(b) Az igy kapott tablaban mely celldkat vizsgaljuk meg a KERES(3) miivelet soran?
(c¢) A kapott tablaban hogyan zajlik a BESZUR(3) mitivelet?

()

* | 8 10 o | *

(2 pont)

(b) (Mivel h(3) = 3 és h/(3) = 4, ezért a 3-as indext cellabol indulva 4-esével ugralunk balra
ciklikusan értve, amig nem talalunk egy iires cellat.)

Vagyis a KERES(3) soran a 3-as, a 6-os, és a 2-es indext cellakat vizsgéljuk meg. (4 pont)

(¢) (Mivel h(3) = 3 és h/(3) = 4, ezért a 3-as indext cellabdl indulva 4-esével ugralunk balra
ciklikusan értve, amig nem taladlunk vagy egy lires vagy egy *-ot tartalmazo cellat.)

0 2 3 4 5 6
* | 8 10 513
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(4 pont)

Ha egy megoldé nem jeloli meg a torolt celldkat, és a b) és c¢) feladatokban sem foglalkozik
ezekkel, akkor Osszesen legfeljebb 3 pontot kaphat. Ha egy megold6 nem tudja, hogy a KERES
miivelet soran hogyan viselkednek a x-gal jelolt mezgk, akkor a b) feladatra jaréo 4 pontbol
legfeljebb 1-et kaphat meg. Ha egy megold6é nem tudja, hogy a BESZUR miivelet soran hogyan
viselkednek a *-gal jelolt mezdk, akkor a c) feladatra jaré 4 pontbol legfeljebb 1-et kaphat meg.
Ha egy megold6 a probasorozatot nem balra, hanem jobbra inditja el, akkor ezért ne veszitsen
pontot.
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5. Mutassuk meg, hogy az alabbi eldontési probléma coNP-beli.
Bemenet: egy egyszert, iranyitatlan G' graf szomszédossagi matrixa, és egy k < |V (G)| pozitiv egész
Szam.

Kérdés: igaz-e, hogy G-bdl barmely k darab csiicsot torolve a kapott grafnak legfeljebb k komponense

lesz?
Megfelels tant megadasa: 3 pont
A bemenet méretének megallapitasa: 1 pont
A tani méretének megallapitasa: 2 pont
A tanu helyességének ellenérzése lépésszamelemzéssel: 4 pont

Ha egy megold6 kiilon kitér arra is, hogy a megadott tanti pontosan azon bemenetek esetén
létezik, amire a vélasz nemleges, az 1 extra pontot kaphat, amennyiben ezzel a feladatért jaro
Osszpontszam nem haladja meg a 10-et. Ha kideriil, hogy egy megold6 ismeri a coNP fogalmat,
de helytelen tanit ad meg a nemleges valaszra, akkor a bemenet méretének megallapitasaért
jaro 1 ponton kiviil legfeljebb tovabbi 2 pontot kaphat.

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

A nem valaszra megfelel6 tant k& darab olyan cstcs, melynek elhagyasaval legalabb k+ 1 kompo-
nens keletkezik. Nyilvan pontosan azon bemenetek esetén létezik k ilyen csics, amikre a vilasz
nemleges.

A bemenet mérete a k < n feltétel miatt O(n?+logk) = ©(n?), ahol n a graf csticsainak szaméat
jeloli.

A tanu leirhaté egy, a csticsokkal indexelt tomb segitségével, ahol a tomb elemei 1-ek vagy 0-k
aszerint, hogy az adott cstucsot el akarjuk-e hagyni. Ennek a mérete O(n), azaz a bemenet
méretében nézve polinomiélis.

A tanu helyességéhez azt kell csak ellenérizniink, hogy valéban k darab csticsot hagytunk el és
a megadott csticsokat elhagyva valoban legalabb k£ + 1 komponens keletkezik.

Ehhez egyrészt végigmegyiink a tombon és megszamoljuk, hogy k£ darab 1l-es van-e benne; ez
O(n) lépés.

Masrészt, tordljiik a megadott csicsokat a G gratbol, azaz hagyjuk el ezen csticsok sorait és
oszlopait a G szomszédossagi matrixabol. (Pontosabban masoljuk le egy Gj méatrixba a megma-
rado csticsok sorai és oszlopai altal alkotott részmatrixot.) A kapott grafon futtassunk szélességi
(vagy mélységi) bejarast a komponensek szamanak meghatéarozasara.

Az 1 graf szomszédossagi matrixanak elkészitése O(n?) 1épés, a szélességi (vagy mélységi) be-
jaras futtatasa pedig O((n' )2) lépés, ahol n' az 4j graf csucsainak szama. Mivel n’ < n, ezért az
ellendrzés teljes lépésszama O(n) + O(n?) + O((n')?) = O(n?), ami a bemenet méretében nézve

polinomialis.

Természetesen a tant megadhaté mas alakban is, példaul az elhagyandé csticsok nevének felso-
rolasaval. Ugyan egy cstcs neve csak O(logn) biten irhaté le, ne vonjunk le pontot azért, ha

egy megoldo ezt O(1)-nek veszi.
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6. Tegyiik fel, hogy P # NP. Létezik-e ekkor az alabbi X probléma esetén IP < X Karp-redukci6? (Az
IP az egészértékii programozas eldontési valtozatat jeldli.)

Bemenet: egy egyszert, iranyitatlan G graf szomszédossagi méatrixa.

Kérdés: igaz-e, hogy G barmely két csticsa kozott vezet legfeljebb 5-éld ut?

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Belatjuk, hogy az X probléma P-beli. (0 pont)
Futtassunk GG minden cstcsabdl szélességi bejarast; ezzel megkapjuk minden csticsbol az Osszes
tobbibe vezetd legkevesebb éli utaknak a hosszat. Ha ez mindig legfeljebb 5, akkor a valasz

igen, kiilonben pedig nem. (3 pont)
A bemenet mérete O(n?) (avagy pontosabban n?), a fenti algoritmus lépésszama pedig n-O(n?) =
O(n?), ami polinomialis. (2 pont)
Tehét az X probléma valéban P-beli. (0 pont)
Megmutatjuk, hogy nem létezik IP < X Karp-redukci6. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik.

(0 pont)
Ekkor X € P és a Karp-redukci6 tulajdonsagai miatt IP is P-beli. (2 pont)
Az el6adason tanultak szerint az IP probléma NP-nehéz, (1 pont)
vagyis az el6adason tanultak szerint P = NP. (2 pont)

Pusztédn annak megallapitasaért, hogy X € P, nem jar pont. Ha azonban egy megold6 megpro-
balja ezt belatni, de helytelen algoritmust ad ra, gy az ezért jar6 3 4+ 2 pontbol legfeljebb 2-et
megkaphat.
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7. Mutassuk meg, hogy az alabbi eldontési probléma NP-nehéz.

Bemenet: sq,..., s,,,b nemnegativ egész szamok.

Kérdés: el lehet-e latni elGjellel az sq, .. ., s, szdmokat tigy, hogy az elGjeles Osszegiik éppen b legyen?
Ertelmes NP-nehéz feladat valasztasa a Karp-redukciohoz: 1 pont
Jo irdnyba torténik a Karp-redukcio: 1 pont
Ebbdl kovetkeztetés a feladatbeli probléma NP-nehézsége: 1 pont
Helyes konstrukecio: 3 pont
A konstrukci6 elkészitésének lépésszama: 1 pont
A konstrukeio helyességének belatésa: 3 pont

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Megmutatjuk, hogy az ismerten NP-nehéz PARTICIO probléma polinomiélisan visszavezethets a
feladatbeli X problémara. Ebbdl az el6adason tanult tétel szerint mar kdvetkezni fog, hogy az
X probléma NP-nehéz.

Rendeljiik hozza a PARTICIO probléma tetszéleges I = (s1, ..., S;,) bemenetéhez az X probléma
azon I' = (s),...,s),,0) bemenetét, ahol s :=s1, ..., s/ =5, 0 =0.

Ekkor ha I mérete N, akkor I” elkészitésének lépésszama O(N), ami polinomilis.

Belatjuk, hogy a PARTICIO probléméban az I bemenetre pontosan akkor lesz igenl6 a vélasz, ha
az X problémaban az I’ bemenetre is igenls a valasz.

El6szor tegyiik fel, hogy a PARTICIO probléméban az [ bemenetre igenl§ a vélasz, azaz az

S1,...,8m szamok két csoportba oszthatok tgy, hogy a két csoportban a szamok Gsszege egyenld
legyen. Minden i € {1,...,m} esetén, ha s; az els6 csoportba tartozik, akkor adjunk az X
probléméban az s, szamnak pozitiv elGjelet, ha pedig s; a masodik csoportba tartozik, akkor
adjunk az s; szamnak negativ elGjelet. Ekkor az s/, ..., s!, szamok elGjeles Gsszege éppen b’ = 0
lesz, vagyis az X problémaban az I’ bemenetre is igenls a valasz.

Forditva, tegyiik fel, hogy az X probléméban az I’ bemenetre igenls a véilasz, azaz az s, ..., s,

szamokat el lehet latni elGjellel tgy, hogy az elGjeles Gsszeg éppen b’ = 0 legyen. Minden
i € {1,...,m} esetén, ha s; pozitiv elGjelet kapott, akkor a PARTICIO problémaban rakjuk az
s; szamot az elsG csoportba, ha pedig s negativ elGjelet kapott, akkor rakjuk az s; szamot a
masodik csoortba. Ekkor az els6 és a masodik csoportbeli szamok Gsszege egyenls lesz, vagyis a
PARTICIO problémaban az I bemenetre is igenl6 a vélasz.

Tehat az X probléma valoban NP-nehéz.




