ALGORITMUSELMELET 2026. 1. zarthelyi 2026. marcius 26.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutatéonak ebbdl kifolyolag
nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes leirasa.

Az utmutatoban feltlintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédd gondolat egy
attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. A részpontszamok
szilikség esetén tovabb is oszthatok.

Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (rész-
ben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore. Részpontszam jar minden olyan otletért, részmeg-
oldasért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat és amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas
kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphat6. Nem ér pontot azonban példaul az anyagban szerepld
ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazésa nélkiil (még akkor sem, ha egyébként valamelyik
leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut).

Az dtmutatoban leirttol eltéré jo megoldas természetesen maximaélis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az
el6adason szerepls tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

Ha egy megold6 egy feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az
egyikre adhat6é pontszam. Ha mindegyik leirt megoldéds vagy megoldésrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban t6bb megoldasi kisérlet kozott van
helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot ér§ megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).
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1. Bizonyitsuk be (alkalmas ¢ konstans és ng kiiszobindex megadasaval) vagy cafoljuk meg a kovetkezd allitast:
az

f(n) =16-n3 logyn + 8 és gn) =7-1°+ n

fiiggvényekre f € O(g) teljesiil.

Megfelels (azaz c - g(n)) alakt fels6 becslésre torténd érdemi torekvés: 2 pont
Helyes felss becslések az egyes 1épésekben, azaz a log, n-nel és a 8-cal valo elbanés, az n’-re valtas, és
a /n behozasa: 1+1+1+1 pont
Az egyes lépésekben hasznélt fels6 becslésekhez a helyes kiiszobindexek megallapitasa: 2 pont
Megfelels végss konstansszorzo és kiiszobindex kiolvasasa: 2 pont

c sz

kimondéséara nem jar pont.

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Mivel
24
16-n-logon+8 < 16n3-n+8 < 16n°+8n° =24n° < —-(7n5+\3/ﬁ),
0 0 )
ha n > 0, han>1, ha n >0,
akkor logyn < n akkor n* < n® akkor 0 < ¢/n
és1<nb

ezért a nagy ordo definiciojaban példaul a ¢ = 24/7 és az ng = 1 értékeket valasztva latjuk f € O(g)

teljesiil.
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2. Legyen G egy 5-csucsu teljes (iranyitatlan) graf az a, b, ¢, d, e csicsokon. Hanyféleképpen lehet G minden élét
valamelyik iranyban gy megiranyitani, hogy a kapott G’ iranyitott grafnak legyen olyan mélységi bejarasa,
ami soran a csicsok az alabbi mélységi és befejezési szamokat kapjak?

a: (5, 4); b: (2, 1); c: (3, 3); d: (1, 5); e: (4,2)

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Ekkor a mélységi erdének a kovetkezSképpen kell kinéznie. (Ezt nem kell indokolni.)

d
b c a
) (4 pont)
Vagyis a G graf {a,d}, {b,d} és {c,d} és {c,e} éleit csak a fenti dbranak megfelelGen lehet iranyitani.
(0 pont)

Mivel az el6adason tanultak szerint a mélységi bejarassal kapott keresztélek mindig egy késébbi agbol
mutatnak egy korébbiba, ezért a {d, e} él kivételével minden mas él csak egyféleképpen iranyithato (a
fenti abréan jobbrol balra). (3 pont)
A {d, e} élt viszont barmelyik irdnyba iranyithatjuk: ha d-bél e-be iranyitjuk, akkor egy eldreél lesz a

mélységi bejaras sorén, az ellenkezé iranyba iranyitva pedig egy visszaél. (2 pont)
Vagyis a G grafnak két megfelel iranyitasa létezik; (1 pont)
ezek alabb lathatok.
a a
b e b e
¢ d ¢ d

Ha egy megoldé mindenféle indoklas nélkiil felrajzolja akar mindkét keresett irdnyitast, azért nem jar
pont. Ha viszont egy megoldo6 a két keresett iranyités felrajzolasa utan a mélységi bejaras lefuttatasaval
megmutatja, hogy ezek az irdanyitadsok valéban lehetségesek, de arra egyaltalan nem tér ki, hogy mas
irAnyitas miért nincsen, az 6sszesen legfeljebb 4 pontot kaphat.

Ha egy megold6 1épésenként végigveszi, hogy hogyan fut le a mélységi bejaras és ehhez G melyik élét
milyen irdnyba kell iranyitani, akkor 4 pont jar arra, ha kidertil, hogy érti, hogy hogyan megy a mélységi
bejarés, 1 pont az ez alapjan j6l meghatarozott két lehet&ségért, és 5 pont az indoklasra.

(Példa egy ilyen tipust megoldas elkezdéséhez. Mivel a bejaras a d csuesbol indult és azt nem fejeztiik
be rogton, ezért onnan atléptiink b-be, azaz a b és d kozotti élt d-bdl b-be kell iranyitani. Mivel viszont
b-t rogton be is fejezziik, ezért a tobbi b-re illeszkedd élt is b-be kell iranyitani. A b csiics befejezése utén
visszalépilink d-be, és mivel 6t még mindig nem fejezziik be, ezért onnan atlépiink c-be, azaz a ¢ és d

kozotti élt c-be kell irdnyitani, stb.)
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3. Tekintsiik a jobbra lathato élstulyozott grafot. a 2 b —1 C
(a) Trjuk fel a graf egy topologikus sorrendjét. (Kivételesen nem kell
elmagyarazni, hogy ez miért jo.)

(b) Az 6ran tanult algoritmus segitségével hatarozzunk meg egy leg-
hosszabb ab-utat és annak hosszat, és dokumentaljuk az algorit-
mus lépéseit. (Egyértelmten deriiljon ki, hogy mikor mit csinal az
algoritmus.)

(a) (A grafnak harom topologikus sorrendje is van, de természetesen csak egyet kell ezek koziil meg-
adni.)
a/’ d’ f’ e’ C’b Va‘gy a” f’ d? e’ C7b Vagy f? a’? d? 67 C7b (2 pont)

(b) (Mivel a graf aciklikus, ezért alkalmazhaté az 6ran tanult algoritmus a leghosszabb utak meghaté-
rozésara. A valasztott topologikus sorrend szerint haladva az alabbi szamolasokat kell elvégezni.)

maxut(a) = 0 el6z6(a) = *

maxt(d) = max {maxut(a)+w(ad)} =

= max {0+ 5} = el6z6(d) = a
maxtt(f) = max () = —oo el6z6(f) = =

maxit(e) = max {maxitt(a)+w(ae), maxiat(d)+w(de), maxit(f +w fe j=
= max {0—1—0, (=5)+3, ( -3)}

maxt(c) = max {maxutt(e)+w(ec), maxat(f)+w(fc)} =
= max {0+4 00)+1} =4 el6z6(c) = e

elézé(e) = a

maxt(h)= max {maxit(a)+w(ab), maxtt(c)+w(ch), maxit(e)+w(eb)} =
= max {0+2, 44+(—1), 0+3} =3 el6z6(b) = ¢

(Az el6z6(b) értéke e is lehetett volna.) (7 pont)
Egy leghosszabb ab-ut (az el6z6 értékekbdl visszairva): aech (vagy aeb), (1 pont)
és ennek hossza 3. (0 pont)

Az algoritmus futtatasaért jaré 7 pontbol 5 pont jar az egyes cstucsokba vezetd leghosszabb utak
hosszainak kiszamoléasara, és 2 pont jar az el6z8 értékek meghatarozasara. Ha semmilyen formé-
ban nem jelennek meg részszamitasok, akkor a leghosszabb utak hosszainak kiszémitasara jaré 5
pontbdl legfeljebb 1 pont adhaté, amennyiben a megoldésbdl kideriil, hogy egy topologikus sor-
rend szerinti sorrendben kell meghatirozni a leghosszabb utak hosszat. Ha egy jo rajz alapjan
pontosan kideriil, hogy milyen szamolésokat végzett egy megoldd, akkor az is maximaélis pontot
ér. Egy-két szamolési hiba 1 pont levonast, tobb pedig 2 pont levonast jelent. Ha egy megoldé
az f-fel kezd6ds topologikus sorrenddel dolgozik, akkor az inicializalas része a maxut(f) = —oo
és el6z6(f) = * értéekek beéllitasa.
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4. Egy n X n-es tablan lépkediink egy huszarral (vagyis egy loval), de minden lépésben vagy kettst felfelé és
egyet oldalra (azaz jobbra vagy balra), vagy pedig egyet felfelé és kettst oldalra haladhatunk. A téabla néhany
mezGjérsl tudjuk, hogy azokra nem szabad ralépniink. Adjunk O(n?) lépésszami algoritmust annak megha-
tarozasara, hogy a tabla bal als6 sarkdban all6 huszarral legkevesebb hany 1épéssel tudunk igy eljutni a jobb
fels§ sarokba, vagy igazolja, hogy ilyen Ut nem létezik.

I. megoldas (szélességi bejarassal vagy ,DAG-os algoritmussal”).

Graf definidlasa: 3 pont
Legkevesebb éld utat keresiink a bal alsé sarokboél a jobb felsébe: 2 pont
Szélességi bejarast hasznalunk (vagy ,DAG-os algoritmust”, és ezt lehet): 2(=1+1) pont

Lépésszam (becslés az élek szamara, éllista elkészitése, utkeresés lépésszama, és ebbdl teljes 1épésszam):
1+0+2+0 pont

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Legyenek a G graf cstucsai a tabla mezdi, és egy mezdbdl pontosan akkor vezessen iranyitott él egy
masikba, ha az els6 mez6rsl dtléphetiink a masikra. Egy legkevesebb éld utat kerestink a tabla bal alsé
sarkdnak megfelel§ csiicsbdl a jobb fels6nek megfelel6be, amit a bal als6 sarokbdl inditott szélességi
bejarassal tudunk talalni. A grafnak n? cstcsa van, és minden csticsbol legfeljebb 4 él vezet ki, vagyis
a grafnak legfeljebb 4n? éle van. Tehat ha G-nek az éllistajat készitjiik el, akkor annak a mérete
O(n? 4 4n?) = O(n?) lesz, és ezzel a szélességi bejaras lépésszama is O(n? + 4n?) = O(n?) lesz. Vagyis
a teljes algoritmus lépésszama O(n?) + O(n?) = O(n?).

EGY MASIK LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

A fenti G grafban kereshetiink a ,DAG-os algoritmussal” is legrévidebb utat tigy, hogy minden él silyét
1-nek vessziik. Mivel minden 1épéssel feljebb keriiliink a tablan, ezért a grafban nincs iranyitott kor,

tehat hasznalhatjuk az algoritmust. A lépésszam, pontosan ugyanigy mint a szélességi bejarasnal,
O(n?) lesz.
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IT. megoldas (dinamikus programozassal).
EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Részfeladatok megfogalmazésa: (2 pont)
Szamozzuk a tablazat sorait lentrdl felfelé, az oszlopait pedig balrol jobbra, 1-t6l n-ig. Jeldlje T'[7, j]
azt, hogy az (1, 1)-edik mez8bdl legkevesebb hany lépéssel tudunk eljutni az (i, j)-edik mezébe, ahol
i, €{1,...,n}.

Inicializalas: (1 pont)

Vegyiink fel még egy (—1)-edik, 0., (n+ 1)-edik és (n+ 2)-edik oszlopot, illetve egy (—1)-edik, 0. sort
a T tablazathoz, és ezeknek minden eleme legyen co. Tovabba legyen T[1,1] = 0.

Kitoltési szabaly: (8 pont)
. L L o P ha az (i, j)-edik me-
il min{T[i—1,j-2], T[i—1,j+2], T[i—-2,5-1], T[i—2,j+1]} + 1, z6te raléphetiink,
0, kiilénben.
Kitoltési sorrend: (1 pont)

Alulrol felfelé haladva, soronként balrél jobbra.

Vélasz kiolvaséasa: (1 pont)

A keresett érték T'[n,n|. (Ha ez végtelen, akkor az azt jelenti, hogy ebbe a mezsbe nem lehet eljutni.)

Helyesség bizonyitasa: (1 pont)
Minden mezébe (legfeljebb) négy mésikbol léphetiink be, ezért az oda vezets legrovidebb tt hossza
éppen eggyel tobb, mint az emlitett négy masik mezébe vezets utak koziil a legrévidebbé. A kérdés
pedig az volt, hogy az (n,n)-edik mez&be legkevesebb hany lépéssel tudunk eljutni.

/v(i7j)<\

A

Lépésszam: (1 pont)
Egy (n+2) x (n+ 2)-es tablazatot toltliink ki, és minden mezd kitoltéséhez O(1) lépés kell. A valasz
kiolvasésa O(1) lépés. Ez dsszesen O((n + 2)?) - O(1) + O(1) = O(n?) lépés.

Természetesen az is jo, ha egy megoldé az inicializaldsban az extra sorok és oszlopok felvétele helyett
azt mondja a kitoltési szabalyban, hogy ha a képletben szereplé tagok indexei nem 1 és n kozottiek,
akkor azt a tagot nem vessziik figyelembe.

Ha egy megold6 érdemi kisérletet tesz a kitoltési szabaly elmagyarazasara, akkor a helyesség bizonyita-
sara jar6 1 pontot kapja meg.
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5. Szomszédossagi métrixaval adott egy n-cstiest, irdnyitott G graf. A graf néhany éle piros, a t6bbi nem. Adott
még a grafban egy s és egy t csics. Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?)
lépésben akarunk meghatarozni egy olyan st-utat, ami a lehets legkevesebb piros szint élt tartalmazza?

Megfelels élsilyozas valasztasa: 2 pont
Legrovidebb st-utat keresiink: 2 pont
Megfelels algoritmus kivalasztasa: 2 pont
Algoritmus hasznalhatosaganak megindoklésa: 1 pont

Lépésszam (élsilyozott szomszédossagi matrix elkészitése, algoritmus futtatasa, 6sszegzés): 1+2+0 pont

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Legyen a piros élek silya 1, a tobbié pedig 0. Erre az élstilyozasra nézve kell egy legrovidebb st-
utat keresniink. Mivel minden él stlya nemnegativ, ezért hasznalhatjuk erre az (s cstucsbol inditott)
Dijkstra-algoritmust. Az élstlyozott graf szomszédossagi matrixanak elkészitése O(n?) 1épés (az eredeti
graf szomszédossagi métrixaban a neméleket jelent 0-kat &t kell irni oo-re, a piros éleknek megfelelg
1-eseket megtartjuk, a nempiros éleknek megfelels 1-eseket pedig O-ra cseréljiik). A Dijkstra-algoritmus
futtatasa O(n?) lépés (hiszen az élstlyozas utan a grafnak tovabbra is n cstcsa lesz). Ez Osszesen
O(n?) + O(n?) = O(n?) lépés.
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6. Egy zart rendszerben egy részecske n kiilonbozd allapotba hozhaté. Egy n x n-es matrixban adott, hogy egy
allapotbol egy masikba valé atmenethez mennyi energia sziikséges vagy mennyi energia szabadul fel, ha létezik
ilyen kozvetlen atmenet. Tudjuk, hogy a részecskét nem lehet tigy visszajuttatni egy korabbi allapotaba, hogy
ezen folyamat soran Osszességében energia szabaduljon fel. Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan
és miért, ha O(n3) lépésben akarjuk elddnteni, hogy egy adott A allapotbol eljuttathaté-e a részecske egy
masik adott B allapotba tgy, hogy a folyamat soran 6sszességében energia szabaduljon fel?

Graf definidlasa (csucsok, élek): 2 pont
Megfelel6 élsilyozas definidlasa: 1 pont
A legrovidebb AB-tut hossza negativ-e: 2 pont
Megfelels algoritmus kivalasztasa: 2 pont
Algoritmus hasznéalhatésdganak megindoklésa: 2 pont
Lépésszam: 1 pont

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Legyenek a G graf cstucsai a lehetséges allapotok, és pontosan akkor vezessen él egy csticsbol egy mésikba,
ha az elsének megfelels allapotbol 1étezik kozvetlen atmenet a masikba. Ha egy kdzvetlen dtmenethez
energia sziikséges, akkor a megfelels él sulya legyen pozitiv elGjellel a sziikséges energia mennyisége, ha
viszont a kozvetlen dtmenet soran energia szabadul fel, akkor az él silya legyen a felszabaduld energia
mennyisége negativ elGjellel. Az a kérdés, hogy vezet-e A-bdl B-be olyan iranyitott 0t, aminek a
hossza negativ. Mivel a feladat szovege szerint ebben a grafban nincs negativ 6sszhosszisagn irdnyitott
kor, ezért hasznélhatjuk a Bellman—Ford-algoritmust egy legrovidebb A B-ut meghatarozasara. Ha egy
legrovidebb AB-tt hossza negativ, akkor el lehet juttatni A-bél B-be a részecskét tgy, hogy ezzel
Osszességében energia szabaduljon fel, kiilonben viszont nem. Mivel a graf szomszédossagi matrixszal

adott, ezért az algoritmus lépésszama O(n?3).
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7. Adott egy n és egy m darab karakterbdl all6 sz6, s = s1...8, ést =t1...t,. Ezekben szeretnénk meghatarozni
egy leghosszabb majdnem ko6zOs részszo hosszat: azaz a legnagyobb olyan k szamot, amihez létezik olyan
5iSiq1 ... Sitk—1 €8 tjtj11...tj4k—1, amelyek legfeljebb egy karakterben térnek el egymastol, azaz az s; = t;,
Sit1 = tj41, -y Siyk—1 = tjrp—1 feltételek koziil legfeljebb az egyik nem teljesiil. Adjunk erre a feladatra
dinamikus programozast hasznalo O(nm) lépésszamu algoritmust.

- )

Részfeladatok megfogalmazasa: (2 pont)
Tetsz6leges i,5 € {1,...,n} esetén legyen A[i,j] az a legnagyobb ¢ szdm, amire az s;...s; és a
t1...t; karaktersorozatok utolso ¢ karaktere megegyezik. Legyen tovabba Bli, j] az a legnagyobb ¢

szam, amire ugyanezen karaktersorozatok utolsé ¢ karaktere pontosan egy kivételével megegyezik.
Inicializalas: (1 pont)
Legyen tetszdleges i,7 € {1,...,n} esetén A[0, j] = A[i,0] = 0 és B0, j] = BJi,0] = —o0.
Kitoltési szabaly: (8 pont)
Tetsz6leges i,7 € {1,...,n} esetén

Ali—1,7—1]+1, has; =t; Bli—1,7—-1]4+1, has;=t;
Afiyg) = AT I T B TG gy gy o $BUT LI AL e s =
0, kiilonben, Ali—1,7—1]+1, kiilénben.

Kitoltési sorrend: (1 pont)
El6szor az A tablazatot, majd a B-t, mindkett6t ,fentrdl lefelé”, soronként . balrél jobbra”, azaz @
megy 1-t6l n-ig, és minden ¢ esetén j is megy 1-t6l n-ig.

Valasz kiolvasasa: (1 pont)
A keresett ért¢k max { A[i, j], B3, ] ’ 1<i,j<n}.

Helyesség bizonyitasa: (1 pont)
Tekintsiik az s1 ... s; és t1 ... t; karaktersorozatok leghosszabb kozos végzddésének, illetve a pontosan
egy karakterben eltérs leghosszabb végz&désének hosszat.

Ha s; = t;, akkor ezek éppen eggyel lesznek tébbek, mint amennyik ezek az sq...s;-1 ést1...t;_1

karaktersorozatokban voltak.

Ha viszont s; # t;, akkor a két karaktersorozatnak nincs kozos végzddése, a pontosan egy karak-
terben eltéré leghosszabb végzédésiik pedig éppen eggyel hosszabb, mint az s1...s;_1 és t1...t;_1
karaktersorozatok leghosszabb kozos végz&dése volt.

Ezen leghosszabb majdnem ko6zos végzddések kozil a leghosszabb lesz az sq...s, és tq...t,, karak-

tersorozatokban a leghosszabb k6zos részsz6 hossza.

Az inicializalés jelentése, hogy egy ,iires” és egy ,nemiires” karaktersorozatnak 0-hosszi minden k6zos
végz6dése, és nincsen nekik pontosan egy karakterben eltéré végzédésiik.

Lépésszam: (1 pont)
Két (n+1) x (n+ 1)-es tablazatot toltiink ki, és minden mez6 kitoltéséhez O(1) lépés kell. A valasz
kiolvasasa O(2n?) 1épés. Ez osszesen O((n + 1)?) - O(1) + O(2n?) = O(n?) lépés.

Ha egy megold6 érdemi kisérletet tesz a kitoltési szabaly elmagyarizasara, akkor a helyesség bizonyita-
sara jar6o 1 pontot kapja meg.

A BJi, j] részfeladatokat ugy is definidlhattuk volna, hogy pontosan 1 eltérés helyett legfeljebb 1 eltéréssel
dolgozunk (és ekkor értelemszertien mas képletekkel kell dolgozni).




