ALGORITMUSELMELET 2026. 2. poétzarthelyi 2026. janius 4.

Altalanos alapelvek.

A pontozési ttmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutatonak ebbdl
kifolyolag nem célja a feladatok teljes értékii megoldasédnak részletes leirasa.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldéas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. A
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok.

Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldo-
nak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore. Részpontszam jar minden olyan
otletért, részmegoldasért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat és amelybdél a dolgozatban
leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Nem ér pon-
tot azonban példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa
nélkiil (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoéban szerephez jut).

Az ttmutatoban leirttol eltérd jo megoldés természetesen maximaélis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak
az elGadéason szerepld tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

Ha egy megold6 egy feladatra tobb, egyméastol 1ényegesen kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb
az egyikre adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé
kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem dertil ki, hogy a
megoldo6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor
is, ha ez a pontszam 0).
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1. Egy rendezés soran a bemeneti 3, 8, 2, 7, 4, 5, 6, 1 tombbdl valahany lépés utan a 2, 3, 7, 8, 4, 5, 6, 1
allapot allt els. Megtorténhetett-e ez

(a) az Osszeféstiléses rendezésnél, (b) a gyorsrendezésnél?

(Az emlitett algoritmusokat az eladason tanult modon futtatjuk.)

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

(a) Igen: a tomb elsé felét mar rendeztiik (és ezutan fogjuk még rendezni a téomb méasodik felét,
majd pedig 6sszefésiilni a két rendezett felet). (5 pont)

(b) Nem: barmelyik elem(ek) szerint is valogattuk szét a tobbit ,kicsikre” és ,nagyokra”, az 1-es
nem maradhatott a tomb végén (akarhany fazison is vagyunk mér tul). (5 pont)

Pusztan annak megallapitasara, hogy az (a) kérdésre igen, a (b) kérdésre pedig nem a valasz,
nem jar pont. Ha egy megold6 nem tudja helyesen megindokolni az (a) és/vagy a (b) kér-
désre a valaszt, de a megoldasbol egyértelmiien kideriil, hogy tudja, hogy hogyan miikodik az
Osszefésiiléses, illetve a gyorsrendezés, az 2 + 2 pontot kapjon.




ALGORITMUSELMELET 2026.
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2.

(a) Epitsiink kupacot a tanult O(n) lépésszami eljarassal a kovetkezs tombbél. (Egyértelmten de-
riiljon ki, mikor mit csinél az algoritmus.)

7,5, 4,3, 6,1

(b) Igaz-e, hogy az igy kapott kupacon egy MINTOR miiveletet végrehajtva, majd a torolt elemet Gjra
beszurva visszakapjuk az eredeti kupacot?

(a) A tomb binéaris fa alakja a kévetkezd.
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A KUPACOL(1), KUPACOL(6) és KUPACOL(3) mitiveletek hatdsara nem valtozik meg a fa.

A KUPACOL(4) mitivelet hatésa alabb lathato.
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A KUPACOL(5) miivelet hatésa alabb lathato.
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A KUPACOL(7) miivelet hatasa alabb lathato.
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(6 pont)
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(b) A MINTOR miivelet a kovetkezSképpen zajlik.

3

3
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(2 pont)
A BESZUR(1) mivelet a kovetkez6képpen zajlik.
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(2 pont)
Vagyis nem kaptuk vissza az eredeti kupacot. (0 pont)

Ha egy megoldo6 ismételt besztirasokkal épit kupacot, az az els§ 6 pontot nem kaphatja meg.

Ha kideriil, hogy egy megold6 tudja, hogy a kupacépités soran alulrodl felfelé, szintenként
jobbrol balra hivjuk meg az elemekre a KUPACOL eljarast, de azt helyteleniil hajtja végre,
az az a) feladatra jaré 6 pontbol 1+1 pontot megkaphat; ha az is kideriil, hogy a KUPACOL
eljarast is tudja, azért szintén 1 pontot kaphat. Azért ne vonjunk le pontot, ha egy megoldo
nem hivja meg a levelekre (azaz most az 1-es, 6-0s, 3-as cstcsokra) a KUPACOL eljarast.

Ha egy megold6 nem az éran tanult algoritmussal épit kupacot, hanem egy mésképp épi-
tett kupaccal oldja meg a b) feladatot, akkor a b) feladatra jar6o 4 pontot megkaphatja.
Amennyiben viszont egy megoldé nem egy kupaccal dolgozik a b) feladatban, akkor ezt a
4 pontot nem kaphatja meg abban az esetben sem, ha a MINTOR és a BESZUR miiveletek
miikodését ismeri.

Ha kideriil, hogy egy megold6 tudja, hogy a MINTOR miivelet soran a legjobboldalibb levél
(azaz most a T-es) keriil fel a gyokérbe, azért 1 pontot kaphat; de barmit is rakott fel a
gyokérbe, akkor ha azutan helyesen éllitja helyre a kupactulajdonsigot, akkor azért szintén

1 pontot kaphat.

Ha kideriil, hogy egy megold6 tudja, hogy a BESZUR miivelet soran hova keriil az 4j elem
(azaz most az 1-es), azért 1 pontot kaphat; ha helyesen allitja helyre a kupactulajdonségot,
akkor azért szintén 1 pontot kaphat.
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3. Egy 2-3 fanak 4 szintje van (azaz a gyokér és a levelek szintjén kiviil van még két kozbiilss szint).
Legkevesebb hany elem lehet a faban, ha tudjuk, hogy barmely 1j elem beszurasakor legalabb egy
csucsvagasra van sziikség, és van olyan elem, aminek a beszurasakor két csticsvagas is kell?

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Ahhoz, hogy barmilyen elem beszurasakor legyen csiicsvagas, kozvetleniil a levelek feletti szinten
minden cstcsnak harom gyereke kell hogy legyen. (Hiszen ha itt valamelyik csicsnak csak
kett6 gyereke lenne, akkor oda még csicsvagas nélkiil beszarhatnank egy 1j elemet harmadik
gyerekként.) (4 pont)
Mivel egy elem beszurasakor a szétvagandd haromgyerekes csticsok kozvetleniil egymas felett all-
nak, ezért kell hogy legyen a levelek feletti masodik szinten is egy haromgyerekes cstcs. (4 pont)
Ahhoz, hogy a lehets legkevesebb elemet tarolja a fa, az Gsszes tobbi csticsnak kétgyerekesnek
kell lennie, (1 pont)
vagyis a gyokérnek két gyereke van, ezek koziil az egyiknek ketts, a masiknak harom gyereke,
és mind a 2 + 3 = 5 ,unokanak” harom-harom gyereke van (példaul az alabbi dbran lathato
elrendezésben). (0 pont)
Tehat legkevesebb 5 - 3 = 15 elemet tarolunk egy ilyen faban. (1 pont)

Pusztan annak megallapitasara, hogy a valasz 15, nem jar pont. Ha egy megoldd nem tudja he-
lyesen megindokolni a valaszt, de a megoldasbol egyértelmten kideriil, hogy tudja, hogy hogyan
miikodik a 2-3 faba valé besziras, az 2 pontot kapjon. Ha egy megoldé felrajzol egy megfeleld
fat és elmagyarédzza, hogy ez miért jo, de azt nem, hogy miért minimélis, azért legfeljebb 1-+2
pontot kaphat.

Ha egy megoldo6 leirja, hogy a levelek feletti szinten kell lennie haromgyerekes cstucsnak, azért
1 pontot kaphat, ha azt is leirja, hogy minden itteni csticsnak harom gyereke kell hogy legyen,
szintén 1 pontot kaphat, ha pedig ezeket az allitasokat meg is indokolja, akkor azért 2 pontot
kaphat.

Ha egy megold¢ leirja, hogy valahol lennie kell tovabbi haromgyerekes cstucsnak, azért 1 pontot
kaphat, ha azt leirja, hogy ennek a haromgyerekes csicsnak muszéij a levelek feletti masodik
szinten lennie, azért is 1 pontot kaphat, ha azt is lefrja, hogy minden mas csiics kétgyerekes,

azért szintén 1 pontot, és mindezek indoklasaért 2 pontot kaphat.
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4. Mutassuk meg, hogy az alabbi eldontési probléma NP-beli.
Bemenet: egy egyszert, iranyitatlan G graf szomszédossagi métrixa.

Keérdés: igaz-e, hogy G barmely csicsat elhagyva a kapott grafban lesz teljes parositas?

Megfelel6 tani megadasa: 4 pont
A bemenet méretének megallapitasa: 1 pont
A tant méretének megallapitasa: 2 pont
A tanu helyességének ellenérzése 1épésszamelemzéssel: 3 pont

Ha egy megoldo6 kiilon kitér arra is, hogy a megadott tani pontosan azon bemenetek esetén
létezik, amire a valasz igenls, az 1 extra pontot kaphat, amennyiben ezzel a feladatért jard
Osszpontszam nem haladja meg a 10-et. Ha kideriil, hogy egy megold6 ismeri az NP fogalmat,
de helytelen tanit ad meg az igenl6 valaszra, akkor a bemenet méretének megallapitasaért jaro
1 ponton kiviil legfeljebb tovabbi 2 pontot kaphat.

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Az igen vélaszra megfelels tani n darab parositas (ahol n a graf csiucsainak szamat jeloli) ugy,
hogy minden i € {1,...,n} esetén az i-edik parosités egy teljes parosités abban a grafban, amit
G-bdl az i-edik cstcs elhagyasaval kapunk. Nyilvan pontosan azon bemenetek esetén létezik n
darab ilyen parositas, amikre a valasz igenld.

A bemenet mérete ©(n?) (avagy pontosabban n?).

A tant leirhato n darab n x n-es matrix segitségével (aminek a sorai és oszlopai is a bemeneti
graf csicsaival vannak indexelve), ahol a matrix elemei 1-ek vagy 0-k aszerint, hogy az adott
¢l benne van-e a parositasban. Ennek a mérete n - O(n?) = O(n?), azaz a bemenet méretében
nézve polinomialis.

A tant helyességéhez azt kell ellendrizniink, hogy (1) valoban pérositasokat adtunk meg, (2)
a megadott parositasok valoban élei a bemeneti grafnak, (3) minden i € {1,...,n} esetén az

1-edik péarositas az i-edik cstcs kivételével minden mas csucsot fed.

(1) A tanuban szerepld mindegyik méatrixban megnézziik, hogy minden sorban és minden
oszlopban legfeljebb egy darab 1-es szerepel-e (és a f6atlo minden eleme 0); ez n - O(n?) =
O(n?) lépés.

(2) A tantban szerepl6 mindegyik matrixban megnézziik, hogy ahol 1-es all, ott a bemeneti
matrixban is 1-es szerepel-; ez n - O(n?) = O(n®) lépés.

(3) A tanuban szerepls minden i € {1,...,n} esetén megnézziik, hogy az i-edik méatrixnak az
1-edik soraban és oszlopaban nincsen 1-es, de minden més soraban és oszlopaban van; ez
n-0(n*) = O(n?) lépés.

Vagyis az ellendrzés teljes 1épésszama O(n?)+0(n?)+0(n®) = O(n?), ami a bemenet méretében

nézve polinomialis.
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Természetesen a tanit megadhatdé mas alakban is, példaul: a pérositasok leirhatok cstcsparok
segitségével is, illetve nem kell ragaszkodni ahhoz, hogy parositasok ,sorrendbe legyenek ren-
dezve”. Ugyan egy csics neve csak O(logn) biten irhato le, ne vonjunk le pontot azért, ha egy
megoldo ezt O(1)-nek veszi.

Ha egy megoldo egyetlen cstics elhagyasa esetére oldja meg a feladatot, akkor Gsszesen legfeljebb
4 pontot kaphat.

Ha egy megold6 azt mondja, hogy a probléma P-beli, és igy P C NP miatt a probléma NP-beli
is, akkor azért legfeljebb 4 pontot kaphat (mert az az éllitds nem hangzott el, hogy tetszéleges
grafban is tudunk polinomidében teljes parositéast keresni).
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5. Tegyiik fel, hogy P # NP.
(a) Létezik-e olyan X eldontési probléma, amire X € P és RH < X teljestil?
(b) Létezik-e olyan Y eldontési probléma, amire Y € P és Y < RH teljestil?

(Az RH a részhalmaz-6sszeg eldontési valtozatat jeldli.)

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

(a) Legyen X € P egy tetsz6leges probléma. Megmutatjuk, hogy nem létezik RH < X Karp-

redukcio. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik. (0 pont)
Ekkor X € P és a Karp-redukcié tulajdonsédgai miatt RH is P-beli. (2 pont)
Az el6adason tanultak szerint az RH probléma NP-nehéz, (1 pont)
vagyis az eladason tanultak szerint P = NP, (2 pont)
ami ellentmondas. Tehat RH £ X. (0 pont)

(b) I. megoldas.
Legyen Y € P egy tetszéleges probléma. Megmutatjuk, hogy létezik Y < RH. (0 pont)

Az el6adéason tanultak szerint P C NP, (1 pont)
vagyis az Y probléma NP-beli. (2 pont)
A korabbi megallapitasunk szerint az RH probléma NP-nehéz, (0 pont)
igy az NP-nehézség definicidja szerint létezik Y < RH Karp-redukcio. (2 pont)

Bar a megoldasbol az deriilt ki, hogy az RH probléméara barmely P-beli probléma Karp-
redukalhato, ezt elég lett volna egyetlen P-beli probléma esetén belatni.
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(b) II. megoldas.

Legyen Y egy tetsz6leges P-beli probléma. (1 pont)
Az alabbiakban megadunk egy Y < RH Karp-redukciot. (0 pont)

Mivel Y € P, ezért tetszGleges bemenetrsl polinomidében el tudjuk donteni, hogy a valasz
igenlé vagy nemleges. Ha a vélasz igenls, akkor ehhez a bemenethez rendeljiik hozza az

RH probléma azon (s),...,s,,;b') bemenetét, ahol m =1 és s§ = 1 és b’ = 1. Ha viszont
a vélasz nemleges, akkor rendeljiik hozzé az RH probléma azon (s),...,s! ;b") bemenetét,
aholm=16és s, =1ésb =2. (2 pont)

Ekkor az Y tetsz6leges bemenetéhez az RH probléma megfelel§ bemenete polinomidében
elkészithet6: az Y probléma bemenetérdl polinomidében el tudjuk donteni, hogy a vélasz
igenlé vagy nemleges, és ezutan az RH probléma megfelel6 bemenetét konstans 1épésben fel
tudjuk irni, ami osszesen polinomidd. (1 pont)
Nyilvan az Y probléma egy bemenetére pontosan akkor lesz igenlé a valasz, ha az RH
probléma megfelel6 bemenetre is igenls a valasz. (Hiszen az ), ..., s, szamok koziil — ami
jelen esetben csak az | — pontosan akkor lehet néhanyat kivalasztani ugy, hogy a kivalasztott
szamok Osszege b’ = 1 legyen, ha s{ = 1, azaz az Y probléma bemenetére a valasz igenld.)

(1 pont)
Tehat valoban létezik Y < RH Karp-redukcio. (0 pont)

III. megoldas.

Legyen Y az a probléma, amiben egy adott a egész szamrol kell eldonteniink, hogy egyenls-e
eggyel. Ekkor a bemenet mérete ©(loga), és a bemenetrdl nyilvan O(1) lépésben el tudjuk

donteni, hogy eggyel egyenls-e, tehat az Y probléma P-beli. (1 pont)
Az alabbiakban megadunk egy Y < RH Karp-redukciot. (0 pont)
Vegyiik az Y probléma egy tetszéleges a bemenetét, és ehhez rendeljiik hozza az RH prob-
léma azon (s),...,s.,;b') bemenetét, ahol m =1és ) =a és b = 1. (2 pont)
Ekkor az (s, ..., s),; V') elkészitésének lépésszama O(log a), ami az Y probléma bemenetének
méretében nézve polinomialis. (1 pont)

Nyilvan az Y probléma a bemenetére pontosan akkor lesz igenlé a vélasz, ha a az RH
probléma megfelel6 bemenetre is igenls a valasz. (Hiszen az ), ..., s, szamok koziil — ami
jelen esetben egyediil csak az a — pontosan akkor lehet néhanyat kivalasztani ugy, hogy a
kivalasztott szamok Osszege b’ = 1 legyen, ha a = 1, azaz az Y probléma bemenetére a valasz
igenld.) (1 pont)

Tehat valoban létezik Y < RH Karp-redukcio. (0 pont)
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6. Adjunk meg egy 3sZIN < X Karp-redukciét, ahol X az alabbi eldontési probléma.
Bemenet: egy egyszert, iranyitatlan G graf szomszédossagi méatrixa.

Kérdés: el lehet-e hagyni két cstcsot G-bdl tgy, hogy a kapott graf cstcsai helyesen kiszinezhetSk
legyenek 3 szinnel?

Helyes a Karp-redukcio6 irdnya és értelmezési tartoménya: 1+1 pont
Helyes konstrukcio: 4 pont
A konstrukci6 elkészitésének lépésszama: 1 pont
A konstrukeio helyességének belatésa: 3 pont

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Legyen a GG graf a 3szIN probléma egy tetszéleges bemenete, és rendeljiik hozza ehhez az X
problémanak a kovetkez6 G’ bemenetét. Legyen G’ az a graf, amit ugy kapunk, hogy a G graf
mellé felvesziink kiilon komponensként egy K5-6t.

A G graf szomszédossagi méatrixanak mérete ©(n?) (avagy pontosabban n?), ahol n a G graf
csucsainak szama. A G’ graf szomszédossagi méatrixa a kovetkez6képpen kaphato meg: legyen
egy (n+5) x (n+5)-6s matrix bal fels6 n x n-es részméatrixa G' szomszédossagi méatrixa, a jobb
alsd 5 x b-0s részmétrixa pedig nézzen ki Ggy, aminek a f6atlojaban minden elem 0, a maradék
20 eleme pedig 1-es, a matrix dsszes tobbi eleme pedig 0. Nyilvan G’ szomszédossagi métrixanak

elkészitésének lépésszama O(n?), ami polinomialis.

Belatjuk, hogy a 3szIN probléméaban a G grafra pontosan akkor lesz igenl6 a vélasz, ha az X
problémaban a G’ gréfra is igenld a valasz.

El6szor tegyiik fel, hogy a 3sZIN problémaban a G grafra igenls a valasz, azaz a G graf cstucsai
helyesen kiszinezhetsk 3 szinnel. Hagyjunk el a G' grafbol két 0j cstcsot (az 6t koziil barmelyik
kett6t): ekkor a G graf mellett marad még egy haromszog. A feltevés miatt a G graf csucsai
helyesen kiszinezhetdk 3 szinnel, a haromszog cstcsai szintén (a hdrom cstacsot harom kiilénb6z6

szinre szinezve), ezért az X problémaban a G’ grafra is igenld a valasz.

Forditva, tegyiik fel, hogy az X problémaban a G’ gréafra igenls a vélasz, azaz a G’ grafbol
el lehet hagyni két csticsot gy, hogy a kapott graf cstucsai helyesen kiszinezhetk legyenek 3
szinnel. Ekkor muszaj az 6t 0j csucs kozil kett6t elhagyni (hiszen sem a K3, sem a K csticsai
nem szinezhetk helyesen harom szinnel). Igy mivel a megmaradt grafnak részgrafja a G graf,
ezért ekkor GG cstcsai is helyesen kiszinezhetSk 3 szinnel, vagyis a 3SZIN probléméban a G grafra

is igenld a valasz.

Természetesen més helyes konstrukciot is meg lehet adni, példaul azt, amikor a G grathoz

hozzévesziink két 1j csticsot, amiket aztdn egyméssal és G minden csticsaval is 0sszekotiink.
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7. Egy konyvtarban szeretnénk megfigyelni, hogy melyik konyvet milyen gyakran kolesonzik ki. Tervez-
ziink olyan adatstrukturat, amiben a kovetkezd mitiveleteket lehet elvégezni.

— UJ(x): felvesz az adatbézisba egy 0j (eddig még ki nem kolesonzott) konyvet, aminek a kodja x lesz;

— UJ_KOLCSONZES(x): rogziti az x kodu konyv egy tjabb kikolesonzését;

— HANY KOLCSONZES(z): megadja, hogy eddig hany alkalommal kolesonozték ki az x kodu konyvet;

— DARAB(k): megadja, hogy hény olyan konyv van a konyvtarban, amit eddig pontosan & alkalommal
kélesonoztek ki.

Mindegyik mitvelet 1épésszama O(log, n) legyen, ahol n a konyvtarban 16vs konyvek szamat jeloli.

Téroljuk a konyvek kodjat egy piros-fekete (vagy egy 2-3) faban. Egy masik piros-fekete (vagy
2-3) faban taroljuk el a kiilonb6z6 kikolesonzési szamokat tgy, hogy a fa cstucsaiba egy extra
szamlalot is rakunk, ami azt mutatja, hogy hany konyvet kolcsonoztek ki ennyiszer. A két piros-
fekete fa csticsait mutatokkal kossiik Ossze aszerint, hogy azok mutassak, hogy az adott kodu
kényvet hany alkalommal kolesonozték ki. (8 pont)

Az UJ(x) mivelet soran el6szor az elsé faba a piros-fekete fa BESZUR miiveletével beszirjuk az
x elemet. Majd a masodik faban pedig a piros-fekete fa KERES miiveletével megnézziik, hogy
szerepel-e mér a 0 elem: ha igen, akkor a szamlalojat megnoveljiik eggyel, ha nem, akkor pedig
a piros-fekete fa BESZUR miiveletével beszurjuk a 0-t, és az 10j csics szamlalojat 1-re allitjuk.
Veégiil felvesziink egy Gj mutatot az elss fa x-et tartalmazé cstiicsabol a méasodik fa 0-t tartalmazé
cstcsara. (1 pont)

Az UJ KOLCSONZES(x) miivelet soran el6szor a piros-fekete fa KERES miiveletével megkeressiik
az els6 faban az = elemet, majd a mutatojaval atléplink a masodik faba, hogy megtudjuk, hogy
hanyszor kolesonozték ki ezt a konyvet; tegyiik fel, hogy k alkalommal. Ha a k-t tartalmazd
cstucsnak a szamlaloja 1-nél nagyobb, akkor csokkentsiik ezt a szamlalot eggyel, kiilonben meg
a piros-fekete fa TOROL miiveletével toroljiik a k-t. Ezutan a piros-fekete fa KERES mtveletével
keressiik a masodik faban a k+1 elemet: ha benne van, akkor a szamlalojat néveljiik meg eggyel,
ha viszont nem, akkor pedig a piros-fekete fa BESZUR miiveletével beszurjuk a k + 1 elemet, és
az j csucs szamlalojat 1-re allitjuk. Végiil az elsé fa x-et tartalmazd cstcsanak a mutatojat
atallitjuk, hogy a masodik fa (k + 1)-et tartalmazo6 csicsara mutasson. (2 pont)

A HANY KOLCSONZES(z) miivelet soran elGszor a piros-fekete fa KERES miiveletével megkeres-
siik az els6 faban az = elemet, majd a mutatdjaval atlépiink a masodik faba, hogy megtudjuk,
hogy hanyszor kolesonozték ki ezt a konyvet. (1 pont)

A DARAB(k) mivelet soran a piros-fekete fa KERES miiveletével megkeressiik a méasodik faban
a k elemet, és megnézziik a szamlélojanak az értékét; ha pedig k nincs benne a mésodik faban,
akkor 0 értékkel tériink vissza. (1 pont)

Mivel az els6 piros-fekete faban n darab elemet, a mésodikban pedig legfeljebb n darab elemet
tarolunk, ezért mindkét piros-fekete faban a KERES, BESZUR és TOROL miiveletek 1épésszama a
tanultak szerint O(log, n). (1 pont)

Az adatstrukturank mindegyik mitiveletének soran a piros-fekete fa KERES, BESZUR és TOROL
miiveleteit hasznéaljuk O(1)-szer, valamint még O(1) lépést végziink a mutatokkal. Igy az adat-
struktirank mindegyik miveletének a lépésszama O(1)-O(log, n) +O(1) = O(logyn). (1 pont)
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Ha egy megold6 a konyvek kodjat tarolja el egy kiegyenstlyozott faban, amibe valahogyan a kol-
csonzések szamét is beleirja, de a DARAB miiveletet nem tudja O(log, n) lépésben megvalésitani,
az legfeljebb 3 pontot kaphat.




