ALGORITMUSELMELET 2026. 1. potzarthelyi 2026. aprilis 23.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutatéonak ebbdl kifolyolag
nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes leirasa.

Az utmutatoban feltlintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolédd gondolat egy
attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. A részpontszamok
szilikség esetén tovabb is oszthatok.

Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (rész-
ben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore. Részpontszam jar minden olyan otletért, részmeg-
oldasért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat és amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas
kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphat6. Nem ér pontot azonban példaul az anyagban szerepld
ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazésa nélkiil (még akkor sem, ha egyébként valamelyik
leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut).

Az dtmutatoban leirttol eltéré jo megoldas természetesen maximaélis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az
el6adason szerepls tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

Ha egy megold6 egy feladatra tobb, egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az
egyikre adhat6é pontszam. Ha mindegyik leirt megoldéds vagy megoldésrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban t6bb megoldasi kisérlet kozott van
helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot ér§ megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).
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1. Az alabbi fiiggvényeket rendezziik olyan sorrendbe, hogy ha f; utan kézvetleniil f; kovetkezik a sorban, akkor
fi € O( fj) teljesiiljon, és alkalmas ¢ konstans és ng kiiszobindex megadésaval bizonyitsuk is be, hogy ez a
sorrend helyes.

2
) = o B =nf = fin) = 2 45
Megfelels (azaz c- f;(n)) alakt fels6 becslésekre torténd érdemi torekvés: 2 pont
Helyes felsé becslések az egyes lépésekben, azaz az 1/+/n-nel és az 1/log, n-nel valo elbanas, valamint
a 2n?/log, n, illetve a —n behozasa: 1+1+1+2 pont
Az egyes lépésekben hasznalt felsd becslésekhez a helyes kiiszobindexek megallapitéasa: 2 pont
Megfelels végs6 konstansszorzok és kiiszobindexek kiolvasasa: 1 pont

Pusztédn annak megallapitidsira, hogy a helyes sorrend f3, f1, fo, vagy a nagy ordé definici6janak alkal-
mazas nélkiili kimondésara nem jar pont. Ha viszont egy megoldo a helyes sorrend felirdsara valamilyen

intuitiv érvelést ad, akkor arra az utolsé 8 pontbdl legfeljebb 2-t kaphat meg.

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Megmutatjuk, hogy a keresett sorrend f3, f1, fo.

Mivel
2
00 5 < 202645 — 2031 < 2Bl 2
NG T 1 2 logyn
han >1, han > 1,
akkor \/n > 1, akkor log, n > 0,
ésigyﬁgl és han >0,

akkor logy n < n?;
vagyis ha n > 1,
akkor 1 < n?

logy, 1

ezért a nagy ordo6 definiciojaban példaul a ¢ = 2031/2 és az ng = 2 értékeket valasztva latjuk f3 € O(f1)

teljesiil.
Mivel
2n?
< 2n? < o’ 4+ (n? —3n) = 3(n?—n),
logy T *
ha n > 2, ha n > 3,
akkor log,n > 1, akkor 0 < n(n — 3),
és igy 10g12 —~ <1 azaz 0 < n? — 3n

ezért a nagy ordé definiciojaban példaul a ¢ = 3 és az ng = 3 értékeket valasztva latjuk fi € O(f2)
teljesiil.
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2. Van-e a jobboldali iranyitott grafnak olyan mélységi bejarasa, amiben az ab él

(a) keresztél;

(b) visszaél?

a

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

(a) Van, példaul a kévetkezd.

1(2,2)
\
\

d .
,}
(3.1) e

a megfelels faélekkel egy iranyitott kort alkotna (342 pont).

szerint semelyik mélységi bejaras soran sem fog visszaél keletkezni.

faél
eléreél
visszaél

keresztél

(5 pont)

(b) Mivel a graf fenti mélységi bejarasban nem keletkezett visszaél, ezért az el6adason tanult tétel

(5 pont)

Pusztan annak megallapitasara, hogy az (a) kérdésre igen, a (b) kérdésre pedig nem a valasz, nem
jar pont. Az els6 5 pont abban az esetben jar, ha a megoldasboél egyértelmiien kideriil, hogy hogyan
zajlik egy olyan meélységi bejaras, amiben az ab él keresztél. A (b) feladatban természetesen meg lehet
esetenként is vizsgalni a mélységi bejarasokat, és érvelni amellett, hogy egyik esetben sem keletkezik
visszaél. Arra is lehet hivatkozni, hogy a graf egy DAG — amit meg lehet indokolni példaul egy topolo-
gikus sorrend megadasaval —, és igy a tanultak szerint semelyik mélységi bejarasa soran nem keletkezhet
visszaél (3+2 pont). De elegendd meggy6zGen érvelni amellett, hogy a grafban nincsen olyan iranyitott
kor, ami az ab élt tartalmazné; ebbdl is kovetkezik, hogy az ab él nem lehet visszaél, hiszen egy visszaél

Ha egy megold6 nem tudja megindokolni sem az (a), sem a (b) kérdésre a valaszt, de a megoldasbol
egyértelmien kideriil, hogy tudja, hogy hogyan kell futtatni a mélységi bejarast, az 2 pontot kapjon.
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3. Egy egyetem épiiletében a foldszinti elGadotermeket alagsori folyosok is Gsszekotik, és egy matrixban adott,
hogy mely termek kozott vezet ilyen folyos6. Reggel a tudoméasunkra jutott, hogy néhény folyosot felajitas
miatt lezartak, és azt is kideritettiik, hogy pontosan melyeket. Jelolje n az el6adétermek szdméat. Melyik
tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben el akarjuk donteni, hogy 4t tudunk-e
menni az els§ 6rankrél a méasodikra az alagsori folyosokon keresztiil?

Graf definidlasa (cstcsok a termek, élek a le nem zart folyosok): 3 pont
Az a kérdés, hogy vezet-e Ut az elsé terembdl a masodikba: 2 pont
Szélességi vagy mélységi bejarast hasznalunk: 2 pont
Lépésszam (szomszédossagi matrix elkészitése, bejaras, és ebbdl teljes lépésszam): 1+2+0 pont

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Legyenek a G graf csucsai a termek, és két terem kozott pontosan akkor vezessen (iranyitatlan) él, ha
a két terem kozott van olyan folyos6, ami nincs lezéarva. Az a kérdés, hogy vezet-e ebben a grafban ut
az elsd teremnek megfelels csticsbol a masodikba. Ezt egy, az els§ teremnek megfelel§ csticsbol inditott
szélességi (vagy mélységi) bejarassal el tudjuk donteni. Ha G-nek a szomszédossagi méatrixat készitjik

el, akkor annak a mérete O(n?) lesz. Mivel G-nek n csticsa van, ezért a szélességi (vagy a mélységi)

bejaras lépésszama is O(n?) lesz. Vagyis a teljes algoritmus lépésszama O(n?) + O(n?) = O(n?).
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4. Szomszédossagi métrixaval adott egy élsilyozott, iranyitott G graf, melyben minden él sulya pozitiv. Adott
tovabba a grafnak két cstcsa, s és t, igy, hogy nincs él s-bdl t-be. Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni,
hogyan és miért, ha O(n?) lépésben szeretnénk meghatarozni azt a legkisebb (negativ) silyt, amivel az st
irdnyitott élt a G grafba behtizva még nem keletkezik negativ sszsilyt iranyitott kor?

Legrovidebb ts-utat kerestink: 2 pont
Annak indoklésa, hogy a valasz a legrovidebb ts-ut hosszanak a (—1)-szerese, ha van ts-ut: 3 pont
Annak az esetnek a kezelése, ha nincs ts-ut: 1 pont
Megfelels algoritmus kivalasztasa: 1 pont
Algoritmus hasznéalhatésdganak megindokléasa: 1 pont
Lépésszam: 2 pont

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Az uj grafban az st élt nem tartalmazo tetszdleges kor Osszstlya pozitiv (hiszen G minden élének a
sulya pozitiv). Az st élt tartalmazo korok osszsilya pedig éppen az st él sulyanak és egy G-beli ts-ut
hosszanak az Gsszege lesz. Vagyis a keresett legkisebb stly éppen egy G-beli legrévidebb ¢s-tit hosszanak
a (—1)-szerese, feltéve, hogy G-ben létezik ts-ut. Ha G-ben nem létezik ts-ut, akkor az st él behiuzasaval
nem jon létre kor, tehat a valasz —oo. Mivel G-ben minden él stlya pozitiv, ezért hasznalhatjuk a (¢
cstesbol inditott) Dijkstra-algoritmust, aminek a lépésszama (szomszédossagi méatrixszal valo megadas
esetén) O(n?).
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5. A jobbra lathato éllistaval adott élsulyozott, iranyitott grafban elkezd- a: b(-1), d(0);
tiik futtatni a Bellman—Ford-algoritmust a ¢ cstcsbol indulé legrévidebb b: a(2);
utak meghatarozasara. Az utoljara lefuttatott fazis eredménye szintén c: a(5), d(3);
jobbra lathato. d: b(-2)
(a) Fejezziik be az algoritmus futtatéasat. a ‘ b ‘ c ‘ d
(b) Hatarozzunk meg egy legrévidebb ca-utat, illetve annak a hosszat.
(Egyértelmten deriiljon ki, mikor mit csinal az algoritmus.) 5.c 1' d O'* 3'0
(a) A tablazat, illetve a kitoltéséhez sziikséges részszamitasok alabb lathatok.
a b c d
5 ¢ 1d 0 3¢
30b 1d 0 3¢
3b 1d 0 * S (1+1 pont)
tavy(a) = min { tavy_1(b) + w(ba), tavi_1(c) + w(ca)} =
=min {1+2, 0+5} =3 el6z6(a) =
tav (b) = min {tavi_1(a) + w(ab), tdvi_1(d) + w(db)} =
= min {5+(-1), 3+(-2)} =1 el6z6(b) = d
tavg(c) =0 el6z6(c) = *
tavy(d) = min {tavy_1(a) + w(ad), tavi_1(c) + w(cd) } =
= min {5+0, 0+3} =3 el6z6(d) = ¢
tavy41(a) = min {tavy(b) + w(ba), tavy(c) + w(ca)} =
=min {1+2, 0+5} =3 el6z6(a) =
tav41(b) = min {tavy(a) + w(ab), tdvi(d) + w(db)} =
= min {3+(-1), 3+(-2)} =1 el6z6(b) = d
tavgi1(c) =0 el6z6(c) = *
tavy41(d) = min {tavi(a) + w(ad), tavy(c) + w(cd)} =
=min {3+0, 0+3} =3 el6z6(d) = ¢
(5 pont)
Mivel az utolsé (most (k+ 1)-edikkel jelolt) fazisban nem tortént valtozas az utolso el6ttihez képest,
ezért az algoritmus leall, és ezzel megkaptuk a legrovidebb utakat ¢-bél a tobbi csticsba. (2 pont)
(b) Egy legrovidebb ca-ut (az el6z6 értékekbdl visszairva): cdba, és ennek hossza 3. (1+0 pont)
Az algoritmus futtatasidnak dokumentalasaért jaré 5 pontot azzal lehet megszerezni, ha egyértelmiien
kidertil, hogy milyen 1épéseket tesz az algoritmus; ebbdl 4 pont jar az egyes csticsokba vezetd legréovidebb
utak hosszainak kiszamoléasara, és 1 pont jar az el6z6 értékek meghatéirozasara. Egy-két szamolési hiba
1 pont levonast, tobb pedig 2 pont levonast jelent. Természetesen az is maximalis pontot érhet, ha
egy megoldd az elejétdl futtatja a Bellman—Ford-algoritmust, és ebben az algoritmus leallasat azzal
indokolja, hogy a 4. (ellenérzs) fazis az utols6. Ha egy megold6 az utolso fazisban atirja az el6z6(d)
értékét c-rol a-ra, akkor az 1 pont levonast jelent (ez ugyanis elvi hiba).
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6. Kirdnduldsunkra egy b silyt elbiré hatizsakba szeretnénk targyakat pakolni, ahol b egy adott pozitiv egész szam.
Ehhez n-féle targy koziil valaszthatunk, és minden targybol 0, 1 vagy 2 darabot vihetiink magunkkal. Adott
minden targy silya: az i-ediké s; > 0. Minden targyhoz adott, hogy mekkora hasznossagot jelent szamunkra,
ha beléle egyet, illetve ha bel6le kett6t pakolunk a hétizsdkba: az i-edik targyra ezek a hasznossagok v; > 0,
illetve w; > 0 (a v; és w; értékek egymaéstol figgetlenek). Adjunk O(nb) lépésszamu algoritmust annak
meghatarozéséara, hogy mi a leghasznosabb olyan pakolas értéke, aminél még nem szakad le a hatizsak.

Részfeladatok megfogalmazésa: (2 pont)
Tetsz6leges i € {0,1,...,n} ésj € {0,1,...,b} esetén legyen T'[i, j| az a legnagyobb hasznossag, amit
az elsd i-féle targybol be tudunk pakolni egy j silyt elbiré hatizsakba anélkiil, hogy az leszakadna.

Inicializalas: (1 pont)
Legyen tetszdleges i € {0,1,...,n} és j € {0,1,...,b} esetén T[0, 5] = T[i,0] = 0.

Kitoltési szabaly: (8 pont)
Tetszbleges i € {1,...,n} és j € {1,...,b} esetén
T[Z_17j]7 ha Si>j7
Ti,j] = { max {T[i—1,4], T[i—1,j—si] + vi}, ha s; < j és 2s; > 7,

max {T[i—1,j], T[i—1,j—s;] +vi, T[i—1,5—2s;] + w;}, kiilonben.

Kitoltési sorrend: (1 pont)

,Fentrdl lefelé”, soronként ,balrél jobbra”, azaz ¢ megy 1-t61 n-ig, és minden 7 esetén j megy 1-t6l b-ig.

Vélasz kiolvaséasa: (1 pont)
A keresett érték T[n, b].

Helyesség bizonyitasa: (1 pont)
Az i-edik féle targyrol azt kell eldonteniink, hogy beléle 0, 1 vagy 2 darabot tegyiink-e a j-kapacitasa
hatizsakba (méar ha egyaltalan belefér a hatizsdkba).

Ha 0 darabot pakolunk el beléle, akkor az elsé (i — 1)-féle targybol akarunk minél nagyobb hasznos-
sagot elérni j salykorlaton beliil.

Ha 1 darabot pakolunk el belSle (mar ha ennyit elbir a hatizsakunk), akkor mar csak j — s; silyt
rakhatunk a hatizsédkba az els6 (i — 1)-féle targybol, és igy akarunk minél nagyobb hasznossagot.

Ha 2 darabot pakolunk el belgle (mar ha ennyit elbir a hatizsdkunk), akkor méar csak j — 2s; sulyt
rakhatunk a hatizsdkba az els§ (i — 1)-féle targybol.

Ezen lehet6ségek koziil a leghasznosabb lesz a T'[i, j] értéke.

Az inicializalas jelentése, hogy 0-féle targybol, vagy egy 0 silyt elbir6 hatizsdkba 0 hasznossagot
tudunk bepakolni.

Lépésszam: (1 pont)
Egy (n+1) x (b+ 1)-es tablazatot toltiink ki, és minden mez6 kitoltéséhez O(1) lépés kell. A valasz
kiolvasésa O(1) 1épés. Ez dsszesen O((n+ 1)(b+1)) - O(1) + O(1) = O(nb) lépés.

Természetesen az is jo, ha egy megoldé a kitoltési szabalyban azt mondja, hogy ha a képletben szerepls
tagok masodik indexe negativ, akkor azt a tagot nem vessziik figyelembe. Ha egy megold6 érdemi
kisérletet tesz a kitoltési szabdly elmagyardzasara, akkor a helyesség bizonyitésara jaré 1 pontot kapja
meg. Ha egy megold6 csak annyit mond, hogy ez a hatizsak probléma, az nem ér pontot (f6leg, mert
ez nem a klasszikus hétizsdk probléma).
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7. Egy n-cstcst fanak minden élét valahogy megiranyitottuk; az igy kapott G graf éllistaval adott. Adjunk O(n)
lépésszamu algoritmust egy legtobb éld iranyitott Gt meghatéirozasara.

Egy 4j s csucs felvétele: 1 pont
Megfelels élsilyozas: 1 pont
Leghosszabb utakat keresiink s-bdél: 1 pont
Ennek indoklasa: 1 pont
Megfelels algoritmus kivalasztasa: 1 pont
Algoritmus hasznéalhatdsdganak megindoklasa: 2 pont
Lépésszam (élek szama, éllista elkészitése, algoritmus futtatasa, Osszegzés): 1+1+1+0 pont

EGY LEHETSEGES HELYES MEGOLDAS

Vegyiink fel az eredeti G grafthoz egy 4j s csiicsot, és vezessiink s-bdl minden mas csiicsba egy 0-stulya
élt. Az eredeti élek silya legyen 1. Legyen az igy kapott graf G’. Erre az élsulyozasra nézve kell
G’-ben leghosszabb utakat keresniink s-bél. Ezek koziil a leghosszabb G’-beli s-bél induld utbol s-et
elhagyva éppen egy keresett legtobb éld iranyitott utat kapunk G-ben. Az eredeti G grafban nem volt
iranyitott kor (s6t, irdnyitatlan értelemben sem volt kor), hiszen egy faban nincs kor, az 4j 0-befoku
cstcs felvételével pedig nem hozhattunk létre iranyitott kort. Tehat G’ egy DAG, ezért hasznalhatjuk
az (s cstiesbol inditott) ,DAG-os algoritmust” leghosszabb utak meghatarozéasara. A G grafnak n—1 éle
volt, vagyis a G’ grafnak m’ = (n—1)4+n = 2n—1 éle lesz. Tehat a G’ graf éllistajanak elkészitése O(n)
lépés: az eredeti graf éllistajaban szereplé n — 1 darab élnek 1 silyt adunk, és létrehozunk az s csticsnak
is egy lancolt listat, amiben a G graf minden csacsat felsoroljuk 0 sillyal. A ,DAG-os algoritmus”
futtatasa O(n’ +m') = O((n+1) + (2n — 1)) = O(n) lépés. Ez ésszesen O(n) + O(n) = O(n) 1épés.

Természetesen az is helyes megoldas, ha a G’ grafban nem adunk az éleknek silyt (avagy minden élnek
1 sulyt adunk), és legtobb élbdl 4llo iranyitott utakat keresiink s-bsl — csak ekkor a keresett G-beli
legtobb éld ut hossza éppen eggyel lesz rovidebb mint egy G’-beli leghosszabb s-bél indulé iranyitott

at.




