Algoritmuselmeélet 1. Zarthelyi dolgozat 2025. 4prilis 10.

Altalanos alapelvek. A pontozasi Gtmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljek. Ezért az
utmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasanak részletes leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis
pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetSk. Az dtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a
megoldénak, ha a kapcsolédo gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem
ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése,
hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e,
teljes mértékben a javité hataskére. Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban
leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra
t6bb, egymastol lényegesen kiilonbdzd megoldast is elkezd, akkor legfdljebb az egyikre adhatd pontszam. Ha mindegyik
leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik. Ha azonban t6bb megoldasi kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozathol
nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0). Az utmutatéban szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az
dtmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az elGadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Legyen )
f(n) =n® + 5nlogsn, g(n) = n®logy n.

Igazoljuk vagy cafoljuk, hogy f(n) = O(g(n)).

Megoldds: A relaci6 igaz, azaz n® + 5nlogs n € O(n®logy n).

Ehhez belatjuk, hogy létezik olyan c valos szam és ng egész szam, hogy n > ng esetén: 2 pont
f(n)=n3+5nlogin < c-nlogyn = c- g(n).

Azt fogjuk belatni, hogy ¢ = 6 és ng = 2 kielégiti a fenti feltételt. 2 pont
Ezutan nézziik a kdvetkezs egyenltlenségsort:

n® +5n logg n < 6n° < 6n’ logy 1.

242 pont
Az els6 egyenlGtlenség azért igaz, mert n > 2 esetén logon < n, 1 pont
mig a masodik azért, mert n > 2 esetén log, n > 1. 1 pont

2. Egy vallalat 6 karakter hosszi termékazonositokat hasznal. Az azonositok kizérdlag a kovetkez 8 nagybettibdl
allhatnak:
0, Z, A, B, E, M, 5, T

A vallalatnél ezekre a karakterekre nem a szokasos ABC sorrend érvényes, hanem egy specialis, fontossagi sorrend:
0<KZ<A<KB<KE<KM<SKT
Adott pontosan 8 darab, ilyen szabdly szerint képzett, 6 karakter hossziu termékazonosito:

[BASTET, AMETSA, ZEMOBE, SOMBTA, AZAZAZ, MESOBE, TAMTOM, ZEBESA]

Rendezziik a fontossagi sorrendet hasznélva lexikografikus sorrendbe ezeket az azonositokat a Radix rendezés segit-
ségével. A megoldast részletesen fejtsiik ki, azaz minden fazis utén irjuk le a termékazonositok aktualis sorrendjét.

Pontozas Ha tudja, hogy radix rendezésben oszloponként (karakterenként) kell rendezni. 4 pont
Ha tudja, hogy hatulrél elére kell. 2 pont
Helyes szdmolas. 4 pont
Ha sima ABC sorrendjét alkalmazza, maz. 8 pont

Megoldds: A radix rendezést a jobb széls6 (6. karakter) poziciotol kezdjiik:
A karakterek rendezett sorrendje (a kisebb értékd eldrébb keriil) a 6. karakter uténi rendezés utan:

AZAZAZ, AMETSA, SOMBTA, ZEBESA, ZEMOBE, MESOBE, TAMTOM, BASTET.
5. karakter utani rendezés végén:

TAMTOM, AZAZAZ, ZEMOBE, MESOBE, BASTET, AMETSA, ZEBESA, SOMBTA.
4. karakter utani rendezés végeén:

ZEMOBE, MESOBE, AZAZAZ, SOMBTA, ZEBESA, TAMTOM, BASTET, AMETSA.



3. karakter utani rendezés végén:

AZAZAZ, ZEBESA, AMETSA, ZEMOBE, SOMBTA, TAMTOM, MESOBE, BASTET.
2. karakter utani rendezés végén:

SOMBTA, AZAZAZ, TAMTOM, BASTET, ZEBESA, ZEMOBE, MESOBE, AMETSA.

1. karakter utani rendezés végén:

ZEBESA, ZEMOBE, AZAZAZ, AMETSA, BASTET, MESOBE, SOMBTA, TAMTOM.

. Adott egy fekete-fehér, pixeles kép, amelyen egyméas melletti m darab épiilet lathatdé. A kép egy n x m méretid
matrixként van reprezentalva. A méatrix minden eleme 0 vagy 1 (, ahol az 1 az épiileteket, a 0 az égboltot jelenti)
e Az oszlopok az épiileteket reprezentaljék, soronként felfelé haladva az épiiletek aljatol a tetejiik felé.
e Minden oszlopban az 1-esek alulrdl kezdSdnek és egybefiiggéek: azaz minden oszlopban elGszor szerepelhet
néhany 1, majd egy Osszefiiggs 0-s szakasz a kép tetejéig (de 0 utdn mar nem lehet ajra 1).

A feladat az, hogy hatarozzuk meg annak az oszlopnak az indexét, amelyben a legtobb egymaés felett 4ll6 1-es
talalhato (azaz a legmagasabb épiilet helyét). Ha t6bb ilyen oszlop is van, barmelyik helyes véalasznak tekinthetd.

Adjunk meg egy algoritmust, amely legfeljebb O(m logn) mez6t vizsgal meg a matrixban, és meghatarozza a legma-
gasabb épiiletet.

Pontozas:

jo algoritmus 6 pont
indoklas 2 pont
lépésszam 2 pont

Megjegyzés: Létezik O(m + n) lépésszamu algoritmus is, ami persze szintén elfogadhato.
Megoldds: Ha az adott oszlopban az els6 1-es a r-edik sorban (1-gyel kezdve a sorok indexelését) talalhato, akkor az
oszlop "épiiletmagassaga" n —r + 1.

Algoritmus: Egy binaris keresés tipusi algoritmussal tudjuk megoldani a feladatot.

1. Menjiink végig minden oszlopon (m db).
2. Binaris keresésszerii algoritmus: Az aktualis oszlopra alkalmazzuk a kovetkezét a sorindexek tartoméanyén
[0,n — 1]:
e Allitsuk be alsé = 1 és felss = n.
o Ismételjiik, mig alsé < felsé:
— Szamoljuk ki a kézépsd = [(alsd + felsd)/2] indexet.
— Ha A[kézépsd][c] = 1, akkor felsd = k&zépsd; kiilonben alsd = kdzépsd + 1.
e A végén alsd jeloli az els6 1-es helyét (vagy n, ha nincs 1-es).
3. Magassag szamitasa: Az oszlop magassiga h =n — alsd + 1.
4. Maximum keresése: Vilasszuk ki a tanult maximum keres§ algoritmussal azt az oszlopot, amelyiknél h
maximalis.

Helyesség és futasi id6: Az oszlopok értékei monoton nének (0-k, majd 1-esek), igy a binaris keresésszerd algorit-
mus garantaltan jol mikodik és legfeljebb O([log, n]) mezt vizsgal meg. Ezt m oszlopon futtatjuk, majd a kapott
m érték koziil valasztjuk ki a maximumot, de ehhez mar nem kell jabb mez&ket megvizsgalni. Tehat az algoritmus
osszesen O(mlogn) mez6t vizsgél meg.

. Az alabbi irdnyitott grafokat, Gi-et és Ga-t szomszédsagi listéik irjak le. Futtassunk mélységi keresést G1-en és Ga-n
és szamitsuk ki minden csics elérési és befejezési szdmat, majd az 6ran tanult médszer hasznalataval dontsiik el,
hogy melyik graf tartalmaz irdnyitott kort, azaz melyik nem irdnyitott aciklikus graf, és adjunk meg egy topologikus
rendezést abban a grafban, amelyben ez lehetséges.

e Gi:a:b,c;b: d;c: d;d: e; e a.

e Gorarg fybra gce-;d-;e¢c,d;f:e;g:f e

Megoldas:



G

Csiics Meélységi Befejezési
a 1 b}
b 2 3
c 5 4 3 pont
d 3 2
e 4 1
Egy él © — y visszaél, ha amélységi szam(x) > mélységi szam(y) ésbefejezési szam(x) < befejezési szam(y),
igy G1-ben az e — a él visszaél, azaz G; nem DAG. 1 pont
G2
Csiics Meélységi Befejezési
a 1 6
g 2 )
f 3 4
. A 3 3 pont
c ) 1
d 6 2
b 7 7
Mivel Go-ben nincs visszaél, ez egy DAG. 1 pont
A topologikus sorrendet a befejezési szamok szerinti cstkkend sorrend adja. 1 pont
Topologikus sorrend: b, a,g, f,e,d,c. 1 pont

. Adott egy iranyitott, élstlyozott graf G = (V, E), amely Algoritmisztan varosait és kozati utvonalait reprezentélja.
Minden él e € E két varost kot Gssze egy adott irdnyban, és silya w(e) azt az id6t jelenti, amely az adott iranyd
utazashoz sziikséges. A graf éllistaval van megadva.

Két barat, akik jelenleg Algoritmisztan két kiilonbozs varosaban tartézkodnak (jelolje ezeket A és B), talalkozot
szeretne szervezni egy harmadik algoritmiszténi varosban. A taldlkozas feltételei a kovetkezok:
e Mindketten ugyanabban az idépillanatban indulnak el,

e mindketten a graf élei mentén haladhatnak csak, az él éltal adott irdnyban, az élhez tartozo idg alatt és a
varosokban nem kell varniuk az utazas soran (pl. kocsival mennek),

e nem hagyjak el Algoritmisztan teriiletét, azaz a graf csacsai kozott kell mozogniuk.
A cél az, hogy megtalaljuk azt a varost C' € V, ahol a két barat a leghamarabb taldlkozhat (azaz a koz6s indulastol

a talalkozasig eltelt id6 a legkevesebb). Nem kell, hogy egyszerre érjenek oda, az egyik barat varhat a masikra. Ha
t6bb ilyen varos is van, barmelyik elfogadhaté megoldés.

Adjunk meg egy algoritmust, amely legfeljebb O((m + n)logn) id§ alatt meghataroz egy ilyen talalkozasi helyet,
ahol n a grafban 1évG6 csticsok szamét jelenti.

Megoldas:

Algoritmus:

I. Futtassuk Dijkstra algoritmusat a grafban G az A kezdSpontbol, hogy minden v € V esetén kiszamoljuk d 4 (v),

azaz az A-bol v-be vezetd legrévidebb (idejd) at hosszat. 2 pont
II. Futtassuk Dijkstra algoritmusat a B kezdGpontbol, igy meghatarozzuk dp(v) értékeit. 1 pont
ITI. Minden v € V esetén szamoljuk ki T'(v) = max{d(v),dp(v)}. 2 pont
IV. Valasszuk azt a C' € V-t, amelyre T(C) minimalis, és adjuk vissza ezt C-t. 1 pont
Indoklasok:
- Miért a Dijkstra?
- T'(v) indoklasa 2 pont
Lépésszam:

A Dijkstra algoritmus éllista esetén O((m+n)logn) idében fut, és mivel kétszer hajtjuk végre (egyszer A-bol, egyszer
B-b6l), az 6ssz id6 O((m +n)logn). A T(v) értékek szamitasa és a minimum kivalasztasa O(n) id6t vesz igénybe,
igy a teljes algoritmus futasi ideje O((m + n)logn). 2 pont



6. Egy hosszu autoutra késziiliink, amelyet a 0 kilométernél kezdiink meg. Az ut mentén n darab szélloda talalhato,
amelyek a kovetkezs, novekvs sorrendben megadott kilométerpontokon helyezkednek el:

O0<ar <as <---<ap.

(Itt a; az indulési ponttol mért tavolsagot jeloli kilométerben, ¢ = 1,2,...,n. A szdmok nem feltétlen egészek.) Az
ut soran csak ezek koziil néhany kivalasztott helyen allunk meg, méashol nem, azonban az utols6 szallodanal (a,)
kételezGen meg kell dllnunk, mivel az a célallomasunk. Idealis esetben naponta 350 kilométert szeretnénk utazni. A
tényleges napi megtett tavolsag x > 0 esetén az adott naphoz tartozé bintetés a kovetkezGképpen alakul:

(350 — x)*.

(Fontos: az z lehet kisebb és nagyobb is 350-nél; a képlet mindkét esetet biinteti, mivel az abszolut eltérés negyedik
hatvanyéat méri.)

Adjunk olyan O(n?) futésidejti algoritmust, amely meghatarozza, hogy mely szélloddkban érdemes megallni gy,
hogy az Gsszes napra esd biintetések Gsszege minimaélis legyen, mig elérjiik a célalloméast! (Példaul a 0, 300, 420, 770
esetben az optimaélis megallohelyek a 420 és 770.)

Megoldds: Algoritmus: Legyen ag = 0, és definialjuk a Biint tombot (részfeladatokat), ahol Biint[j] a minimélis

Osszes biintetés, hogy eljussunk a j. szallodaig (j = 0,1,...,n). 3 pont
A kezdet és a tovabblépés képlete:

Biint[0] = 0, Biint[j] = min {Bﬁnt[z‘] + (350 —(a; — ai))4}, ji=1,....n.

0<i<j
indokléssal: 4 pont
Egy e13z3 tomb segitségével nyomon a szokisos moédon kovetjiik, melyik i-nél vette fel a minimumot. 1 pont
A végén Biint[n] adja a minimalis biintetés meértékét és az e16z8 tombben visszalépkedve megkapjuk a konkrét szal-
lodékat. 1 pont
Lépésszam: Minden j (1 < j < n) esetén az Osszes ¢ (0 < i < j) lehetGséget végigvizsgaljuk, igy egy konkrét j-re
Biint[j] kiszamitdsdnak a futasideje O(n), az algoritmus &ssz futdsideje O(n?). 1 pont

7. Adott éllistaval egy iranyitott graf. Adjunk O(m + n) futasideji algoritmust, ami eldoénti, hogy van-e olyan csics
a grafban, ahonnan minden csics elérhets irdnyitott tton. (n - szokés szerint - a grafban 1év6 csiicsok szamat, m
pedig az élek szamat jeloli.)

[Segitség: probaljuk meg a feladatot eldszér eqy DAG-ra megoldani.]

Megoldas:
Algoritmus:

(a) Futtassunk egy DFS-t az egész grafon. Az utolsoként befejezett csiucsot nevezziik esetleg-nek.
(b) Inditsunk egy tjabb DFS-t az esetleg csucsbol.

(¢c) Amennyiben a méasodik DFS minden cstcsot elér, akkor esetleg egy olyan cstcs, ahonnan a graf 0sszes csicsa
elérhets. Egyébként nincs ilyen cstcs. 4 pont

Helyesség:
Hasznaljuk azt a tanult tételt, hogy a DFS(G,v) pontosan azokat a csticsokat éri el, ahova iranyitott 4t van v-bgl
és még nem lettek felfedezve.

Ha DFS-t tobbszor kell ,ujrakezdeni”, akkor az utols6 tjrakezdésnél elért pontokba biztosan nem vezet iranyitott tt
az el6zbleg elértekbdl a fenti tétel szerint. Igy csak az utolsé "elkezdésnél" elért csticsok lehetnek esélyesek, hogy
van beldliik irdnyitott ut a tobbiekhez. Ha ezen pontok koziil barmely w-bdl van irdnyitott Ut az Osszes tobbibe,
akkor esetleg-bdl is van, hiszen esetleg-bél van w-be (mivel esetleg befejezési szama a legnagyobb, az utolso
sajrakezdés” esetleg-bdl tortént) és Osszeflizziik w-bdl méas csicsokba mend utakkal, igy lesz egy iranyitott élsorozat

(tehat ut is). 5 pont
Lépésszam:

Az els6é DFS bejarasa O(n + m) id6t vesz igénybe, a masodik DFS szintén O(n + m) idében fut, igy az algoritmus
teljes futéasideje O(n + m). 1 pont



Algoritmuselmeélet 1. Potzarthelyi dolgozat 2025. aprilis 28.

A rendelkezésre all6 idS: 90 perc.

Minden feladat egységesen 10 pontot ér. Az alairas megszerzéséhez legalabb 24 pont sziikséges. A teljes pontszam eléréséhez a megoldas(oka)t indokolni
kell!

Kérjiik, irja fel a nevét, NEPTUN-ko6djat és a gyakorlatvezetsd nevét az Osszetizott lapok jobb felsg sarkaba.

Altalanos alapelvek. A pontozasi itmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az
atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékid megoldasanak részletes leirdsa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot
ér6é megoldas vazlatanak tekinthet6k. Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a
kapcsolodo gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor
sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban
feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito
hataskore. Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban lefrt gondolatmenet alkal-
mas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egyméstol 1ényegesen
kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfljebb az egyikre adhatoé pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldas-
részlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbél nem deriil ki, hogy a megoldo
melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).
Az atmutatoban szerepls részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo6 megoldas
természetesen maximaélis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az el6adason szerepls tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Tegyiik fel, hogy minden n > 2025 esetén teljesiil:
2-n< f(n) <10-n-logyn,
és minden n > 428 esetén teljesiil:
2-logyn < g(n) <10°-v/n.
Mutassa meg megfelels ¢ > 0 és ng € N konstansok megadasaval, hogy f(n) + g(n) € O(nlog,n).
Megoldas: A feltételek szerint minden n > 2025 esetén

f(n) <10-n-logon é g(n) <10°- /n.

2 pont
Ezért
f(n) 4+ g(n) <10-n-logyn + 10° - \/n.
1 pont
Mivel 105 - \/n < 10° - n - logy n, igaz, ha n > 2 (tehat n > 2025 esetén is), ezért 2 pont
f(n)+g(n) <10-n-logyn +10° - n - logyn = (10° 4 10) - n - log, n.

2 pont
teljesiil, ha ng = 2025 és ¢ = 10° + 10, ezért 2 pont
f(n) +g(n) € O(nlog, n).

1 pont

2. Tegyiik fel, hogy egy rendezett tomb n kiilonbozs egész szamot tartalmaz az {1,2,3,...,n,n + 1,n + 2} halmazbol,
azaz pontosan két szam hidnyzik. Adjon algoritmust, ami megtalalja a két hidnyzé szamot és legfeljebb O(logn)
Osszehasonlitast hasznal.

Megoldds: Legyen A[l...n] a rendezett tomb, amely az {1,2,...,n + 2} elemeibdl két hidnyzo szam (m; < mso) mellett
tartalmaz n elemet. Ekkor i < mj esetén Afi] =i, m; < i < mg — 1 esetén Afi] =i+ 1, és mg < i — 1 esetén pedig

Alil =i+ 2. 2 pont
Ha az mo hatdra eggyel elcsiuszik. -1 pont
El6szor keressiik a legkisebb i indexet, amelyre A[i] < i. 1 pont
Ezt a binaris kereséshez hasonléan a tessziik. A kdzépsore megnézziik, hogy Ai] = i teljesiil-e. Ha igen, akkor nagyobb
indextiek k6zo6tt folytatjuk, ha nem akkor a kisebb indextieknél. 2 pont
Ezutan m; =i (ha i =1 és A[1] # 1, akkor m; = 1; ha minden ¢ esetén A[i] = i, akkor m; = n + 1). 1 pont

A zdrdjeles rész hianya miatt nem kell levonni.



Most keressiik a legkisebb j > my indexet, amelyre A[j] < j + 1. 2 pont
Ezt az el6z6 binaris kereséshez hasonléan talaljuk meg. Ekkor mo = j+ 1 (ha nincs ilyen j, akkor mgo = n+2).1 pont

Mivel mindkét keresés O(logn) Osszehasonlitast igényel, az egész algoritmus O(logn) dsszehasonlitast hasznal. 1 pont

. Adott két tomb, mindkett&ben n kiilonb6z6 egész szam van, de a két tombnek lehetnek kozos elemei. A témbok nem
feltétlentil rendezettek. Tervezzen olyan algoritmust, amely kiirja azokat a szamokat, amik mindkét tombben szerepelnek
vagy jelzi, ha nincsen a tomboknek kozos eleme. Az algoritmus legfeljebb O(nlogn) 6sszehasonlitast hasznaljon.

Megoldds: Legyen A és B a két tomb, melyek mindegyikében n kiilonb6zé egész szam szerepel. Az algoritmus a
kovetkezd lépésekbdl all (futasidskkel):

1. Rendezés: Rendezziik az A tomboét O(nlogn) idében (pl. Gsszefésiiléses rendezéssel). 3 pont
2. Keresés: Vegyiik sorra a B tomb elemeit, és minden z € B esetén végezziink binéris keresést a rendezett A-ban,
hogy ellendérizziik, x szerepel-e benne. 3 pont
Mivel binaris keresés O(logn) Osszehasonlitast hasznal egy elemre, a teljes keresési fazis O(nlogn) lesz. 2 pont
3. Kimenet: Irjuk ki az 6sszes olyan z-et, amelyet a keresés megtalalt. Ha egyetlen kozos elem sem talalhato, jelezziik,
hogy nincs k6z6s elem. 2 pont
. Az alabbi szomszédossagi méatrix segitségével adott egy silyozott, a b c d € f g
irdnyitott graf, melyben topologikus rendezés a cstucsok a, b, ¢, d, e, a /0 o0 =2 o0 00 00
f, g sorrendje. (Ezt nem kell belatni.) bloo 0 o0 -3 o© 2 o0
cloo oo O 1 4 oo o0
(a) Az oran tanult, a topologikus sorrendet hasznalo eljarassal sza- dlocc 0o o0 0 00 oo —1
mitsa ki a legrévidebb utak hosszat a b csticsbol az Gsszes t6bbi eloo 00 o o 0 -2 oo
csucsba. f 00 00 00 00 o0 0 3
(b) Az (a) pontban hasznalt eljaras segitségével hatarozzon meg g\ oo 00 00 00 o0 0
egy legrévidebb utat a b pontbol az f pontba.
Megoldds:
Topologikus sorrend szerint megyiink végig: 1 pont
a: a a forras el6tt van, igy Dla] = co. 1 pont
b: Forras: D[b] = 0. 1 pont
c: Bejovo élek:

Tehat D[c] = oo. 1 pont
d: Bejovo élek:
b—d: wbd) =-3, Db+ (-3)=0-3=-3;

c—d: wed) =1, D[+1l=00+1=c0.
Ezért D[d] = —3 (és elozo[d] = b). 1 pont
e: Bejove élek:
c—e: w(ee) =4, Dl +4=oc;
fey Dle] = . Fpont
Jf: Bejove élek:
b— f: wbf)=2, Db +2=0+2=2;
€—>fZIU(€,f):—2, D[€]+(_2):OO_ = 0.
Tehat D[f] = 2 (és elozo[f] = b). 1 pont
g: Bejovo élek:
d—g: w(dyg)=-1, D[+ (-1)=-3-1=—4;

f—=g:w(fg)=3, D[fl+3=2+3=5;
Igy D[g] = min{—4,5} = —4 (és elozolg] = d). 141 pont



Eredmény: Legrovidebb utak b forrastol: Nem kell feltétlen kiilon leirni, ha mdr ki van szdmolva.

Dld] oo (a nem érhetd el);
Dp] = 0
Dic] = o0
Dld = -3
Dle] = o0
D[f] = 2
Dlg] = -4

(b) Legrovidebb at b — f:
Mivel D[f] = 2 és elozo[f] = b, a legrovidebb ut egyszertien: b — f, sulya 2.

5. Egy iranyitott, élstlyozott graf csucsait és éleit a jobb oldali abra
mutatja.

Futtassa a Dijkstra-algoritmust az A pontbol kiindulva.

(a) Hatarozza meg az Gsszes t6bbi csticsba vezets legrovidebb utak
hosszat!

(b) Adjon meg egy-egy legrovidebb utat A-bol a kovetkezs cstcsok-
hoz: C, F, G.

(Indokolni nem kell, de ldtszddjon, hogy lépésenként hogyan vdltozik
a D és a P témb illatve a KESZ halmaz.)

Megoldds:
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—~
~—
~—

KESZ-ben

Q
=
=

@

| | 3| | 3| 3| | O] 2

olo|lo|ololo| o]
NN VN Y Y S 'S B v o)
o|lo|olala|g (8|
Wl w| w| w|w|wlwld
oo o o | 00| R | =

DU W=D
| = Q| QW T >
NN 8RR (R =
INFNFNFN NN
I

g e ivs)
0| 0| oo | &9 |

o0 | 3| o) 3| | |

wliviv/iviie/iw/l

(a) Legrévidebb utak hosszai A-bol:

QN UQwe
N A N = I =

(b) Egy-egy legrévidebb ut A-bol:
e A C: P(C)=Bés P(B)=A=ut: A— B — C (6sszsily: 442 =6).

e A~ FE: P(E)=Bé P(B)=A=ut: A— B — E (sszstly: 4+ 2 =06).

e A—>G: P(G)=Dés P(D)=A=ut: A— D — G (6sszstly: 3+ 1=4).

1 pont

6 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

6. Az egyetem ujonnan szerzédtetett burkoloja egy kiilonleges feladaton tori a fejét: Egy hosszu folyosé 3 x n-es padlojat
kell lefedni 3 x 1-es jarélapokkal (a jarolapok keresztben és hosszaban is elhelyezhetdk, tehat 3 x 1-es vagy 1 X 3-es

alakban is hasznalhatok), az alabbi feltételekkel:



e a jarolapok nem fedhetik egymaést,
e nem loghatnak tal a padlo szélén, és

e a teljes padlot pontosan le kell fedni.

Adjon meg egy O(n) lépésben miikodd algoritmust, amely kiszamolja, hogy hanyféleképpen lehet szabélyosan lefedni a
padlot ezekkel a feltételekkel.

Megoldds: T(i) jelentése: megadja annak a szamat, hanyféleképpen lehet lefedni egy 3 x i-es padlot 3 x 1 és 1 x 3
jarolapokkal a feladatban adott feltételekkel. 1 pont

Sorrend: Az értékeket az i = 0-t6l i = n-ig kell kiszamitani, tehat az értékek névekvs sorrendben keriilnek kiszamitas-

ra. 1 pont
Kezdé 1épések: 2 pont
T(0) = 1 (iires padlo esetén 1 trivialis lefedés),
T(1) = 1 (egy 3 x 1 padlo egyetlen modon fedhets le),
T(2) 1 (egy 3 x 2 padlot csak kizardlag 3 x 1l-es jarolapokkal lehet lefedni).

Vége: Miutan elértiik i = n-t, a padlo lefedési lehetGségeinek szama T'(n) lesz, ezt adjuk vissza az algoritmus eredmé-
nyeként. 1 pont

Tovabblépés: Minden i-re, ahol 3 < i < n esetén:
TE)=T6G—-1)+T3GE - 3),
attol fiiggben, hogy az i-edik 3 x 1-es vagy 1 x 3-as volt. 2 pont

Helyesség: Az i-edik ,0szlopban” 1év§ 3 négyzetet vagy egy 3 x 1-es lappal fedjiik le, vagy pedig 3 db 1 x 3-as fedi le
Gket. Mas lehet6ség nincs. 2 pont

Futasidé: Mivel a kezddértékek beallitasa O(1) és a tovabblépési ciklus ¢ = 3-t6l ¢ = n-ig szintén minden i-re O(1)
idejt (hiszen csak 2 el6z6 értéket kell kiolvasni és dsszeadni a tombben), az algoritmus futési ideje: O(n). 1 pont

. Algoritmisztan térképe egy szomszédsagi méatrixszal adott iranyitott graf, melynek cstcsai a varosok, iranyitott élei
pedig a varosok kozott vezets kozvetlen utak. Az utak hasznalataért altalaban fizetni kell, 2025 utszakasz kivételével ez
az ar pozitiv, de erre a 2025 utra nulla. Az algoritmisztani drhivatal azt a szabalyt hozta, hogy egy utazo egy 1t sorén
legfeljebb harom ingyenes titszakaszt hasznalhat, egyébként 6sszeddl az orszag koltségvetése. Adjon O(n?) 1épésszami
algoritmust, ami meghatarozza a legolcsobb olyan utat egy adott A varosbol egy adott B varosba, ami legfeljebb harom
ingyenes utat hasznal.

Megoldds: Legyen G = (V,E) az eredeti, szomszédsagi méatrixos iranyftott graf (a varosokat csicsok, az utak élek
jelolik), és legyen F' C F az ingyenes ttszakaszok halmaza. A szabdly azt irja el6, hogy egy utazo legfeljebb 3 ingyenes
utszakaszt hasznalhat egy 1t soran.

Algoritmus:
Minden olyan S részhalmazon iterdlunk, melyre S C F és |S| = 3, 2 pont
ezek szama (20325), ami egy konstans. 1 pont

(a) Egy adott S-re modositjuk a grafot agy, hogy az 1j élhalmaz Eg = {e € F | e ¢ F } U S tartalmazza az Gsszes
fizetds élt, valamint az S-ben kivalasztott ingyenes éleket. 2 pont

(b) Minden modositott grafra Gg = (V, Eg) futtassuk a Dijkstra algoritmust A varosbol B véarosba, és jeldljiik C'(.S)-sel
a minimalis utkoltséget. 2 pont

(c) Valasszuk ki a legkisebb koltséget: C* = min{C(S) | S C F;|S| = 3}. 1 pont

Futasid6: Mivel az ingyenes élekbdl valasztott részhalmazok szama konstans, és egy Dijkstra algoritmus a szomszéd-
ségi métrix miatt O(n?) lépést igényel, a teljes algoritmus futdsa O(n?). 2 pont



Algoritmuselmélet 2. Zarthelyi dolgozat 2025. méjus 15.

A rendelkezésre allé id6: 90 perc.

indokolni kell!
Kérjiik, irja fel a nevét, NEPTUN-kd6djat és a gyakorlatvezets nevét az dsszetlizott lapok jobb felsé sarkdba.

Minden feladat egységesen 10 pontot ér. Az aldirds megszerzéséhez legaldbb 24 pont sziikséges. A teljes pontszam eléréséhez a megoldds(oka)t

Altaldnos alapelvek. A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék.
Ezért az dtmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsdnak fébb gondolatait és az ezek-
hez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok. Az
Utmutatoban feltintetett részpontszdmok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepl6 ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazdsa nélkiil nem
ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut).
Annak mérlegelése, hogy az tutmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a meg-
oldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore. Részpontszam jar minden
olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a
feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymaédstol 1ényegesen
kiilénb6zo megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt meg-
oldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré meg-
oldéskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazoé is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldd melyiket tartotta helyesnek, akkor
a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az dtmutatéban
szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az utmutatéban leirttél eltérd jo megoldas
természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az el6adason szerepld tételekre és allitasokra
lehet hivatkozni.

Az elsé 3 feladatban az algoritmusok lépéseinek bemutatdsan kivil nem vdrunk tovabbi indokldst.

1. Epl'tsen kupacot az oran tanult linearis idejii médszerrel a kozvetkezo tombbol:
]35\37\15\20\6\13\.
a) Abrézolja a lépéseket fa reprezentdcioban.
b) A kapott kupacban végezzen el egy MINTOR miiveletet.

Megoldas: A kupacépités 1épései:
35 35 35 6
37 15 37 13 6 13 20 13
20 6 13 20 6 15 20 37 15 35 37

15
A MINTOR lépései:

15 13
20 13 20 15
35 37 35 37

Pontozas:

A tomb fa alakja helyesen 1 pont
A kupacépitésnél alulrdl felfelé és jobbrol balra végzi a kupacolt 2 pont
Jo fak 4 pont
A mintornél jo elemet tesz a gyokérbe 1 pont

Jo végeredmény 2 pont



Ha a kupacot beszurasokkal épiti, akkor max 5 pont

. Nyitott cimzésii hashelést hasznalunk, a hash-tabla mérete m = 11, a hash-fiiggvény pedig h(k) =
kmod 11. Az tutkozések kezelésére linearis préobat alkalmazunk. A tébla allapota jelenleg a
kovetkezd (a * a torolt jel): 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(4456] [ [16]38] [ [ [*]21]

a) Illessze be a kovetkez6 két kulcsot a hash-tédblaba: 98,33. Minden beszirds utdn dbrazolja a
hash-tabla aktualis allapotat.

b) A kapott tdbldban végezze el a TOROL(44) miiveletet és ismét dbrdzolja a hash-tdbla aktualis
allapotat.

c) Az igy kapott tabldban a KERES(34) soran hany cellat vizsgal meg az algoritmus?

Megoldds: BESZUR(98): h(98) = 10, x helyére be lehet sztrni

01112345 |6[7[8]9 |10
44 | 56 16 | 38 98 | 21

BESZUR(33): h(33) =0

O] 11234 |5 |6|7|8]9 |10
44 | 56 16 | 38 33198 |21

TOROL (44) : h(44) = 0, a torolt jelet be kell tenni

o123/ 4 |5 |6|78]9]10
* 156 16 | 38 33198 | 21

KERES(34): hany cellat vizsgdl meg? h(34) = 1. A x-ndl folytatni kell a keresést, és az elsé iires
cellaig kell menni.
Megvizsgélt celldk szama: 6

Pontozds:

Jo probasorozat 1 pont
Mindkét kulcs helyes beszirasa, 242 pont
Torlés helyes végrehajtasa, * beirasa 2 pont
Keresés helyes 1épései, vizsgdlt cellak szama 241 pont

. Egy kezdetben iires piros—fekete faba sorban szirja be a kovetkezd szamokat: 10,20, 30,15, 18.
Minden egyes beillesztés utédn adja meg a fa dllapotat (a csomépontok szineivel egytitt). Ha forgatést
alkalmaz, akkor abrazolja a fat a forgatas el6tt és utan is.

Megoldas: Az iires fekete levelek nélkiil abrézolva a fakat:



Beszuras: 10 Beszuras: 20  Beszuras: 30 forgatés el6tt

°  ‘a

Beszurés: 30 forgatds utan Beszirds: 15 dtszinezés el6tt Beszirds: 15 4tszinezés utan

1

Beszuras: 18 forgatas elétt  Beszuras: 18 forgatas utan

Pontozads:

Az elsé két besziras (nem kell levonni, ha az elsé nincs kiilén abrézolva)
30 beszurasa

15 beszurasa

18 beszurasa

Mindegy, hogy az tres levelek be vannak-e rajzolva.

. Vegyiik a kovetkez6 eldontési problémat:
Input: Egy egyszerti G graf. Kérdés: Teljesiil-e, hogy x(G) < w(G)?

X(G) a grdf kromatikus szama: minimum hdny szin kell a csicsok jo szinezéséhez.

w(G) a grdaf klikkszdma: hdny csicsi a legnagyobb teljes részgrdf.
Mutassa meg, hogy a fenti probléma az NP osztdlyba tartozik.

Megoldds: Egy jo szinezés k szinnel és ¢ > k pontu klikk megfeleld tan.

2 pont
3 pont
2 pont
3 pont

4 pont

Ha a vélasz igen, akkor ilyenek biztosan vannak. (Van olyan szinezés, ami x(G) szint haszndl és

van olyan ponthalmaz, ami teljes részgraf, és amiben w(G) pont van.)
Mindketto trividlisan polinom méret.

Az ellenorzé algoritmus ellenérzi:

jo-e a szinezés

teljes részgraf-e a ponthalmaz

>k

Ezek is trividlisan polinom idében végrehajthatéak.

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont

Megjegyzés: A BSZ tanulmanyokbdl ismert, hogy x(G) > w(G) minden grafra teljestil, ezért minden

megfelel6 taninal k = ¢ lesz. De ez nem sziikséges az indoklashoz.

. Adott egy n elemi, csupa kiilonboz6 szamot tartalmazé S halmaz és egy k egész szam. Adjon
algoritmust, amely kiirja az S halmaz k legkisebb elemét névekvd sorrendben. Ha k < n/log,(n),

akkor az algoritmus 1épésszama legyen O(n).



Megoldas: Epitsiink kupacot S elemeibdl. 3 pont

Végezziink k db MINTOR-t, sorban irjuk ki a minimumokat. 2 pont
Kupacépités elvégezhets O(n) 1épésben. 1 pont
Egy MINTOR elvégezheté O(logn) 1épésben. 1 pont
Az 6ssz 1épésszam O(n) + k - O(logn). 1 pont
Ha k < n/logy(n), akkor ez O(n). 2 pont

. Legyen a 2KOR probléma a kovetkezd:

Input: Egy 2v — 1 csicsu irdnyitatlan G graf.

Kérdés: Létezik-e a grafban két olyan kor, hogy mindkettonek a hossza v és pontosan egy koézos
csucsuk van?

Adjon meg egy H < 2KOR Karp-redukciét, ahol H a Hamilton-kor probléma.
(A redukcidt elég legaldbb 3 ponti grafokra megadni.)

Megoldds: Legyen f(G) az a graf, amit tgy kapunk G-bél, hogy egy tetszéleges x pontjahoz csatla-
koztatunk egy v hosszi kort (v a G csticsainak széma, a hozzdadott kor x-en kiviili tobbi pontja 1j
pont) (t6bb mds jo konstrukcio is van) 4 pont
f(G) polinom id6ben kiszamolhatd, ez trivialis 1 pont
Ha G-ben van Hamilton-kor, akkor ez és a hozzaadott Gj kor megfelel$ részgraf f(G)-ben 2 pont
Ha f(G)-ben van megfelelé részgraf, akkor van két v hosszu kér f(G)-ben, de csak az egyik tartal-
mazhat 1j pontot, a masik minden pontja G-ben van, tehat Hamilton-koér G-ben. 3 pont

. Algoritmisztan Birodalmaban a Torpék és az Oridsok kiilon nyilvantartast vezetnek a sajat lakoikrol,
de mindkét helyen az OriasTorpe adatszerkezetben. A lakdkat az adatszerkezetben a magassdguk
azonositja. Tudjuk, hogy minden torpe kisebb, mint barmelyik érids és hogy nincs két egyforma
magassag. Legyen n; a torpék, no pedig az oriasok aktudlis létszama.

Az Ori&sToérpe adatszerkezet rendelkezik a kovetkezd tulajdonsigokkal:

o A keresés, beszurds és torlés az adatszerkezetben O(logn) lépésben végrehajthatd, ha n tarolt
elemek szama.

o A két nyilvantartas egyesitése, vagyis az unid mivelete is elvégezhetd. Ilyenkor a két nyil-
vantartasbol egyetlen OridsTérpe adatszerkezetben 1évé nyilvantartdst készitiink, amiben
minden Torpe és Orids is benne van. Ez a miivelet legyen végrehajthaté O(log(max(ng,ns)))
lépésben.

Adjon megfelel6 OriasTérpe adatszerkezetet.
Az indoklasrol ennél a feladatndl se feledkezzen el!

Megoldas: Téroljuk a (magassag, lakd) parokat egy 2-3-fdban, ahol a kulcs a magassag. 2 pont
A szokasos miiveletek ebben elvégezhetéek O(logn) 1épésben. 2 pont
Az unié elvégzésénél tegyiik fel, hogy a torpék fajanak magassaga nem nagyobb, mint az fijanak
magassaga. A masik esetben hasonld az algoritmus.

Megvizsgéljuk a két fa magassdgat (pl. a minimum keresésnél ennyi bels§ csicsot vizsgdlunk),
legyen k a torpék, ¢ az éridasok fajanak magassaga, k < /. 1 pont
A gyokérbol induljunk lefelé, mindig a legkisebb gyerek felé haladva jussunk el az ¢ — k-adik bels6
csucsig, ehhez vegyiink fel egy 1j gyereket, ami kisebb az eddigieknél és ez ala tessziik a torpék fajat,

igy minden torpe levél tavolsaga is ¢ lesz a gyokértol. 2 pont
Ha igy mar 4 gyerek lenne, akkor a besziras algoritmusahoz hasonléan csicsvagasokkal elérhetjiik,
hogy egy 2-3-fat kapjunk. 1 pont
Minden részfeladat 1épésszama O(¢), tehat dsszesen is O(¢) = O(log(max(ny,ng))) 2 pont

Piros-fekete faval valo probdlkozis esetén az elsé 4 pontot meg lehet adni.



Algoritmuselmélet 2. Pétzarthelyi dolgozat 2025. majus 26.

A rendelkezésre allé id6: 90 perc.

indokolni kell!
Kérjiik, irja fel a nevét, NEPTUN-kédjat és a gyakorlatvezetd nevét az Gsszetiizott lapok jobb felsé sarkdba.

Minden feladat egységesen 10 pontot ér. Az aldirds megszerzéséhez legaldbb 24 pont sziikséges. A teljes pontszdm eléréséhez a megoldds(oka)t

Altaldanos alapelvek. A pontozdsi Gtmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék.
Ezért az itmutaté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait és az ezek-
hez rendelt részpontszamokat kozli. Az itmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximaélis pontszamot éré megoldds vazlatanak tekintheték. Az
utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepl6 ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem
ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut).
Annak mérlegelése, hogy az dtmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a meg-
oldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore. Részpontszdm jar minden
olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a
feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymastdl lényegesen
kiilonboz6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt meg-
oldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré meg-
oldéskezdeményt értékeljiik. Ha azonban t6bb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdél nem deril ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor
a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az dtmutatéban
szereplé részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatéban leirttdl eltéré jé meg-
oldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szereplo tételekre és
allitasokra lehet hivatkozni.

Az elsé 3 feladatban az algoritmusok lépéseinek bemutatdsan kivil nem vdrunk tovabbi indokldst.

1. Egy kezdetben iires binaris keres6faba sorban szirja be a kovetkezo elemeket: 8,5,10,1,3,7,12,6,2
a) Rajzolja fel a fat az Gsszes besziras elvégzése utan.
(A kéztes dllapotokat nem muszdj felrajzolni.)
b) Végezze el a TOROL(10) és TOROL(5) miiveleteket, majd dbrézolja a kapott fat.

Pontozds: a) rész faja helyesen 6 pont
b) j6 torlések 242 pont

Megoldds:

2. Egy iires 2-3 faba szirja be sorban a kovetkez6 kulcsokat: 10, 20, 5, 15, 25, 30.
a) Rajzolja fel a fa allapotét a 10,20, 5 beszirdsa utan és az Osszes beszurés elvégzése utén is.
(Ne feledkezzen meg a belsé csucsok irdnyjelzdirdl sem.)
b) A kapott faba szirja be még a 12 és 1 kulcsokat is, majd rajzolja fel a kapott fa allapotét.



Megoldas:

Pontozds: a) rész két faja helyesen 243 pont
b) végsé fa 5 pont
Ha csak az irdnyjelzok rosszak legaldabb 6 pont

. Nyitott cimzésii hashelést hasznalunk, a hash-tabla mérete m = 11, a hash-fliggvény pedig h(k) =
k mod 11. Az iitkozések kezelésére kvadratikus préobat alkalmazunk.

A tabla éllapota jelenleg a kovetkezd (a x a tordlt jel):
0o 1 2 3 45 6 7 8 9 10
(22] [46[*] [ | [30]41[53] |

a) A kvadratikus préba esetén az = kulcs beszurdsakor mi prébasorozat dltalénos alakja?

b) Illessze be a kovetkezé harom kulcsot a hash-tablaba: 35,13, 74.

Minden beszuras utan abrazolja a hash-tabla aktudlis allapotat.

c) A kapott tdbldban végezze el a TOROL(41) miiveletet és ismét dbrdzolja a hash-tédbla aktudlis
allapotat.

Megoldas:
a) A kvadratikus préba prébasorozata: h(zr) + 1%, —12, 422 —22 +3% ... (mod 11) 2 pont

b) 1. Besztras: 35

22 46 | 35 30 | 41 | 53
2 pont
2. Beszuras: 13
Oy 123 |4(5|6]7|8|9]10
22 |13 146 | 35 30| 41| 53
2 pont
3. Beszuras: 74
Oy1 12|34 |5(6][7]8]9/10
22 |13 146 | 35 | 74 30| 41| 53
2 pont

c¢) TOROL (41) miivelet



2211346 |35| 74 30 | * |53

2 pont

4. Lassuk be, hogy az alabbi eldontési probléma NP-ben van.
Input: Osszefiiggé G graf, k és ¢ egész szamok, ahol k > 2025 és £ > 2025
Kérdés: Létezik-e G-ben olyan k méretii teljes részgraf (klikk) és ¢ méretii fiiggetlen ponthalmaz,
amelyeknek van ko6zos csicsa?

Megoldds: J6 tani egy k méretli klikk és egy ¢ méretii fiiggetlen csicshalmaz, aminek van ko6zos
pontja. 4 pont
Ez polinom méretii, hiszen nem nagyobbak, mint a graf (elég azt mondani, hogy trivi) 1 pont
Ellen6rzo algoritmus ellenorzi, hogy

a teljes graf teljes-e és részgraf-e 1 pont
a fliggetlen csticshalmaz fliggetlen 1 pont
mindkettében van 2025 csics 1 pont
van kozos csics 1 pont
minden trivialisan megy polinom idoben 1 pont

5. Adott egy T bindris fa. Azt akarjuk ellenérizni, hogy T" minden z cstcséara teljestil-e: = baloldali
részfajanak és x jobboldali részfajanak magassaga legfeljebb eggyel tér el egymastol.
Adjon erre O(n) futésidejii algoritmust, ahol n a T' fa csticsainak szdma.

Megoldds: Dinamikus programozéast hasznalunk, minden z csicsra kiszamitjuk a részfa m(x) ma-
gassagat. Nem kell levonni, ha nem hivatkozik explicit a DP-re, de amugy jo az eljards. 3 pont
(A levelekre m(x) = 0, nem kell levonni, ha hidnyzik.)

postorder sorrendben haladunk 2 pont
egy Uj csucsra ellendrizziik, hogy a két gyerekre teljesiil-e a feltétel,

azaz |m(bal(z)) — m(jobb(z))| <1 (ha nem, megallunk) 2 pont
az 1j csucsra m(x) = max(m(bal(z)), m(jobb(x))) + 1 (képlet helyett a magyardzat is jé) 2 pont
a postorder lépésszama O(n), egy csucsra konstans sok 1épés 1 pont

6. Legyen a KBFEL-SZIN probléma a kovetkezd:
Input: Egy 2p csicsu G graf
Kérdés: Kiszinezhetok-e a G graf csucsai p+ 3 szinnel ugy, hogy a szomszédos csicsok kiilonbozé
szint kapnak?

Adjon meg egy 3-SZIN < KBFEL-SZIN Karp-redukciot.

Megoldds: Legyen f(G) az a graf, amit a p ponti G grafbdl ugy kapunk, hogy hozzavesziink p 1j
pontot, amik egy teljes grafot alkotnak és mindegyiket hozzdkotjiik G minden pontjahoz

(egy jo dbra is elég) 5 pont
Ez polinom id&ben szamolhat6, hiszen 2p cstics és legfeljebb (2p)? él lesz (elég azt mondani, hogy
trivi) 1 pont
Ha G szinezhet6 3 szinnel, akkor f(G) minden 1j cstcsdra haszndljunk kiilon szint, igy p + 3 szin
lesz. 2 pont
Ha f(G) szinezhet6 p + 3 szinnel, akkor minden 1j cstcsnak kiilonbozik a szine egymastol is és G
pontjainak szinétol is, igy G csicsaira csak 2 szin marad. 2 pont



7. Adjon polinomidlis algoritmust a kovetkezd feladat eldontésére:
Input: Egy N pozitiv egész szam tizes szamrendszerben felirva
Kérdés: Léteznek-e olyan a > 2 és b > 2 egész szamok, hogy a® = N ?

Megoldds: Az input mérete n = [log,o(N)] (nem baj, ha nem pontos a kifejezés) 1 pont
Ha van ilyen b, akkor b = log,(N) < logy,(N) < c-n. 3 pont
Minden ilyen b-re kiilon eldontjiik, hogy van-e hozza megfelel6 a. 1 pont

Ezt a bindris kereséshez hasonléan csinaljuk, elészor kiszamoljuk pl., hogy a; = N/2 esetén a8 ki-
sebb, vagy nagyobb N-nél, majd a valasz fliggvényében a bindris kereséshez hasonléan folytatjuk.
(amigy jobb becslés ai-re az N szamjegyeinek szamdnak log(10)/log(2) < 3,33-szerese) 3 pont
Indoklas a lépésszamra. . . 2 pont



