Algoritmuselmélet 1. ZH

A rendelkezésre 4116 munkaidé 90 perc. Minden megolddst indokoljon! 2024. aprilis 18.
Minden feladat egységesen 10 pontot ér. Az aldirds megszerzéséhez minimum 24 pontot kell elérni.

Kérjiik, minden résztvevo irja fel a nevét, NEPTUN kdédjat és a gyakorlatvezetd nevét az Gsszetiizott lapok jobb felsé
sarkaba.

Altalanos alapelvek. A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat
egységesen értékeljék. Ezért az itmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) meg-
oldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az itmutatonak
nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy
maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok. Az dtmutatoban feltiinte-
tett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédé gondolat egy
attekintheto, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy l1épéseként szerepel a dolgozat-
ban. fgy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a
megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatéban feltiinte-
tett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében)
jar-e, teljes mértékben a javitdé hataskore. Részpontszam jar minden olyan otletért,
részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a
feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél
lényegesen kiilonbozo megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto,
akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb meg-
oldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibéat tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl
nem deril ki, hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az utmutatéban sze-
repl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatdk. Az utmutatéban leirttol eltérd
jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az el6adason
szereplo tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Legyen f(n) = 2024 ha n < 15 és f(n) = n - 2""10 kiilonben. Valamint legyen
g(n) = 2023 ha n < 42 és g(n) = n? - 2" kiilonben. Igaz-e, hogy

(a) f(n) € O(g(n))” (b) g(n) € O(f(n))?
Megoldds: f(n) =21-n-2" han > 15 2 pont
(a) Ha n > 42, akkor n < n?, ezért f(n) < 2¥(n). 2 pont
Tehét az ng = 42 és ¢ = 210 vélasztds mutatja, hogy f(n) € O(g(n)). 2 pont

(b) Tegyiik fel, hogy valamilyen n > ng és c esetén n?-2" < ¢-2%.n.2" 2 pont
Ekkor n < ¢ - 2!%nek teljesiilni kell minden elég nagy n-re, ami nem igaz. 1 pont
Tehat nem igaz, hogy g(n) € O(f(n)). 1 pont

2. Adottak ¢y, co, ..., c, killonboz6 egész szamok. Ezeket szeretnénk nagysag szerint
rendezni novekvo, vagy csokkeno sorrendbe 1gy, hogy a szokasos osszehasonlitas
helyett most a kovetkezo kérdéseket lehet feltenni 1 lépésben: Harom kivélasztott



elem koziil melyik esik a rendezés szerint a masik ketto kozé? (Példaul, ha a ¢;, ¢j, i,
elemeket kérdezziik ahol ¢; = 3,¢; = 1, ¢, = 7, akkor a ¢; elemet kapjuk valaszként.)
Adjon O(nlogn) kérdést hasznalé algoritmust, aminek kimenete a csokkend vagy
novekvd sorrendben 1év6 szdamok. (Azt nem kell az algoritmusnak meghatdroznia,
hogy csokkend vagy névekvd-e a sorozat.)

Megoldas: El6szor vegyiik az elso 3 elemet, cq, co, c3-at és kérdezziik meg, hogy me-
lyik a kozépso. Ha pl. ¢y, akkor a sorrend vagy c¢; < co < c¢3, vagy c1 > co > cs,

irjuk le oket balrol jobbra cq, co, c3 sorrendben 2 pont
Ezutan a beszurasos rendezéshez hasonléan jarunk. 2 pont
Ha ¢, ¢, ..., ¢, sorba van rakva (novoen vagy csokkenden), akkor a bindris ke-
reséshez hasonléan beszurjuk cj.1-et. 2 pont

Eldszor a c¢jq1, € j21-1,C[k/2] harmasra kérdeziink rd. A vélaszt meghatarozza, hogy
cr+1 a sorrend bal vagy jobb felében van-e, vagy pedig épp megtalaltuk a helyét.

2 pont
A sz6bejovo helyek szama minden kérdés utan felére csokken, igy egy elem beszirasa
O(logn) 1épés. Az Osszes 1épésszam O(nlogn). 2 pont

. Adott egy n pontu m éll egyszerti, dsszefiiggd, irdnyitatlan graf. Adjon O(n + m)
futasideji algoritmust, ami megtalal egy olyan pontot, amelyet a grafbol elhagyva
a graf osszefiiggd marad.

Megoldas: Futtassunk egy DFS-t a graf tetszoleges pontjabol. 2 pont
Ennek vegyiik az 1 befejezési szamu csicsat (itt le is allithatjuk a DFS-t). 2 pont
Ez a DFS fanak egy levele lesz. 2 pont
Ha ezt a levelet elhagyjuk a grafbdl, akkor a DFS fa maradék élei mutatjak, hogy a
maradék graf osszefiiggd marad. 2 pont

A DFS lépésszéama a befejezési szdm meghatarozasaval egytitt is O(n +m) 2 pont
Ha DFS helyett pl. BES fat vesziink, akkor pl. az utolsé megldtogatott pont lesz
biztosan levél.

. Egy irdnyitott kort nem tartalmazo irdnyitott grafban (DAG) lefuttattuk a DFS
algoritmust valamelyik pontjabdl indulva. Azt kaptuk, hogy az (u,v) élre teljesiil,
hogy mszam(v) < mszam(u). Bizonyitsa be, hogy bszam(v) < bszam(u) teljesiil.

Megoldas: Mivel mszam(v) < mszam(u), ezért (u,v) csak visszaél vagy keresztél

lehet. 3 pont
Ha visszaél lenne, akkor lenne a grafban irdanyitott kor, vagyis nem DAG. 4 pont
Tehét (u,v) keresztél. 1 pont
Keresztélre bszdm(v) < bszam(u) 2 pont

. Egy n hosszu 0-1 sorozatot olyan, legaldbb 4 hosszi darabokra kell szétvagni, hogy
minden keletkezett részben az els6 két bit megegyezzen az utolsé két bittel. (Példdul



a 01001111110110 sorozat felvdghaté 3 részre: 01001, 1111, 10110.) Adjon O(n?)
lépésszamu dinamikus programozast haszndlé algoritmust, amely eldonti, hogy van-
e ilyen szétvagas!

Megoldas: Legyenek a sorozat elemei sq,...,s,.
Legyen M[i] = IGAZ, ha a sorozat a els6 i bitjének van megfelel6 szétvagasa,
kiillonben M [i] = HAMIS. 2 pont
MI0] = IGAZ, i = 1,2,3-ra legyen M[i| = HAMIS. 1 pont
i > 4-re M|i] akkor IGAZ, ha valamely 0 < j < i—4 esetén M|[j] = IGAZ, valamint
Sj+1 = Si—1 €8 Sj4o = s; teljestlnek. 3 pont
Ha van ilyen j, akkor az sq,...,s; rész felvdgasa az s;,1,...,s; darabbal az sq,...,s;
egy felvagasat adja. 1 pont
Akkor és csak akkor van az egész sorozatnak megfeleld felvagasa, ha M[n] = IGAZ.
1 pont
Adott i-re a megfelel6 j keresése O(n) 1épés. Ez minden i-re elvégezve, az Gsszes
1épésszam O(n?). 2 pont
Mads 76 megoldds, ami nem dinamikus programozast haszndl: 5 pont

Az mem deril ki a feladadat szovegébdl, hogy ha a sorozat elsé és utolso két bitje
megeqyzik, akkor az 1 részre vagds megfelelo-e. Mindkét féle értelmezést elfogadjuk.

. Egy iranyitott graf éllistaja az élek sulyaival:

a: (b,6), (¢,5), (e8)
be (@), (1), (/2
¢ (b2), (74)

e: (b6), (9,3)

fe (el (o)

qg:

Dijkstra algoritmusaval hatarozza meg a-bdl az 6sszes tobbi cstcsba vezetd legrovi-
debb 1t hosszat. (Indokolni nem kell, de latszodjon, lépésenként hogyan vdltozik a
tavolsagokat tarold D] ] témb és a KESZ halmaz.)

Megoldas:

KESZ
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Az a oszlopa csupa 0, (vagy nincs is felirva) 1 pont
Az esetek nagy részében jol valasztja ki, hogy melyik csics keriiljon at a KESZ



halmazba. 2 pont
Az esetek nagy részében jol végzi el a javitast. 2 pont
Ha sok szdmoldsi hiba van, akkor csak az eddigi 5 pont jdr.

Ha viszont minden szamolas jo, beleértve, hogy jol vélasztotta ki a minimalisat,
akkor tovabbi 5 pont
5-nél tobb elszamolasnal ezért a részért nem jar pont.

. Adott egy n x n-es matrix. Adjon O(n?logn) 6sszehasonlitdst hasznalé algoritmust,
amely eldonti, van-e két olyan sor, amelyek az els6 elem kivételével megegyeznek,
viszont az els6é elemiik meg kiilonbozd!

Megoldas: Rendezziik a sorokat el0szor a 2. oszlop szerint. 1 pont
Binaris keresést hasznald beszirasos rendezéssel vagy oOsszefésiiléses vagy kupacos
rendezéssel ez O(nlogn) 1épés 1 pont
fgy egymas utani blokkokba rendeztiik a sorokat, hogy egy blokkban a 2. elem
egyenlo. 1 pont
Most rendezziik kiilon-kiilon a blokkokat a harmadik elem szerint, igy olyan blok-
kokat kapunk, ahol a 2. és 3. oszlop elemei is egyformdak. (Ehelyett rendezhetiink
az egész 3. oszlop szerint a beszurasos rendezés olyan valtozataval, ami az azonos
elemek sorrendjét megtartja.) Ezutdn hasonléan folytatjuk a tobbi oszlopra.

2 pont
Egy oszlop szerint a rendezés 1épésszama

k
O(nilogni) + ... 4+ O(nglogng) C O ((Z nz> : logn> C O(nlogn),
i=1

ahol n; a blokkok mérete. 2 pont
Végiil minden blokkban végigmegytlink az els6 oszlopon. Ha nem mind egyforma,
akkor taldltunk két megfelel6 sort. (Ehelyett lassabb algoritmus is megfelel6 lehet.)

1 pont
Ennek lépésszama Gsszesen O(n) 1 pont
Az 685z 1épésszdm n - O(nlogn) + O(n) C O(n*logn). 1 pont



Algoritmuselmélet 1. p6tZH

A rendelkezésre 4ll6 munkaids 90 perc. Minden megoldéast indokoljon! 2024. aprilis 30.
Minden feladat egységesen 10 pontot ér. Az aldirds megszerzéséhez minimum 24 pontot kell elérni.

Kérjiikk, minden résztvevé irja fel a nevét, NEPTUN kodjat és a gyakorlatvezeté nevét az Gsszetiizott lapok jobb felsé
sarkéba.

Altalanos alapelvek. A pontozasi atmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egysége-
sen értékeljek. Ezért az atmutatéo minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldaséanak f6bb
gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az dtmutatonak nem célja a fel-
adatok teljes értékid megoldasdnak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot
éré megoldas vazlatanak tekintheték. Az dtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor
jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodo gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt
megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szereplé ismeretek,
definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha
egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy
az atmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore. Részpontszéam jar minden olyan otletért,
részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat
hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megoldé egy feladatra tobb, egymastol lényegesen
kiilonb6z6 megoldéast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhato pontszam. Ha mindegyik leirt
megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a legtobb részpontot
ér6é megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibét tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldo melyiket
tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot érg megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez
a pontszam 0). Az tutmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok.
Az dtmutatoban leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas
nélkiil csak az eladason szerepld tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Bizonyitsa be, hogy (3n® + 4logn)(2n* — 5v/n) € Q(n°).

Megoldds: Be kell latni, hogy van olyan ¢ és ng, amire (3n® + 4logn)(2n® — 5/n) > cn®

teljesiil minden n > ny-ra. 2 pont
(3n3 + 4logn) > 3n® minden n > 0 esetén 1 pont
n2=n-n> 5y/n minden n > 5 esetén (mér n > 1,8ra is igaz) 2 pont
2n? — 5y/n > n? minden n > 5 esetén 2 pont
(3n3 + 4logn)(2n® — 5v/n) > 3n3 - n? = 3n° minden n > 5 esetén 1 pont
Tehat példaul a ¢ = 3, ng = 5 megfelel konstansok 2 pont
Ha valaki (tévedésbol) O(n®)-t bizonyit mar. 5 pont

2. Adjon O(n%logn) dsszehasonlitast hasznalo algoritmust, ami eldonti, hogy az adott 1, o,
..., &y és S raciondlis szamok esetén van-e olyan x;, z;, ), szamharmas (1 < i,7,k < n),
hogy z; + x; + xp = S. (A hdrom indexnek nem kell feltétlen kilonbizinek lennie, akdr
mindhdrom is lehet ugyanaz.)

Megoldas: Rendezziik a szdmokat nagysag szerint példaul Gsszefésiiléses rendezéssel
2 pont



Minden 1 <1¢,5 <n parra szamitsuk ki az S — x; — x; értéket 2 pont
Binaris kereséssel dontsiik el, hogy a kapott szdm szerepel-e a rendezett sorozatban. Ha

igen, akkor talaltunk megfelels szamokat. 2 pont
A rendezés lépésszama O(nlogn) 1 pont
Egy parra a keresés O(logn) 1 pont

Mivel O(n?) par van, az osszes lépésszam O(n?logn) + O(nlogn) C O(n*logn) 2 pont

. Egy 2k > 4 cstcst egyszerd, iranyitatlan graf mélységi bejarasa soran azt tapasztaltuk,
hogy minden cstcsra a befejezési és a mélységi szam kiilonbsége kisebb, mint k. Bizonyitsa
be, hogy a graf nem 6sszetiiggs és minden komponensben legfeljebb £ cstics van.

Megoldas: Iranyitatlan grafban az 1-es mélységi szami csticsbol inditott bejaras bejarja az

Osszes vele egy komponensben 1évé csicsot 2 pont
Ha az 1-es mélységi szamu cstcs befejezési szama b, akkor ebben a komponensben pontosan
b cstcs van 2 pont
Mivel most bszam — mszam = b — 1 < k — 1 < k, ebben a komponensben legfeljebb &
csucs van 2 pont
[lyenkor a DFS egy még be nem jart csucsbol Gjra inditja a keresést, (ennek mélységi szama
b+ 1 lesz) 2 pont
Az el6z6ekhez hasonloan latszik, hogy ebben a komponensben is legfeljebb k cstics van

2 pont

. a) Az eldadason tanult, DFS-t hasznalé mod-
szerrel adja meg a jobboldali graf egy topologi-
kus rendezését.

b) Hatarozza meg a leghosszabb ut hosszat a to-
pologikus rendezés els¢ és utols6 pontja kozott

az oran tanult modszerrel.

Megoldds: a) A DFS futtatasanal meg kell hatarozni a mélységi és befejezési szamokat

1 pont
Ha pl. e-bdl inditjuk: e(1,6),a(2,4),b(3,2),c(4,1),d(5,3), f(6,5) (az elsé a mélységi szam,
a masodig a befejezési szam), a jo szémok 3 pont

Egy topologikus sorrend a befejezési szdmok szerinti csokkené sorrend: e, f,a,d, b, c
(Ha més pontbol inditjuk a DFS-t, pl. f-bdl, vagy mas sorrenben valaszjuk a kovetkezs
cstcsot akkor kijohet méasik sorrend is: e, a, f,d, b, c) 1 pont



b) A leghosszabb utak e-bél indulva (¢(v) jeloli az e-bdl v-be vezets leghosszabb 1t hosszat).
Annak felirasa/indokléasa, hogyan kell ezt csinélni. 2 pont
tle) = 0;t(a) = 7;t(f) = 7,t(d) = max(t(e) + 10,t(a) + 9,t(f) +9) = 16;

t(b) = max(t(a) + 5,t(d) + 5,t(f) + 5) = 21;t(c) = max(¢(d) + 13,t(b) + 6) = 29

a jO szamolas 3 pont
Ha a szamolésnal ki vannak irva a megfelel6 maximumok, akkor azért is jar az indoklasért
adando pont.

. A périzsi olimpiara kerékparral szeretnénk eljutni. Az utat mar megterveztiik. Kideriil,
hogy éppen minden km-nél van egy szallas. Az 0t hossza n km, egy nap legfeljebb k& km-t
tudunk haladni. Ha még nem értiink Parizsba, akkor az el6z6 szallastol szamitva legfeljebb
k km-en belill meg kell szallnunk. Minden széllas koltsége adott, az i-edikben A[i] euro.
Adjon algoritmust, ami dinamikus programozast hasznalva meghatarozza az it soran a
szallasok minimalis 6sszkoltségét. Az algoritmus lépésszama legyen O(kn).

Megoldds: Legyen C[i] a minimalis kéltsége annak, hogy eljutottunk az i-edik km-ig. (Ha
megszallunk az i-edik km-nél, azt még nem szamoljuk bele. Az indulas varosaban valo
megszallast sem szamoljuk, azaz A[0] =0.) C[0] =0 2 pont
Cli] = min{Cj] + Alj] | i —k < j<iésj>0} 3 pont
Helyesség indoklasa: Az el6z6 k& km-en beliil meg kellett szallni, ez legyen az j-edik km.
Eddig méar tudjuk, hogy mennyi a minimélis koltség (C[7]) és ki kell fizetni még A[j]-t.

2 pont
A keresett értek Cln] 1 pont
Lépésszam: minden C[i| kiszamolasahoz k szam minimumét kell meghatérozni, ez O(k)
lépés, n értéket kell kiszamolni, a lépésszam osszesen O(kn). 2 pont

. Jobboldalon lathato6 egy iranyitott, sulyozott gréaf szom- a b c e [ g
szédossagl matrixa. Dijkstra algoritmusaval hatarozza a ( © 6 5 8 o© OO\
meg a-bol az Osszes tobbi csiicsba vezetd legrovidebb bl 6 o0 oo 1 4 oo
at hosszat. (Indokolni nem kell, de ldtszodjon, lépésen- cloo 2 o0 oo 6 o0
ként hogyan vdltozik a tavolsdgokat tdarold D[ | tomb és eloo 6 o0 oo oo 2
a KESZ halmaz.) floo o0 0o 1 o 1

g \oo 00 00 00 00 OO )

Megoldas:



alblcle| flg KESZ
1.]0]6|5|8|0c0]| o0 {a}
2.10/6|5|8|11 |0 {a,c}
3./0/6|5|710 |00 {a,c,b}
4.10/6|5|7110| 9 {a,c,b,e}
5101657110 9 | {a,cbeg}
6.1]0(6|5|7/10| 9 | {a,che,qg,f}
Az a oszlopa csupa 0, (vagy nincs is felirva) 1 pont

Az esetek nagy részében jol valasztia ki, hogy melyik cstics keriiljon at a KESZ halmazba.
2 pont

Az esetek nagy részében jol végzi el a javitast. 2 pont
Ha sok szamoldsi hiba van, akkor csak az eddigi 5 pont jar.

Ha viszont minden szamolas jo, beleértve, hogy jol véalasztotta ki a minimaélisat, akkor
tovabbi 5 pont
5-nél tobb elszdmolasnal ezért a részért nem jar pont.

. Adott egy varosok kozotti uthalozatot leird iranyitott graf éllistaja, ahol csicsok a varosok,
élek a kozvetlen utak és az élek silya a varosok kozotti kozvetlen ttszakaszok hosszat
adja meg. Egyes varosokban nevezetességek is vannak, ezek szama minden varosra meg
van adva egy tombben (a nevezetességek szama mindegyik varosnal egy nemnegativ egész
szam). Szeretnénk eljutni az A varosbol a B varosba, az elsédleges szempont, hogy az
ut a lehet6 legrovidebb legyen. De ha esetleg tobb egyforma hosszi legrévidebb 1t is
van, akkor ezek kozil azt akarjuk kivalasztani, ami soran az érintett varosokban a lehetd
legtobb nevezetességet tudjuk megnézni. Adjon algoritmust egy ilyen ut megkeresésére, az
algoritmus lépésszama legyen O(n?).

Megoldas: Modositsuk a Dijkstra algoritmust, minden csticsra az eddigi legrovidebb utat
tarolo D[ ] tombon kiviil egy plusz informéciot is taroljunk. Mindegyik legrovidebb tton
megszamoljuk hany nevezetesség lathato. N| | tombben ezek maximumaét. 2 pont
Az algoritmust gy moédositjuk, hogy minden koérben azt a csicsot tessziik 4t a KESZ
halmazba, amire a D] | érték minimalis, de ha tobb minimaélis van, akkor azok koziil azt

valasztjuk, amire N[ | maximalis. 2 pont
Amikor attettitk a v csicsot, akkor a D[ ] és N[ | értékeket értelemszerten modositjuk a
v-bdl kimend éleken. 2 pont

Az algoritmus helyességének bizonyitasa nagyon hasonld a Dijkstra algoritmus helyességé-
nek bizonyitasahoz. Csak a kdvetkez6t kell meggondolni: A kezdGpontboél indulé barmely
at elejére teljesiil, hogy az 1t hossza nem lehet nagyobb, mint az egész 1t hossza (mivel
az élsilyok nemnegativak), valamint az els6 részen nem lehet t6bb latnivalo, mint az egész
uton. 2 pont
A lépésszam ugyanannyi, mint a Dijkstra lépésszdma, ami O(n?) 2 pont



2. megoldds: Bdr a feladat szovegében nem szerepel, feltételezhetyik, hogy minden kozvet-
len ttszakasz hossza pozitiv egész. A sulyok dtskdldzasaval ez elérhetd. Ezt indoklds nélkiil
is elfogadjuk. Legyen a Osszes varos latnivaloinak szdmanak Osszege C. Szorozzunk meg
minden élsulyt 2nC-vel. Az igy kapott G’ grafban ugyanaz lesz a legrévidebb ut barmely
két pont kozott, mint az eredeti G gratban, csak a hossza lesz 2nC-szerese. 2 pont
Most minden v cstcsot kettéziink meg, legyen egy v cstcs is. Minden v-bdl kimend él
menjen ki most v’-bél és legyen egy él v-bél v'-be. Ennek sulya legyen C-bdél kivonva a v
varos latnivaloinak szama. 2 pont
Keressiik meg G'-ben a legrovidebb utat A-bol B-be, ez adja meg a keresett utat.2 pont
Helyesség: A 1j élek silyai minden cstcson legfeljebb C-vel novelik az at hosszat, igy
barmely tton legfeljebb 2nC-vel né a hossz. Mivel ez kisebb, mint 2nC, ezek nem befo-
lyasoljak azt, hogy az algoritmus egy eredeti legrovidebb ttnak megfelel6t fog megtalélni.
Viszont ezek kozott a legtobb latnivalot adot adja meg. 2 pont
A lépésszam ugyanannyi, mint a Dijkstra lépésszama, O(n?), ebbe belefér az G' elgéllitasa
1S. 2 pont



Algoritmuselmélet - 2. ZH
2024 tavasza

A munkaidé 90 perc. A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL.
Hivatkozni csak az el6adason tanultakra lehet.

1. (a) Rajzolja fel az 50, 57,51, 65,62, 86, 87,88, 68,70 tombbel adott kupacot binaris fa alakban. (Tt
indoklds nem sziikséges.)
(b) Sztirja be ebbe a kupacba (a fa alakban) az 55-t, majd hajtson végre egy MINTOR-t, a megoldasa
soran latszodjanak az egyes 1épései a miiveleteknek.

Megoldas: (a) Jol felrajzolt fa: 2 pont
o7 o1
65 62 86 87
7 N\ 7
88 68 70
(b) Jo helyre illeszti be az 1] elemet: 1 pont
o7 ol
65 62 86 87
\ 7

7/
88 68 70 \@

Kideriil, hogy felfele mozgatja az elemet (akar azért, mert lerajzolja lépésenként vagy jeloli a cseréket

vagy leirja, hogy mi torténik): 1 pont
57 51
v AN
65 86 87
7 N\
88 68 70 62
» \
/M 51
7~ N
65 57 86 87
\ \
88 68 70 62
Jo kupac a végén: 2 pont
MINTOR-nél a 62-t felviszi a gyokérbe: 1 pont
/ = \
55 51
65 57 86 87
7 N\ 7/

38 68 70



Kideriil, hogy lefelé, a kisebb gyerek helyére mozgatja az elemet (akar azért, mert lerajzolja lépésen-
ként vagy jeloli a cseréket vagy leirja, hogy mi torténik): 1+1 pont

/ o1 \
55 62
65 57 86 87
7 N\ 7/
88 68 70
Jo kupac a végén: 1 pont
. Adott két binaris keres6fa. Az egyik a csupa kiilonb6z6 aq, ..., a, elemeket tarolja és a magassaga

20241ogn. A masik a csupa kiilonbo6z6 by, ..., b, elemeket tarolja és magassaga n/2024. Tudjuk,
hogy minden a; kisebb minden b;-nél. Adjon olyan O(logn) lépésszamu algoritmust, ami elGallit egy
olyan binéris keres6fat, ami éppen az osszes a;-t és b;-t tarolja.

Megoldas: Megkeressiik az elsé fa maximalis elemét és toroljiik az elsg fabol. Tegyiik fel, hogy ez

épp a,. 2 pont
Ez O(logn) lépés, mert ennek a fanak a magassaga 2024 logn € O(logn). 1 pont
Az 4j fa gyokere legyen a,,. 2 pont
A bal részfaja legyen az els6 fa maradéka (a, torlése utan). A jobb részfaja legyen a masodik fa.

2 pont
Igy a gyokeérre teljesiil a kereséfa tulajdonsag a, vélasztasa miatt. A tébbi pontra eddig is teljesiilt.

2 pont
Az 4j mutatok beallitasa konstans sok 1épés 1 pont
2. Megoldas: Megkeressiik az els¢ fa maximaélis elemét. Tegyiik fel, hogy ez épp a,. 2 pont
Ez O(logn) lépés, mert ennek a fanak a magassaga 2024 logn € O(logn). 1 pont
a,-nek nem lehet jobb gyereke, mert maximalis elem (ez volt eladason). 2 pont
A masodik fa gyokere legyen az a, jobb gyereke. 2 pont
gy a,-re is teljesiil a kereséfa tulajdonsag a, valasztasa miatt és ezért a, Gseire is. A t6bbi pontra
eddig is teljesiilt. 2 pont
Az 1j mutatok bedllitdsa konstans sok 1épés 1 pont

. Szirja be a kovetkezd piros-fekete faba a 2-t.
(A O csucs fekete, a O pedig piros. )

A megolddsban ldtszddjanak a beszirds egyes 1€sz-
lépései, de indokolni nem kell.

Megoldas: Elgszor beszirjuk naiv modon a 2-t és az 1j elemet pirosra szinezi:

2+1 pont



Az 3-as csucs piros, testvére fekete, ezért atszinezni nem lehet. Mivel az 3 és 2 azonos oldali gyerek,
forgatni kell, hogy az 3 feljebb keriiljon:

4 pont
Atszinezés:

3 pont
Ha nincs magyardzat, hogy mikor melyik [épést haszndljuk, de jol vannak végrehajtva a miuveletek,
akkor is jar a teljes pontszdm.
A fenti pontok csak akkor jarnak, ha az algoritmus haszndlatdval késziltek el a fdk. De ha az utolso
fa jol fel van rajzolva, akkor azért 1 pont jdr.

. Az alabbi, 11 méret hash tablaba nyilt cimzéssel, kvadratikus probaval szurja be a 25, majd a 14
szamot a h(x) = z (mod 11) hash fiiggvénnyel. (A * jel a torolt elem helyét jelzi.) A megolddsban
latszodjon milyen sorrendben vizsgdljuk meg a kilonbozd celldkat.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(] [57]47[37] | [40] [20]* |
Megoldas: A proba sorozat: 0,1, —1,4,—4,9,-9,... 3 pont
25 =3 (mod 11), sorban a 3,4,2,7,10 cellakat probaljuk. 2 pont
A t0rolt jel helyére be lehet szirni 1j elemet. 1 pont
A 10. cellaba tessziik. 1 pont

14 =3 (mod 11), sorban a 3,4,2,7,10, 1 celldkat probaljuk. 2 pont
Az 1. cellaba tessziik. 1 pont

0 1 2 3 4 56 7 8 9 10
| * |14 |57[47[37] | [40] [20]25]

Ha a proba sorozatként: 0,—1,1,—4,4,—9,9,...-et haszndlja, akkor ezért -1 pont
de helyes szamolds utdan a tobbi pont jdr.

Ha valamilyen kvadratikus probara emlékeztetd probasorozat haszndl a megoldds, de nem a megfelelét,
akkor az elsd 3 pont nem jdr, de a tobbit meg lehet adni.

Linedris probdval vald beszirdsért, ha minden stimmel. 2 pont



5. Szomszédossagi matrixaval adott egy irdnyitatlan graf. Bizonyitsa be, hogy a kovetkezd probléma
NP-ben van: Van-e a graf minden u és v pontja kozott Hamilton-ut? (A Hamilton-it két végpontja
kézott lehet él, attol még Hamilton-itnak szdmit.)

Megoldas: Azt kell belatni, hogy a probléma N P-beli, azaz van rovid, gyorsan ellenérizhetd tani

a probléma ,igen” inputjaira. 1 pont
Jo tani lesz ha minden u, v pontparra megadunk egy Hamilton-utat. 2 pont
Egy Hamilton-utat a cstcsok sorszamainak sorozataval lehet megadni, ami plogp € O(n), ahol p a
pontok szama. (Elég azt irni, hogy O(n).) 1 pont
A pontpérok szama O(p?) C O(n), tehat a tani mérete O(n?). 2 pont
Az ellenérzés soran meg kell nézni:

e Minden ut Hamilton-ut? 1 pont

e Minden pontpér szerepel, mint valamelyik Hamilton-ut két végpontja? 1 pont

Egy Hamilton-ut ellendérzése elvégezhets O(n) 1épésben (ez volt el6adason), minden ut ellendrzése
O(n?) lépésben.

1 pont
Egy adott pontparra végignézve a teljes tanit, megnézhetjiik, hogy a pontpar szerepel-e végpontként,
ez O(n?). Az osszes parra pedig O(p*n?) C O(n3). Az ellendrzés osszideje O(n?) + O(n3) C O(n?),
ami polinomidlis. 1 pont
A lépésszamokra barmilyen helyes korldt elfogadhato, nem csak a fentiek. Van ezeknél jobb is, de
gyengébb is megfeleld, ha polinomidlis.

6. P-ben van vagy NP-teljes az alabbi NP-beli eldontési feladat? (Azt a tényt fel szabad haszndlni, hogy
ez a feladat NP-ben van.)

Input: G irdnyitatlan graf szomszédossagi matrixaval, k, ¢ egész szamok (tizes szamrendszerbeli
alakjukkal).

Keérdés: Igaz-e, hogy G-ben van egy k és egy ¢ méretii klikk (teljes részgraf), melyeknek nincs kézos
csucsuk?

Megoldas: Nevezziik a fenti problémat KETKLIKK probléménak.

Ha a KETKLIKK probléma NP-beli és visszavezethetd ra egy NP-teljes probléma, akkor KETKLIKK
is NP-teljes. Az Iszonyu Hasznos Tétel miatt ez mar bizonyitja az NP-teljességet. Az NP-beliséget
nem kell most bizonyitani a feladat szerint. (Ha ezek nincsenek igy leirva, de aztdin ennek megfelelden

folytatodik a bizonyitds, akkor is jar ez a pont.) 1 pont
Megadunk egy MAXKLIKK < KETKLIKK Karp-redukciot. 2 pont
A redukei6 soran egy (G, k) parhoz azt a (G, k', ¢') harmast rendeljiik, amiben k' = ¢/ = k és G'-t
ugy kapjuk G-bd6l, hogy felvesziink G' mellé egy még egy példanyban G-t. 2 pont
(G' k', 1) el6allitasa gyors, mert a masik G hozzavétele O(n)-ben megvan. 1 pont
Ha G-ben van k-as klikk ponthalmaz, akkor G' mindkét példanyaban van egy k-as klikk és ezeknek
nincs kozos pontja. Azaz G'-ben van diszjunkt k’-s és ¢'-s klikk. 2 pont
Ha G’-ben van diszjunkt k’-s és ¢'-s klikk, akkor a k-as klikk G egyik példanyaban kell, hogy legyen
(mindegy, hogy a masik klikk hol van), tehat G-ben van k-as klikk. 2 pont
Ha nem dll dssze a bizonyitds, de megjelenik a MAXKLIKK, ennek NP-teljessége és valamiféle kap-
csolat, akkor lehet adni max 3 pont

7. A World Of SZIT szamitogépes jatéknak n = 27 (q egész) szintje van. (A szintek szdmozéséat 0-
val kezdjiik.) A jaték soran az i-edik szinten p[i] pontot lehet szerezni. A pontokat a kovetkezd
adatstrukturaban taroljuk: Egy teljes binaris fa leveleit balrél jobbra szdmozzuk, az i. levél tarolja



a pli] pontszamot (a balszéls§ a nulladik). Az i sorszamot nem taroljuk a levélben. Egy nem
levél cstcsban levd szam a csucs gyerekeiben levs szamok dsszege. Példaul, ha a p[i] pontok rendre
50, 45,70, 85, 80, 80, 20, 70, akkor igy néz ki a fa:

/500\
250 250
7N N
95 155 160 90
50 45 [70 85] [0 80] [20 70

A SZINT(k) mitvelet eredménye, hogy a jaték hanyadik szintjén lehet elGszor elérni Gsszesitésben
k pontot. A szint sorszimanak binaris alakjat szeretnénk megkapni. Adjon olyan algoritmust a
SZINT (k) miivelet megvalositasara, ami O(logn) lépést hasznal. Példaul, SZINT(100) = 2. (Az
adatstruktira adott, csak a SZINT(k) miveletet kell megvaldsitani.)

Megoldas: Legyen a gyokér x.
Ha k > elem(x), akkor nem lehet k pontot szerezni a jatékban. 1 pont
Hasonlitsuk ossze k-t elem(bal(x))-el. Ha k < elem(bal(z)), akkor balra kell tovabblépni, mert k
pontot a jaték elsd n/2 szintjének valamelyikén lehet megszerezni, hiszen elem(bal(z)) értéke az els6
n/2 szinten megszerezhets 0sszes pontszam. 1 pont
Ha k > elem(bal(z)), akkor jobbra kell lépni, mert k& pontot a jaték masodik n/2 szintjének valame-
lyikén lehet megszerezni.

1 pont
Ha k < elem(bal(z)), akkor a bal(zx) gyokerd részfaban folytatjuk a k keresését rekurzivan. 1 pont
Ha k > elem(bal(x)), akkor a jobb(x) gyokeri részfaban folytatjuk a keresését rekurzivan, de a

k — elem(bal(x)) értékkel, 1 pont
mert ebben a részfaban mar csak az elem(bal(x)) értéken tili pontok szerepelnek. 1 pont
Amikor egy levélhez ériink, akkor megtalaltuk a megfelels levelet. Azt kell meghatarozni, hogy az itt
lévé pont hanyadik szinthez tartozik, azaz hanyadik levél balrol szamitva. 1 pont
A lépések soran minden balra lépésnél feljegyziink egy 0-t, jobbra lépéskor pedig 1-et irunk fel. Az
igy kapott szam a keresett szintszam binaris alakja lesz. 2 pont

Mivel teljes binaris farol van sz6, minden it ¢ = log, n hosszu (ez volt eladason), tehat a lépésszam
O(logn). 1 pont



A munkaids 90 perc. A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL.

Algoritmuselmélet - 2. p6tZH

2024 tavasza

Hivatkozni csak az el6adason tanultakra lehet.

1. Egy (majdnem) teljes binaris fa tomb reprezentacioja 41, 7,26, 15, 13, 24,45, 43, 31,2. Abrazolja ennek
fa alakjat és hajtsa végre az oran tanult kupacépités algoritmust rajta. (Minden lépés utin adja meg
az aktudlis dllapotot, de indokolni nem kell.)

Megoldas:

Jo fa.

Jo lépések eddig.

/

9
7 26
7~ N\
15 24 45
43 31
7 26
15/ \2 24 45
RN /7
43 31 13
41
?@\
15 2 45
\ Ve
43 31 13
/41\
2 24
yd 7~ N\
15 \7 26 45
PIEN 7
43 31 13
41/®\/24\
15 N 26 45
PIEN
43 31 13

A 41-nek le kell szivarogni.

2 pont

1 pont

3 pont

2 pont



2\
7 24
7~ N\
15 41 26 45
VRN
43 31 13
yd 7~ N\
15 26 45
PIREN
43 31

Jo cserék, mindig a kisebb kertil feljebb. 2 pont

. Az alabbi binaris kereséfaba

(a) Szarja be sorban a 10,4, 6,5 szdimokat az 6ran tanult modszerrel.

(b) Ezutan torolje ki a 7-et, majd pedig a 72-t az 6ran tanult modszerrel..
Minden lépés utan adja meg az aktudlis dllapotot, de indokolni nem kell.

7\

72
12
\
27
Megoldas:
O O (D (D
®» ®» @ ®» @ (@)
° Ooa Cog
s —»WE . WO o WO L OWE
Jo faépités. 5 pont
(&) (&)
(W ®» @ (@)
e @
Torol(7): — o @ @ — @ @
A 7 j6 torlése. 3 pont
Ha a 6 helyett a 10-et teszi a gydkérbe, akkor -1 pont
Torol(72): —
A 72 j6 torlése. 2 pont

. Mekkora lehet egy olyan piros-fekete fa magassiga, amiben 7 elemet tarolunk? Adja meg az Osszes
lehetséges értéket.



Megoldas: A magassag a gyokértdl a levélig vezetd titon az élek szama.

Nem kell levonni, ha mds magassdg definicioval szamol.

A magassag legalabb 3, hiszen 2 magassagu faban nem fér el, csak 3 elem. 2 pont
3 lehet is. 1 pont

4 is lehet. 1 pont
Indoklas vagy példa a 4 magassagura. 2 pont
4
2 5
1 3

4-nél tobb nem lehet, mert akkor a leghosszabb dgon legalabb 5 él kellene legyen, emiatt pedig (mivel
a levél és a gyokér is fekete, legfeljebb 2 piros csiics lehet rajta (2. és 4. vagy 2. és 5. vagy 3. és
5.), tehat kell legyen legalabb 341 (3 belsd cstics, plusz 1 levél) fekete cstics. Azaz, mivel a fekete-
magassag minden irdnyba ugyanannyi, barmely agon kell legyen 3-+1 fekete csiics, ez pedig azt jelenti,
hogy legalabb 7 fekete elem van a fa belsejében. Ez pedig ellentmondés, hiszen akkor nem lehet pi-
ros cstics mér, ha 7 elemet tarolunk, hisz mind fekete. Tehat 4-nél tobb nem lehet a magassig. 4 pont

. A kezdetben iires M = 8 meéretii hashtablaba a h(z) = 5z (mod M) hash-fiiggvény és a h'(z) = (z
(mod 3)) + 1 mésodlagos hash-fiiggvény segitségével az adott sorrendben szirja be a 3,2,4,11,5,1
elemeket. Abrazolja az egyes beszurasok menetét is!

Megoldas: Kettés hashelésnél a probasorozat: h; = —i - h/'(K). 2 pont
Ha nem ezzel a probasorozattal szdmol, de valami hasonloval, akkor -1 pont
Ha nem a h(z) = 5z (mod M) hash figguényt haszndlja. -1 pont
A 3,2,4,1 esetén a hash-fliggvény altal adott cella iires, ezek j6 beszirasa. 3 pont
11 esetén a 7,4, 1 cellakat probaljuk, 3 pont
az 5 esetén pedig az 1,6 cellakat. 2 pont

01 2 3 4 5 6 7 01 2 3 4 5 6 7

11]2 4 3 11]2 411153

L e LN

. Bizonyitsa be, hogy ha egy X eldéntési probléméarol be tudnank latni, hogy X € NP, de X ¢P, akkor
MAXFUGGETLEN ¢ P is teljesiilne.

Megoldas: Tegyiik fel indirekt, hogy MAXFUGGETLEN € P 1 pont
Tudjuk, hogy MAXFUGGETLEN NP-teljes. 1 pont
Ha egy NP-teljes P-ben van, akkor P=NP, ez volt el6adason (vagy indoklas). 2 pont

Ezért, ha MAXFUGGETLEN P-ben van, akkor ebbdl kévetkezik, hogy P=NP. 4 pont



Innen ellentmondas, mert igy X €P is teljesiilne. 2 pont

. Egy céges vacsoran a részvevok kozott vannak olyanok, akik nem kedvelnek néhany masik résztvevot.
A nem kedvelés” kolcsonos. Adottak az egymast nem kedvel§ parok.

P-ben van vagy NP-teljes az alabbi NP-beli eldontési feladat? (Azt a tényt fel szabad haszndlni, hogy
ez a feladat NP-ben van.)

Input: Az egyméast nem kedvel§ parok listaja.

Kérdés: Le lehet-e {iltetni a résztveviket 2 egyforma méretd kor alaki asztal koré tigy, hogy ne iiljon
egymas mellett két olyan résztvevs, aki nem kedveli egymast?

Megoldas: Nevezziik a fenti problémat ASZTAL probléméanak.

Ha az ASZTAL probléma NP-beli és visszavezethets ra egy NP-teljes probléma, akkor ASZTAL is NP-
teljes. Az Iszonya Hasznos Tétel miatt ez mér bizonyitja az NP-teljességet. Az NP-beliséget nem
kell most bizonyitani a feladat szerint. (Ha ezek nincsenek igy leirva, de aztin ennek megfelelden
folytatodik a bizonyitds, akkor is jdr ez a pont.) 1 pont
Megadunk egy H < AszTAL Karp-redukciot. 1 pont
A redukcio soran egy G grafhoz el6szor azt a G grafot rendeljiik, amiben G'-t tgy kapjuk G-bdél, hogy
a G grafbol, vesziink két diszjunkt példanyt, majd az igy kapott grafnak vessziik a komplementerét.

Ezutan G’ élei legyenek az egymést nem kedvels parok listéja. 2 pont
Ennek elgallitasa gyors, mert a masik G hozzavétele O(n)-ben megvan és az éllista is gyorsan elGal-
lithato (akar matrixszal, akar éllistaval van adva G). 1 pont
Ha G-ben van Hamilton-kor, akkor G pontjainak van egy felsorolasa, amiben a szomszédosak kozott
sehol nincs él. Ebbdl kapunk megfelel§ iiltetést mindkét asztalhoz. 2 pont
Ha G’-ben van megfeleld iiltetés, akkor ez G’-ben két olyan kort ad, amik G két példanyaban egy-egy
Hamilton-kort ad, tehat G-ben van Hamilton-kor. 3 pont
Ha nem dll dssze a bizonyitds, de leforditja a feladatot grdafelméleti nyelvre, megjelenik a H probléma,
ennek NP-teljessége és valamiféle kapcsolat, akkor lehet adni mazx 4 pont

. Trja fel a HATIZSAK feladat optimalizacios valtozatat egészértékd programozasi feladatként.

Megoldas: Legyen a HATIZSAK inputja: Sq,...,Sm; V1, ..., Un;b 1 pont
Maximalizalni akarjuk a bepakolt targyak osszértékét. 1 pont
Az x; valtozo legyen 1, ha az i-edik targyat bepakoltuk, és 0 kiilénben. 2 pont
Az egyenl6tlenségek: > s,z < b 3 pont
Minden 0 < z; <1 és x; egész. 1 pont

Célfiiggvény: max ) .-, v;x; 2 pont



