Algoritmuselmélet - Zarthelyi
2023. aprilis 20.

A munkaid6 90 perc. A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL.
Hivatkozni csak az eldadason tanultakra lehet.

. Alkalmas ¢ konstans és ng kiiszobérték megaddsdval lassa be, hogy f(n) € O(g(n)) teljesiil az aldbbi
fliggvényekre.

1
f(n) =2023n? -logn — 27 -v/n g(n)zm.nun.bgn

. Egy reklamkampanyban n kiilonféle médon tudunk embereket elérni. Ismert, hogy az egész kampanyra
legfeljebb M petakot tudunk kolteni és a szdéba jové mddszerek mindegyikérdl tudjuk, hogy mennyibe keriil
a megvaldsitasa (az i. moddszer esetén ez p; petdk) és ismert az is, hogy melyik médszerrel hany embert
tudunk elérni (e; embert az i. mddszerrel). Tegytik fel, hogy a kiilonb6z6 mddszerekkel elérheté emberek
halmaza paronként diszjunkt, azaz nincsen olyan ember, akit két mddszerrel is el tudunk érni. Hogyan lehet
meghatdrozni az M, p1,p2,...,pn és €1,€3,. .., e, pozitiv egész szdmok ismeretében O(Mn) lépésben, hogy
legfeljebb hany embert tudunk elérni legfeljebb M petdk felhasznédlasaval?

. Az aldbbi grafban DFS-t (mélységi bejarast) futtat-

tunk dgy, hogy az els6 harom bejart csics A, B, F' A
ebben a sorrendben.
(a) Milyen sorrendben jartuk be a tobbi csicsot?
(b) Hatédrozza meg a graf Osszes csicsara az ehhez a “i:' E
futdashoz tartozé befejezési szamot.
C

. Adott egy n-szer n-es tabldzat, amelynek minden mez6jében egy pozitiv egész szam all, a szdmok kozott
lehetnek egyformék. Ebben a tabldzatban egy tetszéleges x szdmot tartalmazé mezérol egy vele kozos
oldallal rendelkez8, (x + 1)-et tartalmazé masik mezére szabad lépni. Adjon O(n?) 1épésszamii algoritmust,
ami megadja a leghosszabb (legtobb 1épésbél 4ll6) szabélyos ut hosszat a téblazatban.

. Dijkstra algoritmusat futtatjuk egy iranyitott H A ‘ B ‘ C ‘ E ‘ F ‘ G H
grafon, ahol minden élsuly pozitiv, az alabbi tablazat 0 lool9 0] 2 |5
az D[] tomb véltozdsat mutatja a futds kozben. 0 ool 5 2 3
(a) Lehetséges-e, hogy van él az F' cstucsbdl a B 018 415 2 [3
csucsba? Ha lehetséges, akkor mi lehet ezen él sulya? 017 1415 213
(b) Lehetséges-e, hogy van él a B csicsbdl az F 016 T2 15 [2 3

csucsba? Ha lehetséges, akkor mi lehet ezen él silya?

. Matrixdval adott egy orszig uthélézatdnak irdnyitatlan, élsilyozott gréfja: a csicsok a vérosok (n véaros
van), az élek a varosok kozotti kozvetlen utak, az élek silya pedig az tutszakasz megtételéhez sziikséges
varhaté idotartam. Az tutszakaszoknak csak egy része ingyenes, az egy masik métrixban adott, hogy mely
szakaszokért kell fizetni.

Az A varosbdl szeretnénk eljutni a B védrosba és arra vagyunk kivancsiak, hogy tovabb tart-e az Ut és
ha igen, mennyivel, ha csak ingyenes szakaszokat haszndlunk. Melyik tanult algoritmus (esetleg t6bbszori)
alkalmazdsaval és hogyan lehet O(n?) 1épésben megoldani ezt a feladatot?

. Adott egy pozitiv egész szdmokbdl &ll6 ay, as, ..., a, szémsorozat. Ebben egy a;, < a;, < ... < a;, monoton
novo részsorozat (i; < ip < ... < i) értéke a;, - aj, - ... a;, + a;, , azaz Osszeszorozzuk a részsorozatban
szerepld Osszes szamot és hozzdadjuk az utolsé értékét. Adjon O(n?) 1épésszami dinamikus programozast
haszndlé algoritmust a legnagyobb értékii monoton névo részsorozat értékének megkeresésére.

(Példdul a 2,5,1,3,10,7,9 sorozatban a 2,5,7,9 a legjobb részsorozat, ennek értéke 2-5-7-9 + 9 = 639.)



Algoritmuselmélet - Pétzarthelyi
2023. majus 11.

A munkaidé 100 perc. A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL.

Hivatkozni csak az eloadason tanultakra lehet.

. Alkalmas ¢ konstans és ng kiiszobérték megaddsaval ldssa be, hogy 37n?logn + 17\/n + 7 € O(n?)
vagy pedig bizonyitsa be, hogy ez nem igaz.

. Adott egy n csicsi kor, melynek minden pontjaba egy n-nél kisebb pozitiv egész szam van irva.
Ha egy csticsba a d érték van irva, akkor ebbdl a cstcsbdl egyetlen ugrassal vagy balra vagy jobbra
lehet 1épni, pontosan d csiccsal arrébb. Adott a korben egy A és egy B cstucs és azt szeretnénk
meghatarozni, hogy el lehet-e jutni A-bdl kiindulva B-be és ha igen, akkor legkevesebb hany ugréssal.
Adjon erre a feladatra O(n) 1épésszamu algoritmust.

. Egy nyolc csticsu egyszerii, irdnyitalan G grafban DFS-t (mélységi bejarast) futtatunk és ekdzben
az alabbi éleket vélasztjuk be a DFS-faba ebben a sorrendben: ab, be, ac, cd, dg, dh,cf. Mennyi a c
csucs G-beli fokszamanak lehetséges legkisebb értéke és mennyi a lehetséges legnagyobb értéke?

. Szomszédossagi matrixaval adott egy élsilyozott, n csicsu egyszert, iranyitott graf, amiben nincsen
irdnyitott kor. A graf néhdny csicséra egy-egy tabla éridsi csokolddé van rdrakva. Adjon O(n?)
lépésszamu algoritmust, ami a graf minden cstcsara meghatarozza, hogy milyen messze van a csicstol
a legkozelebbi csokolddé (egy csokolddé tavolsaga a legrovidebb oda vezetd it hosszaval egyezik meg).

. Dijsktra-algoritmussal hatarozza meg az alabbi
grafban az A pontbdl az 0Osszes tobbi pontba
meno legrovidebb utak hosszat az x pozitiv valds

B
paraméter fliggvényében. Indokolni nem kell, de 3 1
latszodjon, hogy lépésenként hogyan valtozik a
D] ] tomb és a KESZ halmaz. 4 5
\

E

. Métrixdval adott egy orszdg uthdlézatdnak irdnyitatlan, élstulyozott gréfja: a csiicsok a vérosok (n
varos van), az élek a varosok kozotti kozvetlen utak, az élek silya pedig az ttszakasz megtételéhez
sziikséges varhaté idotartam. Adott az orszdgban néhany varos, ahol van mentéallomas és sze-
retnénk eldonteni, hogy igaz-e, hogy az orszdg barmely varosa elérhet6 legalabb egy mentéallomasrol
legfeljebb M perc alatt. Melyik tanult algoritmus alkalmazédsival és hogyan lehet O(n?) l1épésben
megoldani ezt a feladatot?

. Egy n x n méretii tablazat mezdin lépkediink a bal fels6 sarokbdl a jobb alsé sarokba gy, hogy egy
lépésben a tablazatban vagy lefelé vagy jobbra egyet lépiink. A tabldzat néhdany mezoje veszélyes
(ismerjiik, hogy melyek ezek) és az a szabély, hogy az it sordn legfeljebb egy veszélyes mez6t
érinthetiink. A tdblazat minden celldjaban egy egész szam &ll és egy ut értéke az tuton taldlhato
szamok Osszege.

Adjon O(n?) 1épésszamu dinamikus programozdst hasznalé eljardst, ami meghatdrozza, hogy mekkora
a legnagyobb értékii, a fenti szabdlyokat betarto it értéke.
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A munkaido6 90 perc. A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL.
Hivatkozni csak az eloadason tanultakra lehet.

1. Egy kupac tombos reprezentaciéja 3, 5, y, x, 12, 10, 100, 7, 16, 21.
(a) Rajzolja fel a kupacot binéris fa alakban. (Itt indokolni nem kell.)
(b) Egy MINTOR végrehajtdsa utéan a gyokérbe y keriil. Rajzolja fel ezt a MINTOR uténi kupacot
is bindris fa alakban. (Itt sem kell indokolni.)
(c) Hatérozza meg = és y Osszes lehetséges értékét, ha tudjuk, hogy a tarolt elemek mind kiilénb6z6
egész szémok (és az eredeti kupacon végrehajtott MINTOR utdn y van a gyokérben). (Itt viszont
mar kell indokolni.)

2. Egy binaris keres6faban, melyben csupa kiilonboz6 egész szamot tarolunk, a 11-es szam keresése
soran a 3,17, 8, z, 11 kulcsokat latjuk ebben a sorrendben. Adja meg z Osszes lehetséges értékét.

3. Egy kezdetben iires, 11 méreti hash tablaba nyilt cimzéssel, linearis prébaval szurtunk be hét
kiilonboz6 egész szamot, a h(z) = x (mod 11) hash fiiggvénnyel. A beszirdsok utdn egy szamot
kitoroltink a tdbldbol, a torolt elem helyét * jelzi, az eljards végén az aldbbi tablat kaptuk:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L[ 43 ] Je[8[*[9[20] |

(a) Hogyan zajlik a 19 keresése ebben a tédblaban? Mely celldkat vizsgaljuk meg a keresés soran?
(b) Mi lehetett a torolt szam értéke, ha tudjuk, hogy 20-nal kisebb pozitiv egész szam volt?

4. Egy nagyvarosban jelenleg egyaltalan nincsenek bicikliutak, de a varosvezetés szeretné elérni, hogy
néhany ut kiilso savjaban biciklisdavok keriiljenek felfestésre az it mindkét oldalan, azaz a bicikliutak
mindkét iranyba hasznalhatéak lesznek. Ez csak gy lehetséges, hogy ezen utak mentén néhany, de
legalabb egy parkoléhely megsziinik. A varos vezetése szeretné igy megtervezni a bicikliutakat, hogy
a fotérrdl a varos minden csomépontjaba el lehessen jutni biciklititon, de ehhez a lehet6 legkevesebb
parkoldhelyet kelljen megsziintetni (tartva az autésok haragjatol). Szomszédossagi matrixaval adott
a véaros uthalézatanak Osszefiiggd, élsilyozott, irdnyitatlan gréafja: a cstcsok a csomépontok (a fétér
a T jelli csomépontban van), az élek a csomdépontok kozotti kozvetlen utak, az élek silya pedig azt
mutatja, hogy mennyi parkolohely szlinik meg, ha ezen a szakaszon biciklitut késziil.

Adjon O(n?) 1épésszdmu algoritmust erre a feladatra (a szokdsos mdédon n a csomépontok szamat
jeloli).

5. A 42-KOR problémaban azt kell eldénteni egy egyszeri, irdnyitatlan G grafrél, hogy G csticsait le
lehet-e fedni pontosan 42 darab paronként pontdiszjunkt korrel (azaz semelyik két kdrnek nincsen
k6zos pontja). Lassa be, hogy ez a probléma NP-ben van.

6. Léssa be, hogy a 42-KOR probléma NP-teljes. (Az felhasznalhat6 az el6z6 feladatbdl, hogy NP-beli.)

7. Didkok pontszamait szeretnénk nyilvantartani egy tobbfordulés verseny soran, a didkok Neptun-
koéddal vannak azonositva. Tervezzen adatszerkezetet, amiben a kovetkezé miiveleteket kell tudni
elvégezni:

BESZUR_DIAK(x): beilleszt az adatszerkezetbe egy 1j, # Neptun-kédd didkot 0 ponttal
PONT,NOVELES(X,y): az x Neptun-koédu didk pontjait y-nal noveli

HANY,PONT(X): megadja, hogy az x Neptun-kodu didknak hany pontja van

KI_A_LEGJOBB: visszaadja az 6sszes olyan didk Neptun-kdédjat, akinek a pontszama a legmagasabb

A KI_A_LEGJOBB miivelet 1épésszama O(k) legyen, ahol k a legtobb ponttal rendelkezé didkok
szdma, a tObbi miivelet 1épésszama O(logn) legyen, ahol n a résztvevé didkok szdma.
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A munkaido6 90 perc. A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL.
Hivatkozni csak az eloadason tanultakra lehet.

. (a) Egy kezdetben tires bindris keres6fdba a tanult eljarassal beszurjuk a 3,2,1,8,5,7,6 szdamokat.
Rajzolja fel a fat minden egyes 1épés utan.

(b) Kiegészitve a fat a szdmokat nem tarold levelekkel ki lehet-e szinezni az (a) pontban kapott fa
csucsait ugy, hogy piros-fekete fat kapjunk?

. Egy 2-3 faban a 2,5,8,10,12, 14, 15,19, 21 szamokat taroljuk, a faban minden nem-levél csicsnak
hérom gyereke van.

(a) Rajzolja fel ezt a fét, beleértve a belsé csicsokban taldlhaté ttjelz6 értékeket is. Itt indokolni
nem kell.

(b) Szurja be ebbe a faba 11-et a tanult eljardssal. Indokolni itt sem kell, de latszodjanak a beszuras
részlépései.

. Adott két tomb, mindegyikben n darab kiilonb6z6 egész szdmot tarolunk. Adjon O(nlogn) 1épésszami
algoritmust, ami eldonti, hogy van-e legalabb 7 olyan elem, ami mindkét tombben benne van.

. Tervezzen adatstrukturat kiillonbozo egész szamok tarolasara gy, hogy az alabbi miiveletek 1épésszama
O(logn) legyen, ha n elemet tarolunk:

BESZUR(i): az i szamot beszirjuk

MELYIK(K): megmondja, hogy a tarolt elemek kozott a nagysag szerinti novekvé rendezésben
melyik elem a K-adik

. Az aldbbi grafban (ahol x értéke nem feltételeniil B
egész szam) Prim algoritmusat futtattuk az A
csticsbdl és ekdzben az @ silyd él nem keriilt be L7 N2d
a minimalis feszitéfaba. A C
(a) Melyik éleket vilasztotta be a Prim algo- 9 3 9
ritmus és milyen sorrendben? Indoklasképpen
roviden irja le a Prim algoritmus altalanos 1épését E 37 D

(maximum 1-2 mondatban).
(b) Mi lehet x értéke és miért?

. Lassa be, hogy az alabbi eldontési feladat coNP-ben van:

Input: sq,s9,...,s, pozitiv egész szamok
Kérdés: Igaz-e, hogy {s1,s2,...,S,} barmely két kiilonboz6 részhalmazdra mas a részhalmazban
levé szamok Osszege?

. Tekintsiik az aldbbi eldontési problémat: Adott egy iranyitatlan, osszefiiggé G graf, melynek paros
sok cstcsa van, a csucsok fele pirosra, a masik fele kékre vannak szinezve. Azt szeretnénk eldonteni,
hogy van-e G-ben olyan Hamilton-kor, ami egy piros és egy kék ivbol all, azaz a Hamilton-kor mentén
haladva a piros és a kék csticsok egy-egy utat alkotnak.

Lassa be, hogy ez a probléma NP-teljes.



