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Karp-redukcio
Mikor nem Iényegesen nehezebb egy Y probléma egy X problémanal?
— Ha Y felhasznalasaval meg lehet oldani X-et is.
— X visszavezethetd a Y problémara.
Definicio
Legyen X és Y két elddntési probléma. Az X Karp-redukcidja
(polinomialis visszavezetése) az Y problémara egy olyan polinom
idében szamolhatd f fliiggvény, amely X minden lehetséges
bemenetéhez hozzarendeli Y egy lehetséges bemenetét ugy, hogy
xeX&sflx)eV.
Jelélés: X < Y ha X-nek van Karp-redukcioja Y -re.

Ha tehat van algoritmusunk Y eldéntésére — x € X-re kiszamitjuk
f(x)-et eldontjik f(x) € Y? = tudjuk, hogy x € X igaz-e +/

Ha tudnank, hogy X nehéz és tudjuk, hogy X < Y

— Y is nehéz lenne

Ha Y kénny( lenne, és X nem lényegesen nehezebb nala, akkor X is
kOnnyd.
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Iranyitott Hamilton-kor probléma

IH < H. \

Bizonyitas.

G = (V, E) egy iranyitott graf — G' = (V', E’) iranyitatlan graf

hogy G' gyorsan megépithetd és

G-ben 3 iranyitott Hamilton-kér — G'-ben 3 iranyitatlan Hamilton-kér.
Vi = {Vbea Vi, Vii | V € VT,

E' = {(Vbe, Vi), (Vs, Vi) | v € V} U {(Uki, Vbe) | U — v € E}.

y K Upe Usx  Ukj Upe Ux Uki

v(G)=n,e(G)=e = v(G)=3n,¢e(G)=2n+e = (n+ e)°
/epesben megkaphato.

v

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 12. el6adas 3/22

Bizonyitas.
G-beli F iranyitott Hamilton-kérének — G’ egy F’ Hamilton-kére

P anra
U v Upe Ux Uk; Ube Ux Uk

Az Fegy u— véle — az F'-ben az u, — uxj — Vpe — Vi Ut

— GelH = G eH

Ha G'-ben van egy F’ C E’ Hamilton-kér — egy u.-bél indulva egy
uy; felé lépjiunk elészor

— csak U, — Uxj — Vpe — Vi alaku lehet utana — stb. — Ha

G’ € H akkor G € IH. O
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A Karp-redukcié tulajdonsagai

1. HaX <Y ésY e P, akkor X € P.

Ha X <Y és Y € NP akkor X € NP.

Ha X <Y, akkor X <Y

Ha X <Y és Y € coNP, akkor X € coNP.

Ha X <Y ésY € NP N coNP, akkor X € NP N coNP.
HaX <YeésY <Z,akkor X < Z.

o 0k WD

Bizonyitas.

Legyen f az X Karp-redukcidja Y -re, ahol f ¢1n* idében széamolhato.
x egy bemenet, melyrél szeretnénk eldénteni, hogy x € X teljeslil-e,
n az x hossza.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 12. el6adas 5/22

Bizonyitas.

1.: Kiszamitjuk f(x)-et = idbigénye < cin = |f(x)| < ¢yn*

Y felismeré algoritmusaval c,|f(x)| idében eldéntjik, hogy f(x) € Y
igaz-e

— id6igénye < cx(cin*)

x€ X & f(x)e Y = dsszid6 O(n") ./

2.: Az f(x) € Y tény egy t tanuja jo x € X tanujanak is, és az Y-hoz
tartozd T tanusito algoritmus egy kis modositassal jo lesz az X
tanusito algoritmusanak is

7' az (x, t) bemenetre el6szo6r kiszamitja f(x)-et, majd az (f(x), t)
parra alkalmazza T -t.

Ha az eredmény |GEN, akkor legyen T' eredménye is |GEN, kilénben
pedig NEM.

1] < F(x)|° = |t] < O(n°)

T' lépésszéma, ha T lépésszama O(m'): O(n*) + O((n*°)') = O(n*”)
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Bizonyitas.

3.: Mint 1., hiszen x bemenetre x ¢ X < f(x) € Y.

4.. — 2.,3.

5. <—=2.4.

6.: Legyen f az X < Y fliggvénye, ami O(x*) id6ben szamolhat6

és gaz Y < Z fuggvénye, ami O(x') id6ben szamolhato.

Az X < Z fuggvénye g(f(x)) lesz, ami O((x*)") = O(x*') id6ben
szamolhato. ]
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NP-teljes problémak

Definicio

Az X eldéntési probléma NP-nehéz, ha tetszéleges (azaz minden)
X' € NP probléma esetén létezik X' < X Karp-redukcio.
Az X eldbntési probléma NP-teljes, ha X € NP és X NP-nehéz.

Egy NP-teljes probléma tehat legalabb olyan nehéz, mint barmely mas
NP-beli probléma.

Ha egy ilyen problémardl kidertine, hogy P-beli (coNP-beli), akkor
ugyanez igaz lenne minden NP-beli problémara.

Van-e NP-teljes probléma?
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Boole-formulak

Definicio

Az f:.{0,1}" — {0,1} fuggvényeket n-valtozés Boole-fliggvényeknek
vagy Boole-formulaknak hivjuk.

Minden Boole-fliiggvény felirhato az x4, . .., X, Boole-valtozok, az
N, V, = logikai miiveletek és zarojelek segitsegevel.

Pl. Boole-formula:
= (x1 VX2V x5)A((—X3 VX2V (X6 A X1)) A =(X5 V Xg))
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Boole-formulak

Definicio

Egy Boole-formula kielégithet6, ha lehet ugy értékeket adni a
valtozonak, hogy a fliggvény értéke 1 legyen.

Pl. ®(x1,Xx2) = (X1 V X2) A (—=Xx1 V —X2) kielégithetd, mert ha x; = 1 és
x> = 0, akkor ®(xq,x2) =1
De pl. (x4 A =xq) nyilvdn nem kielégithetd.
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Cook—Levin-tétel

Van-e NP-teljes probléma?

Definicio

SAT probléma:
Bemenet: ® Boole-fomula
Kerdeés: Kielégithet6-e ¢ ?

Tétel (S. A. Cook, L. Levin, 1971)

A SAT probléma NP-teljes.

Bizonyitas elég bonyolult.
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Tovabbi NP-teljes feladatok

Ha az X problema NP-teljes, Y € NP és X < Y, akkor Y is NP-teljes.

Bizonyitas.

Lattuk, hogy a Karp-redukcié tranzitiv.
— Ha X < Y és Z < X teljesll VZ € NP-teljes problémara
— Z < Y teljeslll VZ € NP-teljes problémara o

Nem kell mar minden NP-beli problémat az Y-re redukalni; elég ezt
megtenni egyetlen NP-teljes X problémaval.
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A 3-SZIN probléma

A 3SZiN probléma NP-teljes. l

Bizonyitas.

Mar lattuk, hogy € NP, belathato, hogy SAT < 3SziN.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 12. eléadas 13/22

Maximalis méretl fuggetlen pontrendszer grafokban

MAXFTLEN
Bemenet: G gréf, k € Z+
Kérdés: Van-e G-nek k elem( fliggetlen csucshalmaza®?

A MAXFTLN nyelv NP-teljes. \

MAXFTLEN € NP: tanu egy k-elemii S C V(Q) flggetlen
csucshalmaz. ./
Megadunk egy 3SZiN < MAXFTLEN Karp-redukciot, G — (G, |V(G)|)

G € 3sziN & (G, |V(G)|) € MAXFTLEN
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Blzonyltas

[V(G)| =3|V(G)] és
[E(G)| = 3|V(G)| + 3|E(G)I,
legyen k = [V(G)|.

Ha G szmezheto 3 szmnel — G’ is =

a piros pontok halmaza G'-ben fliggetlen és |V(G)| van belélik. /
Ha G'-ben van |V(G)| fuggetlen = legyen egy pont szine olyan,
hogy melyik G()-ben van. ./ O

o
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Maximalis méretl klikk

MAXKLIKK
Bemenet: G gréf, k € Z+
Kérdés: Van-e G-ben k pontu teljes részgraf (k-klikk)?

A MAXKLIKK nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

MAXKLIKK € NP: tant egy k-elem( S C V(G) teljes részgraf. ./
Megadunk egy MAXFTLEN < MAXKLIKK Karp-redukciot:
f(G, k) = (G, k) (fuggetlen ponthalmaz a komplementerben teljes

graf) / O

v
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Részgraf izomorfia problema

RESZGAFIZO
Bemenet: G, H grafok
Kérdés: Van-e G-ben H-val izomorf részgaf?

A RESZGAFIZO nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

RESZGAFIZO € NP: tanu egy részgaf és annak izomorfigja H-val ./
Megadunk egy MAXKLIKK < RESZGAFIZO Karp-redukciot:
f(G, k)= (G,Kk) / O

Ha X NP-nehéz és Y altalanositasa X-nek, akkor Y is NP-nehéz.
— RESZGAFIZO sepcialis esete a MAXKLIKK-nek — NP-teljes.
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Hamilton-kor probléma

A H nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

Mar lattuk, hogy H € NP ./
Belathato, hogy SAT < H (bonyolult)
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Hamilton-ut probléma

Az H-UT nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

H-UT € NP, mert egy Hamilton-Gt tant /
Belatjuk, hogy H < H-UT

G

=

—
: ;C)

G-ben akkor és csak akkor van Hamilton-koér, ha f(G)-ben van

Hamilton-ut. O
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A Hatizsak feladat

Hatizsak feladat:

Adottak targyak sq,...,sm > 0 sulyai, ezek vyq,..., vy > 0 értékei,
valamint a b megengedett maximalis 6sszsuly.

Tegyuk fel, hogy az s;, v;, b szamok egészek.

A feladat az, hogy talaljunk egy olyan I C {1, .., m} részhalmazt,
melyre ) ,,s; < b, és ugyanakkor > ,;_, v; a lehetd legnagyobb.
—

HAT

Bemenet: s1,...,8m; Vq...,Vm; b; k

Kérdés: Van-eolyan/C {1,...,m} melyre } ,_;s; < b
HAT € NP

VegyUk azt a specialis esetet, amikor s; = v;és b=k —
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A Részhalmaz 6sszeg probléma

RH
Bemenet: (sy,...,Sm; b)
Kérdés: Van-e olyan I C {1,...,m} melyre } ,_,s; = b?
Az RH nyelv NP-teljes. \

Bizonyitas.

RH E€NP /
Belathatd, hogy SAT < RH

Specidlis eset = Particio feladat: ahola b= %> s

PARTICIO
Bemenet: (sq,...,8m)
Kérdés: Van-e olyan I C {1,..., m} melyre
_15m
DiclSi =2 2.i=15i7

A Particio probléma

A PARTICIO probléma NP-teljes.

Bizonyitas.

PARTICIO € NP/

Belatjuk, hogy RH < PARTICIO (RH altalanosabb!)

Vegylk az RH egy x = (S1, ..., Sm; b) inputjat.

— Feltehetd, hogy b < s=>",s;.
f(x)=(s1,...,8Sm;s+1—-b,b+1).

A szamok dsszege 2s + 2, az utolso két szam nem lehet egy particid
ugyanazon osztalyaban, mert az 6sszeguk tul nagy: s+ 2 > %(25 +2).

RH-nak van megoldasa< a megoldashoz vegylik hozz4 (s + 1 — b)-t
< PARTICIO-nak van megoldasa ]

v
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