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LESZAMLALASI ES EXTREMALIS PROBLEMAK AZ ARITMETIKAI
KOMBINATORIKABAN 1

Bevezeto

A kombinatorika teriiletén szamos extremalis probléma valt népszerd kér-
déssé az elmilt par évtizedben. Ezen problémék jo része bar konnyen meg-
fogalmazhat6, roppant nehéznek bizonyult, példaul szamos Ramsey-tipusi
probléma is ilyen. A Ramsey-tétel allitasa szerint minden c és k szamra léte-
zik olyan véges n, melyre, ha kiszinezziik K, (azaz n csucsu teljes graf) éleit
¢ szinnel, biztosan talalunk legalabb egy egyszini K} részgrafot. Habar ezt a
tételt alapképzésen is tanitjak (s6t, egyes kozépiskolakban is), a pontos hatar
maig ismeretlen mar olyan kis értékekre is, mint £ =5 és ¢ = 2.

Egy szorosan kapcsol6do eredmény — ha grafok helyett egész szamokat szi-
neziink — van der Waerden tétele [52]. Ez azt éllitja, hogy barhogy szinezziik
ki a pozitiv egész szamokat véges sok szin felhasznaldsaval, mindig talalha-
t6 kozottiik tetszoleges (véges) hosszu egyszini szamtani sorozat. Habar ez
mar 1927 6ta ismert, a kvantitativ valtozata maig nyitott: a legjobb alsé és
fels6 becslések a pontos hatarokra altalaban nagyon tavol vannak egymas-
tol. Ezen feliil az altalanos esetben csak csillagaszati 1éptéki fels§ becslések
ismeretesek.

Egy masik gyakran vizsgalt kérdéskor a leszamlélasi problémak kore. Ezen
kérdések soran célunk, hogy meghatarozzuk egy halmaz bizonyos tulajdonsé-
gokkal rendelkez6 részhalmazainak szamat. [lyen problémak kozott is szamos
nehezet talalunk, akar méar kis esetekre is. Példaul megszamolni egy graf adott
tulajdonsagu részgrafjait mar annyira nehéz, hogy azt is NP-teljes eldonteni,
hogy egy adott grafnak egyéltalan van-e legaldbb egy Hamilton-kore [33].

Komoly matematikai bizonyitédsok soran szamitogépes segitséget elGszor
a Neégyszin-tétel igazolasara hasznaltak 1976-ban. (Azaz annak igazolasahoz,
hogy tetsz6leges sikbarajzolhato graf csicsai kiszinezhetGek négy szin felhasz-
nalasaval.) Akkoriban ezt sokan lenézGen kezelték és kritizaltak, mondvan,
hogy ez nem egy ,igazi” bizonyités, ha nem lehet (belathat6 idén beliil) kéz-
zel ellendrizni [47]. Azota a szamitogépes segitség igénybevétele bevett szokas



lett, mind computer algebra rendszerek terén, mind esetek szisztematikus vé-
gignézésére és més egyéb alkalmazéasokhoz is.

Konkrét példaként szamos extremalis eredményt is jelentds szamitogépes
segitséggel értek el. A szamtani sorozatot nem tartalmazo halmazok esetén
nem csak a kis esetek esetén pontos valaszok, de az aszimptotikusan legjobb
konstrukciokat is szamitogépes segitséggel talaltak.

Ezen disszertacioban vizsgalunk leszamlélasi és extremdlis problémékat
is. A bizonyitasainkban egy kozos elem a szamitogépes segitség hasznélata.

A disszertacio felépitése a tézisek szerint

A disszertacio bevezetés utani els§ harom fejezete az tgy nevezett primi-
t7v halmazokkal, és ezek altalanositasaval kapcsolatos problémakkal foglal-
kozik. Egész szdmok egy halmazat akkor neveziink primitivnek, ha nincs két
eleme, amik koziil egyik osztja a masikat. A tovabbiak soran jeldlje [n] az
{1,2,3,...,n} halmazt.

2. Fejezet

A fejezet f6bb eredményei a folyoiratcikkiinkén [2]| alapulnak. Néhany ered-
mény szerepelt mar a korabbi konferenciacikkiinkben|1] is.

Az [n] halmaz primitiv részhalmazainak szaméaval elgszor Cameron és Er-
dés [15] foglalkozott 1938-ban. Jeldljiikk g(n)-nel [n] halmaz primitiv részhal-
mazainak szamat. Erddsék belattak, hogy elég nagy n értékekre 1,55967" <
g(n) < 1,6" igaz, s sejtették, hogy a g(n)'/™ kifejezés hatarértéke létezik.
Habar 2018-ban Angelo [7] belatta ezt a sejtést, nem tudott az ismerteknél
jobb becsléseket adni a hatarértékre. A 2. fejezetben egy, az 6vétsl kiillonbozs
bizonyitast adunk a sejtésre, megmutatva, hogy az [n] primitiv halmazainak
szama (8 + o(1))" alkalmas f-ra. Ezen felill adunk egy algoritmust, ami —
elméletben tetszGlegesen — kozeliteni tudja 8 ~ 1.57 értékét.

Egy ehhez kapcsolodé probléma meghatérozni a [2n| halmaz mazimdlis
meéretd primitiv részhalmazainak szamat. Ezt a valtozatot Bishnoi vetette fel
az ,On a famous pigeonhole problem” [13] cimii blogbejegyzésében. Megjegy-
zendd, hogy [2n] egy maximalis mérett primitiv halmaza pontosan n méreti.
Ugyanis, ha [2n] elemeit n csoportba osztjuk a legnagyobb paratlan osztojuk
szerint, akkor egy primitiv halmaz minden csoportbol csak legfeljebb egy-egy
elemet tartalmazhat. Masrészrdl pedig példaul az {n + 1,...,2n} halmaz n
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elemt és primitiv. Jelolje f(n) a [2n] halmaz n elemd primitiv részhalmazai-
nak szaméat. Vijay [51] belatta, hogy elég nagy n-re 1,303" < f(n) < 1,408"
teljesiil, ellenben nyitott kérdés maradt, hogy az f(n)'/™ hatarérték létezik-e.
A 2. fejezetben a kérdést megvalaszoljuk: megmutatjuk, hogy f(n)'/" valoban
tart egy a szdmhoz, mely koriilbelil 1,318. Egy algoritmust is adunk, ami
képes «a értékét tetszélegesen megkozeliteni. Gyakorlati szempontbol (ren-
delkezésre allo szamitasi kapacitas és futéasi id6 alatt) kiszamitottuk, hogy
1,3183 < a < 1,31843 és 1,571068 < [ < 1,574445. Utanunk még ugyan-
abban az évben McNew [36] egyéb modszerekkel javitott kicsit a numerikus
alsé becsléseinken, ellenben a fels6 becsléseinken nem tudtak javitani.
A 2. fejezet f6bb eredményei a kdvetkezs tézisek:

2.1. Tétel (Liu, Pach, Palincza [2|). A [2n] halmaz n elemd primitiv
részhalmazainak szama f(n) = (o + o(1))". Ezen feliil, tetszdleges € > 0 ér-
tékhez létezik olyan N (), hogy a approximélhaté 14¢ mértékd multiplikativ
hibaval N (e) lépés alatt.

Numerikus eredmények. Az algoritmusunk alsé (=~ 1,3184) és felss (=
1,3183) becslést ad a-ra, melyek aranya 1,0001 alatti.

A {6 6tlet ezen eredmények eléréséhez az volt, hogy szamoljuk meg, hany-
féle modon vélaszthatunk antilancokat kiilonb6z6é méretd oszthatosagi hé-
l6kbol. A numerikus eredmények szamitogépes segitséggel jottek ki, tigyes
algoritmustervezési triikkoket is hasznélva a szamitasok felgyorsitasara. Az
algoritmusok elméleti hattere a 2.2. alfejezetben olvashato. Az algoritmus
tervezésének részleteit bévebben a 2.5. alfejezetben fejtjiik ki.

Numerikus eredmények. Az algoritmusunk moédosithato gy, hogy koze-
litse a g(n)"/™ hatarértéket is, olyan felsé (= 1,5745) és alsé (= 1,571) becs-
léseket ad [ értékére, melyek aranya kisebb, mint 1,0022.

Ezen eredmények eléréséhez érdekes megfigyelésekre volt sziikség kétdi-
menzios halokrol, f6leg arrél, hogy hogyan szamoljunk meg nem maximalis
méretd részhalmazokat.

3. Fejezet

A 3. fejezet is egy kozos cikkiinkon [3] alapul. A fejezet témaja egy elbbiekhez
kapcsolodo témakor: a A-primitiv halmazok.



Azt mondjuk, hogy egy A C N halmaz h-primitiv, ha nincsenek olyan
kilénboz6 ag, aq, . .., ap € A elemei, amikre ag osztja az aqas . . . a szorzatot.
Egy S halmaz h-primitiv részhalmazainak halmazat jeloljiik Pp(.5)-sel.

A h-primitiv halmazokat elészor Erdds [25] vizsgalta még 1938-ban (,, P,
tulajdonsagn halmazok™ként hivatkozik rajuk), cikkében az [n| halmaz ma-
ximalis méretd 2-primitiv részhalmazaival foglalkozott. A 3. fejezetben a h-
primitiv halmazok leszamlalasaval foglalkozunk. Megjegyezziik, hogy a h = 1
eset éppen a primitiv halmazok esete, amit az eléz6 fejezetben vizsgaltunk,
azonban a h > 1 eset mas modszereket igényel. A fejezetben igazoljuk, hogy
az [n]] halmaz 2-primitiv részhalmazainak széma T'(n) - e®(**/logm) ahol
T(n) ~ (3,517...)"™ . Ezen feliil h > 2 esetén a h-primitiv részhalmazok
szama T'(n) - eV™(1+e()  Erdekesség, hogy a kitevében a 6 tag mellett a
hibatag is pontos konstans szorzo erejéig.

A felss becslést (mind a h = 2, mind a h > 2 esetben) h-adrendd mul-
tiplikativ bazisok segitségével kaptuk meg. Egy B C Z* halmaz akkor alkot
h-adrendd multiplikativ bdzist az S halmazban, ha S minden s € S elemét ki
tudjuk fejezni h darab B-beli elem szorzataként. Példaul B akkor h-adrendt
multiplikativ béazisa [n]-nek, ha [n] C B", azaz minden n-nél nem nagyobb
pozitiv egész kifejezhetd, mint h darab (nem feltétlen kiilonb6z8) B-beli elem
szorzata. A f6 otletiink az volt, hogy egy adott (h-adrendi) multiplikativ B
bazisra és adott h-primitiv A halmazra mindig létezik egy ¢ : A — B injek-
tiv leképezés gy, hogy tetszdleges p(a) = b esetén b | a teljesiil. Meg tudjuk
hatarozni, hogy mely elemek képz6dnek primekre, és mely elemek képz&dnek
B-beli nem-prim elemekre (amik kevesen vannak). A lehetséges leképezéseket
megszamlalva kapjuk a fels6 becslést a h-primitiv halmazok széméara. A h-
primitiv halmazok és multiplikativ bazisok méretét és kapcsolatat részletesen
targyalja [40] cikk.

Legyen Hp(n) az [n] halmaz h-primitiv részhalmazainak szama, tovabba
T'(n) legyen az alabbi fiiggvény:

T)= [[ (/e +1).

Vvn<p<n,
p prim

A f6bb tézisek a 3. fejezetben az alabbiak:

3.1. Tétel (Pach, Palincza [3]). Léteznek olyan ¢; és c3 pozitiv konstansok,
hogy az [n] halmaz 2-primitiv részhalmazainak szamara teljestil az alabbi:

T(n) - ec1n®/?/logn < Hy(n) <T(n)- gcxn®/?/logn
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ha n elég nagy.
Ezzel analog allitas igazolunk h > 3 esetén is:

3.2. Tétel (Pach, Palincza [3]). Legyen h > 3 tetszSleges egész. Elég
nagy n esetén az [n| halmaz h-primitiv részhalmazainak szamara teljesiil a
kovetkezd:

T(TL) . 6\/776—11\/510%10%”/1082” < Hh(n) < T(TL) . 6ﬁ64\/ﬁloglogn/logn‘

4. Fejezet

Ez a fejezet egy konferenciacikkemen [5] alapul.

A fejezet a korabbi fejezetekb6l megismert h-primitiv halmazokkal és mul-
tiplikativ bazisokkal foglalkozik, azonban leszamlaléasuk helyett a felismerésiik
— szamitaselméleti értelemben vett — bonyolultsagéaval.

Adott h értékre annak eldontése, hogy egy halmaz h-primitiv-e, illet-
ve, hogy (h-adrendti) multiplikativ bazis-e, megtehets polinomialis idGben,
az Osszes megfelel§ részhalmaz naiv végignézésével. Ezzel szemben, ha a h
értéke is a bemenet részét képzi, megmutatjuk, hogy a h-primitivség eldontése
coNP-teljes feladat, tovabba, hogy egy B halmaz h-adrendd multiplikativ
bazisa-e egy bemenetként megadott S halmaznak, pedig NP-teljes probléma.

A f6bb téziseim a 4. fejezetben az alabbiak:

Megjegyzés. Annak kérdése, hogy adott h-ra egy halmaz h-primitiv-e, el-
dénthets O(h - nt1) aritmetikai miivelettel, ahol n a halmaz mérete.

Habar egy adott h-ra ez polinomidlis az input méretében, az altaldnos
esetrdl az deriil ki, hogy az bonyolult:

4.1. Tétel (Palincza [5]). A kovetkezs eldontési probléma coNP-teljes:
JAdottak aq, ..., ax és h pozitiv egészek; dontsiik el, hogy az {aj,as,. .., ax}
halmaz h-primitiv-e.”

A tétel bizonyitasidhoz a coNP-beliségének megmutatasa mellett a Mini-
malis lefogo ponthalmaz problémat vezetjiik vissza ezen probléma komple-
mentére. A visszavezetés altalanos bemutatasa utan egy konkrét példan is
szemléltetjiik.

A multiplikativ bazisok esetében az alabbiakat mutatjuk meg:



Megjegyzés. Vegyiik azt a kérdést, hogy egy halmaz h-adrendd multipli-
kativ bazis-e az [n| alaphalmazban (ahol h is lehet az input része). Ezt meg
lehet valaszolni O(nh|B|) id6ében. Errdl az deriil ki, hogy polinomialis a be-
menet méretében, mivel, ha a bemenet egy multiplikativ bazis, akkor nem
lehet tal kicsi n és h méretéhez képest.

Ezzel szemben, ha tetszéleges alaphalmaz esetén vizsgaljuk a kérdést (nem
csak [n]-ben), a kovetkez eredményt kapjuk:

4.2. Tétel (Palincza [5]). Ha h is a bemenet része és tetszéleges alaphal-
mazt tekintiink (nem csak [n] alaktiakat), annak eldontése, hogy egy halmaz
h-adrendd multiplikativ bazis-e, NP-teljes probléméava valik. Megjegyzendd,
hogy méar akkor is NP-teljes a probléma, ha az alaphalmazunk 1 elemt (ami
annak eldontése, hogy egy adott szam elGall-e legfeljebb h béaziselem szorza-
taként).

A bemutatott bizonyitas alapdtlete az X3C (pontos fedés 3 méreti hal-
mazokkal) probléma visszavezetése a vizsgalt problémara.

5. Fejezet

Ezen fejezet is egy folyoiratcikkiinkon [4] alapul.

Az el6z6 fejezetekben bizonyos multiplikativ tiltott strukturat elkeriils
halmazokkal foglalkoztunk, példaul azt irtuk els, hogy a halmaz elemei ne
osszak egymast. Ezzel szemben az 5. fejezetben bizonyos additiv tiltott struk-
tarakat vizsgalunk, elsGsorban azt, amikor a halmazunk nem tartalmaz adott
hossztsagu szdmtani sorozatot.

Egy maésik kiilonbség a korabbi fejezetekhez képest, hogy ahelyett, hogy
leszamlalnank a megfelel§ halmazokat, itt azt vizsgaljunk, hogy mekkora le-
het a maximalis méretiik.

Az elmult id6ben nagy érdeklédés 6vezte a Z1', := (Z/(mZ))™ csoportok-
ban maximalis méretd szamtanisorozat-mentes halmazok méretének becslé-
sét, kivaltképp az m = 3 és m = 4 esetében. Jelolje ri(Z7) a Z7, csoport
maximalis méretd olyan részhalmazanak méretét, ami nem tartalmaz k elem-
bél all6 szamtani sorozatot. A tovabbiakban, ha k elemi szamtani sorozatra
hivatkozunk, ez alatt mindig nem elfajulot értiink, ahol mind a k tag kiilon-
b6z6. Megjegyezziik, hogy az m = 3,4,5 esetben a ,nincs 3 elemi szadmtani
sorozat” és a ,nincs hdrom pont egy egyenesen” allitasok ekvivalensek, az
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utobbi feltételnek eleget tevd halmazokat a véges geometridban ,cap’nek
nevezik.
Az alabbiak ismertek [18,22-24,31,50] a k = 3 és m € {3,4} esetekben:

2,218021..." < r3(Z%) < 2,755..." /\/n,

3" /vn < r3(Zy) < 3,61...",

és altalaban is, barmely p > 3 primhez van J, > 0 konstans ugy, hogy a
kovetkezd becslés teljesiil:

r3(ZZ) <(p—dp)"

(Megjegyezziik, hogy az r3(Z}) also becslése csak elég nagy n-ekre érvényes,
ellenben a fels§ becslések minden n-re.) Pontosabban, a modszert erre az
esetre alkalmazva [14] azt kapjuk, hogy

r3(Zy) < (J(p)p)",

ahol
1 1—¢

T0) = i Ty 507 M

Mivel J(p) monoton csokkend és J(3) < 0,9184, ezért ebbdl kovetkezik, hogy
minden m > 3 esetén: (Isd. pl. [14] és [42]):

r3(Zr) < (0,9184m)". (2)

A fejezetben féleg a 1 (Z§) esettel foglalkozunk. A csoport méretéhez ké-
pest exponencialisan kicsi fels§ becslést adunk 74 (Zg )-re. Tovabba vizsgaljuk
a problémat alacsony dimenzidkra, pontos valaszt adunk n = 2-re és nem-
trivialis also és fels6 becsléseket n = 3 esetén. Az utébbiakat IP solverek
segitségével kaptuk, a fejezet arrdl szol, hogyan hasznaltuk kreativan ezeket
az eszkozoket, hogy élesebb eredményeket érjiink el.

A fejezet f6bb tézisei az alabbiak:

Kis esetekben par konkrét érték meghatérozasa és becslése:

5.1. Tétel (Pach, Palincza [4]). Olyan halmazok esetén, amelyek nem tar-
talmaznak 6 hosszu szamtani sorozatot, a kdvetkezs korlatok igazak alacsony
dimenzi6 esetén:

r6(Zg) =5, 16(Zg) =25, 117 < re(Z3) < 124.



Az re(Z3) < 124 becslés kiilondsen érdekes az aldbbi észrevétel miatt.
Megjegyzés. Habar az
r(Z") = ri(Zy,) - 12y,

egyenlStlenség fennéll minden k,a,b pozitiv egész és minden m primszam
esetén a szorzat-konstrukeié alapjan, itt (mivel a 6 nem prim) nem csak,
hogy a szorzat-konstrukcié nem mitkédik, hanem rg(Z3) < re(Z32) - r6(Z}).

Nagy n értékekre a kovetkezs aszimptotikus eredményeket kaptuk:

5.2. Tétel (Pach, Palincza [4]). Olyan halmazok esetén, amelyekben nincs
6 hosszt szamtani sorozat, a kdvetkezsk igazak:

4,436" < 2"r5(Z1) < re(Z2) < 5,709,
feltéve, hogy n elég nagy.
Ezen feliil adunk r3(Z%) értékétdl fiiggs aszimptotikus felsé becslést is:

5.4. Tétel (Pach, Palincza [4]). Olyan halmazokra, amelyek nem tartal-
maznak 6 hosszi szamtani sorozatot, teljesiil az alabbi egyenl&tlenség:

Tg (Zg) S 2n+1\/ 3”7”3(23)
Rovidebb szamtani sorozatok esetén alacsony dimenzios esetben az alab-
biakat kaptuk:

Megjegyzés. Olyan halmazokra, amelyekben nincs 4, illetve 5 hossza szam-
tani sorozat: r4(Z3) > 81, and r5(Z3) > 82.

Ez utébbi megjegyzésben érdekes, hogy jobb korlatokat kaptunk tigyes
konstrukcidokkal, mint ha csak naivan futtattuk volna az IP solvereket.

Alkalmazasok

Ez a disszertécio elsGsorban elméleti eredményekkel foglalkozik, amik 6nma-
gukban is érdekesek. Tovabbi motivacioként néhany nem szigortian matema-
tikai alkalmazésat is vazoljuk a témaknak.
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A SET jaték

Az extremalis eredményeknek egy érdekes valoéletbeli alkalmazasa a SET ne-
vii kartyajatékhoz [19] kapesolodik. A jaték kiilonbozs kartyakbol all, mind-
nek négy-négy tulajdonsaga van. Minden kartyan talalhato egy, ketté vagy
hérom szimboélum, harom szin egyikében, harom kiilénb6z6 forma, illetve hé-
rom kiilénbo6z6 telitettség egyikében. Minden szin-darabszam-forma-telitett-
ség kombinacié pontosan egy kartyan fordul el§ a pakliban, tehat Osszesen
3% = 81 kartyabol all a pakli. A jaték soran néhany kartyat osztunk képpel
felfele az asztal kozepére, s a jaték célja, hogy SET-eket talaljunk benne.
Egy SET héarom olyan kartya oOsszessége, amik minden tulajdonsagukban
vagy egyformék, vagy paronként kiilonbozéek. Amikor egy jatékos talal egy
SET-et, elveszi az asztalrol, és 3 1j kartyat oszt a paklibol. A jaték célja
altalaban az, hogy tobb SET-et gytjtsiink, mint barmely ellenfeliink.

Egy érdekes kérdés annak meghatarozasa, hogy legalabb hany kartyat
kell osztanunk, hogy garantaltan létezzen SET a kiosztott kartyak kozott.
A jaték azt ajanlja, hogy osszunk 12 kartyat, s ha senki nem talalt SET-et
belathato idén beliil, osszunk még 3 darabot. Megfigyelhetjiik, hogy a jaték-
ban egy SET megtalaladsa ekvivalens azzal a feladattal, mintha egyeneseket
keresnénk a Zj affin stkon. Ez pedig azzal is egyenértéki, mintha 3 hosszt
szamtani sorozatokat keresnénk Zj-ben. Ennélfogva annak a kérdésnek az el-
dontése, hogy hany kartyat tudunk kirakni tgy, hogy ne legyen koztiik SET,
ugyanaz, mint 73(Z3) meghatérozasa — aminek értéke 20. (Ez az eredmény
mér korabban is ismert volt, mi f6leg IP solverek ¢sszehasonlitasara hasznél-
tuk, Isd. 5.4. alfejezet)

Az el6bbi probléma altalanositasa tobb tulajdonsagra rs(Z%) becslésének
kérdéséhez vezet, egészen 2016-ig ismeretlen volt, hogy a pontos érték ex-
ponencialisan kisebb-e a pakli méreténél (3") vagy nem, tehat (3 — o(1))"
méretd. Ekkor jott az attorés a témaban, Croot-Lev—Pach és Ellenberg—
Gijswijt [18,23] cikkekben kidolgozott modszer, illetve eredmény szerint ex-
ponencialisan kisebb 3"-nél. Ennek ellenére még mindig téavol van egymastol
a legjobb ismert also és felsé korlat, de az als6 korlat varhatéan javulni fog
jobb konstrukciok felfedezésével.

Titokmegosztas

A h-primitiv halmazok egy lehetséges alkalmazasa egy titokmegosztési proto-
koll naiv modellje. Vegyiink egy céget (pl. titkosiigynokség), aminek vannak
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tigynokei és véllalati titkai, ez utobbiakat kiillonb6z6 primszamoknak feleltet-
jik meg. Minden iigynok ismeri ezen titkok egy részhalmazat. Ezt az alabbi
modon reprezentaljuk: minden igynokhoz hozzarendeliink egy egész szamot:
az altala ismert titkok (reprezentalé primszamainak) szorzatat. Az egyszert-
ség kedvéért feltehetjiik, hogy a primfelbontést is tudjak, nem csak a szamot.

A cég szeretné, hogy egyik iigynokét se lehessen teljes mértékben ,he-
lyettesiteni” egyetlen masik iigynokkel sem, tehat semelyik ligynok titkainak
halmaza se legyen részhalmaza egy mésik ligynok titkainak. Ez a kvetelmény
pont azt jelenti, hogy az igynckokhoz rendelt szamok egy primitiv halmazt
alkotnak.

Ha a céglink azt is szeretné, hogy ezen feliil h darab Gsszebeszéls tigynok
se tudjon helyettesiteni egyetlenegy masik {igynokot sem, akkor pontosan a
h-primitivséget kell megkovetelniink a halmazrol.

Ehhez hasonlé titokmegosztasi protokollokat alkalmaznak is a gyakorlat-
ban, ha szeretnék egy szamitogépes rendszertdl, hogy hibat(iré (nem mindent
csak egy helyen tarolnak), de egyuttal biztonsagos is legyen (egy halézati cso-
mopont feltorésével ne lehessen az Gsszes informéciohoz hozzajutni).



LESZAMLALASI ES EXTREMALIS PROBLEMAK AZ ARITMETIKAI
KOMBINATORIKABAN 11

Publikacios lista

Kapcsol6od6 Publikaciok

[1] H. Liu, P. P. Pach, R. Palincza: The number of mazimum primitive sets of integers
(Conference version), Proceedings of the 11th Hungarian-Japanese Symposium on Disc-
rete Mathematics and Its Applications, (2019), 348-352.

[2] H. Liu, P. P. Pach, R. Palincza: The number of mazimum primitive sets of integers,
Combinatorics, Probability and Computing 30 (5), (2021), 781-795.

[3] P.P. Pach, R. Palincza: The counting version of a problem of Erdds, European Journal
of Combinatorics 90, (2020), 103187.

[4] P. P. Pach, R. Palincza: Sets Avoiding Six-Term Arithmetic Progressions in Z% are
Ezxponentially Small, STAM J. Discret. Math. 36, (2020), 1135-1142.

[5] R. Palincza: The computational complexity of recognizing some number theoretic
properties, Conference on Developments in Computer Science, (2021), 31-34.

Egyéb Publikacio

[6] P. Bir6, T. Fleiner, R. Palincza: Designing Chess Pairing Mechanisms, Proceedings of
the 10th Japanese-Hungarian Symposium on Discrete Mathematics and Its Applica-
tions, (2017), 77-86.



12 HIvATKOZASOK

Hivatkozasok

[7] R. Angelo: A Cameron and Erdds conjecture on counting primitive sets, Integers 18
(2018), A25, 4pp.

[8] J. Balogh, H. Liu, S. Petfickova, M. Sharifzadeh: The typical structure of mazimal
triangle-free graphs, Forum of Mathematics, Sigma 3, (2015), 19pp.

[9] J. Balogh, H. Liu, M. Sharifzadeh, A. Treglown: The number of mazimal sum-free
subsets of integers, Proc. Amer. Math. Soc. 143, (2015), 4713-4721.

[10] J. Balogh, H. Liu, M. Sharifzadeh: The number of subsets of integers with no k-term
arithmetic progression, Int. Math. Res. Not. 20, (2017), 6168-6186.

[11] J. Balogh, H. Liu, M. Sharifzadeh, A. Treglown: Sharp bound on the number of ma-
ximal sum-free subsets of integers, J. Euro. Math. Soc. 20 (8), (2018), 1885-1911.

[12] J. Balogh, R. Morris, W. Samotij: Independent sets in hypergraphs, J. Amer. Math.
Soc. 28, (2015), 669-709.

[13] A. Bishnoi: https://anuragbishnoi.wordpress.com/2017/11/02/
on-a-famous-pigeonhole-problem.

[14] J. Blasiak, T. Church, H. Cohn, J. Grochow, E. Naslund, W. Sawin, C. Umans: On cap
sets and the group-theoretic approach to matrixz multiplication, Discrete Anal. Paper
No. 3, (2017), 27pp.

[15] P. J. Cameron, P. Erdds: On the number of sets of integers with various properties,
Number Theory (Banff, AB, 1988), de Gruyter, Berlin, (1990), 61-79.

[16] T. H. Chan: On sets of integers, none of which divides the product of k others, Euro-
pean J. Comb. 32, (2011), 443-447.

[17] T. H. Chan, E. Gy6ri, A. Sarkézy: On a problem of Erdds on integers, none of which
divides the product of k others, European J. Comb. 31, (2010), 260-269.

[18] E. Croot, V. F. Lev, P. P. Pach: Progression-free sets in Z§ are exponentially small,
Ann. of Math. (2) 185, (2017), no. 1, 331-337.

[19] B. L. Davis, D. Maclagan: The card game set, The Mathematical Intelligencer 25,
(2003), 33-40.

[20] D. Dellamonica, Y. Kohayakawa, S. J. Lee, V. Rodl, W. Samotij: On the number of
Bp,-sets, Combinatorics, Probability and Computing 25, (2016), 108-127.



LESZAMLALASI ES EXTREMALIS PROBLEMAK AZ ARITMETIKAI
KOMBINATORIKABAN 13

[21] D. Dellamonica, Y. Kohayakawa, S. J. Lee, V. Rodl, W. Samotij: On the number of
Bp,-sets, Proceedings of the London Mathematical Society 116 (3), (2018), 629-669.

[22] Y. Edel: Extensions of generalized product caps, Des. Codes Cryptography 31, (2004),
5—-14.

[23] J. S. Ellenberg, D. Gijswijt: On large subsets of Fy with no three-term arithmetic
progression, Ann. of Math. (2) 185, (2017) no. 1, 339-343.

[24] C. Elsholtz, P. P. Pach: Caps and progression-free sets in Z,, Des. Codes Cryptogra-
phy (2020) 88, (2020), 2133—-2170.

[25] P. Erdés: On sequences of integers no one of which divides the product of two others
and on some related problems, Tomsk. Gos. Univ. Uchen. Zap 2, (1938), 74-82.

[26] J. Fox, L. M. Lovasz: A tight bound for Green’s arithmetic triangle removal lemma in
vector spaces, Advances 321, (2017), 287-297.

[27] B. Green: The Cameron-Erdds conjecture, Bull. London Math. Soc. 36, (2004), 769
778.

[28] Gurobi Optimization, LLC: Gurobi Optimizer Reference Manual, (2023)
https://www.gurobi.com.

[29] R. Hancock, K. Staden, A. Treglown: Independent sets in hypergraphs and Ramsey
properties of graphs and the integers, STAM J. Discret. Math. 33, (2019), 153-188.

[30] IBM ILOG CPLEX Optimization Studio v. 22.1.1 (2023)
https://www.ibm.com/products/ilog-cplex-optimization-studio

[31] Z. Jiang: Improved explicit upper bounds for the Cap Set Problem, arXiv: 2103.06481.

[32] N. Karmarkar: A new polynomial-time algorithm for linear programming, Combina-

torica 4, (1984), 373-395.

[33] R. Karp: Reducibility among combinatorial problems, Complexity of Computer Comp-
utations, Plenum Press, (1972), 85-103.

[34] Y. Kohayakawa, S. J. Lee, V. Rodl, W. Samotij: The number of Sidon sets and the
maximum size of Sidon sets contained in a sparse random set of integers, Random
Structures & Algorithms 46, (2015), 1-25.

[35] H. Liu, P. P. Pach: The number of multiplicative Sidon sets of integers, Journal of
Combinatorial Theory, Series A 165, (2019), 152-175.

[36] N. McNew: Counting primitive subsets and other statistics of the divisor graph of
{1,2,...n}, European J. Comb. 92, (2021), 103237.

[37] The On-line Encyclopedia of Integer Sequences: https://oeis.org/A174094.
[38] The On-line Encyclopedia of Integer Sequences: https://oeis.org/A051026.

[39] P. P. Pach: Bounds on the size of Progression-Free Sets in Z”,, Uniform Distribution
Theory 17, (2022), 1-10.



14 HIvATKOZASOK

[40] P. P. Pach, Cs. Sandor: Multiplicative bases and an Erdds problem, Combinatorica 38
(5), (2018), 1175-1203.

[41] F. Petrov: Combinatorial results implied by many zero divisors in a group ring, arXiv:

1606.03256.

[42] F. Petrov, C. Pohoata: Improved Bounds for Progression-Free Sets in C¥, Israel J.
Math. 236, (2020), no. 1, 34—363.

[43] C. Pohoata, O. Roche-Newton: Four-term progression free sets with three-term prog-
ressions in all large subsets, Random Struct. Algorithms. 60, (2022), 749-770.

[44] Python PuLP 2.7.0 https://pypi.org/project/PulLP/

[45] A. A. Sapozhenko: The Cameron-Erdds conjecture, (Russian) Dokl. Akad. Nauk. 393,
(2003), 749-752.

[46] D. Saxton, A. Thomason: Hypergraph container, Invent. Math. 201, (2015), 925-992.

[47] A. Soifer: The Four-Color Theorem, The Mathematical Coloring Book. Springer, New
York, NY., (2019), https://doi.org/10.1007/978-0-387-74642-5_21

[48] D. Speyer: https://sbseminar.wordpress.com/2016/07/08/
bounds-for-sum-free-sets-inprime-power-cyclic-groups-three-ways/

[49] T. Tran: On the structure of large sum-free sets of integers, Israel J. Math. 228,
(2018), 249-292.

[50] F. Tyrrell: New lower bounds for cap sets, arXiv: 2209.10045.
[61] S. Vijay: On large primitive subsets of {1,2,...,2n}, arXiv:1804.01740.

[52] B. L. van der Waerden: Beweis einer Baudet’schen Vermutung, Nieuw Arch. Wiskde.
(2) 15, (1928), 212-216.

[63] R. M. Wilson: Non-isomorphic Steiner triple systems, Math. Z. 135, (1974), 303-313.



