Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok
2005. marcius 31.

1. Bizonyitsuk be, hogy ha egy paros grafnak pératlan sok csicsa van, akkor nincs
benne Hamilton-kor!

2. Adjuk meg az Osszes olyan 100 csicsi, egyszert, Osszefliggs grafot, amelybdl barho-
gyan hagyunk el egyetlen csicsot (a ré illeszkedd élekkel egyiitt), a maradék grafban
van Euler-kor!

3. Hatarozzuk meg az abran lathato 4. Legyen (G az a graf, amit egy szaba-
G graf kromatikus szdmat, x(G)-t! lyos 2005-sz6gbdl tgy nyeriink, hogy behtz-

zuk az Osszes (2002 darab) egy adott csics-
b6l indul6 atlojat. Legyen G az a gréf,
amit egy szabélyos 2005-szogbdl tgy nye-
riink, hogy hozzavesziink egy 1j csicsot,
amit a 2005-sz6g minden cstcséaval 6sszeko-
tiink. Dontsiik el a G és a Gy grafrol, hogy
intervallumgréfok-e!

5. Mutassuk meg, hogy x.(G) + v(G) < e + 1 teljestil minden e éli G gréfra, ahol
Xe(G) az élkromatikus szamot, v(G) a grafbeli fiiggetlen élek maximaélis szamét jeloli.

6. Adjunk meg az aldbbi hal6zatban 7. Az alabbi iranyitott grafrol tudjuk, hogy

egy maximalis folyamot S-b&l T-be nincs benne irdnyitott kor, &m a G — A,
és bizonyitsuk be réla, hogy maxi- G — D és G — F élek iranyitésat elfelejtet-
mélis! tiik” berajzolni. Adjuk meg ezeknek az élek-
g (5) A nek az irdnyitasat és mutassuk meg, hogy a
kapott graf valoban nem tartalmaz iranyitott
kort!
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8. Legyen az n cstcsi G 0sszefliggs gratban [ és T két feszitéfa. Bizonyitsuk be, hogy
F' élei megszamozhatok fi-t6l f,,_1-ig és T élei is megszamozhatok t1-t6l ¢, _1-ig tgy,
hogy minden 1 < i < n — 1 esetén (E(F)\ {f;}) U{t;} szintén egy G-beli feszitsfa
élhalmaza legyen!



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Zarthelyi feladatok
2005. majus 5.

1. Hatérozzuk meg az x kétjegyd egész szamot, ha tudjuk, hogy 34x 4+ 5 utolso
két szdmjegye, valamint 17x + 10 utolsé két szamjegye megegyezik.

2. Hatéarozzuk meg az 0sszes olyan n egész szamot, amelyre
5" =3"+8 (mod26)

teljesiil!

3. Tekintsiik azt a szdmtani sorozatot, amelynek els6 tagja 32, differencidja 51.
(A sorozat tagjai tehét: 32,83, 134, ...) Milyen maradékot ad a sorozat elsé 32
tagjanak szorzata 51-gyel osztva?

4. A H halmaz &lljon a 900 sszes pozitiv oszt6jabol. Ertelmezziik H-n a * mi-
veletet tgy, hogy a,b € H esetén a * b meghatéarozasahoz elészor a-t és b-t (ha-
gyoményos értelemben) Osszeszorozzuk, majd az eredmény primtényezds felbon-
tasaban minden prim kitevdjét helyettesitjiik a 3-mal vett osztasi maradékaval.
(Igy példaul 36 * 60 = 10.) Dontsiik el, hogy H csoportot alkot-e a * miiveletre
nézve!

5. Létezik-e a pozitiv valos szamok szorzéssal vett csoportjdnak olyan részcso-
portja, amely

a) izomorf a Dy, diédercsoporttal;

b) izomorf a Cq ciklikus csoporttal (vagyis a 10 elemi ciklikus csoporttal);

c) izomorf az egész szamok Osszeadassal vett csoportjaval?

6. Egy G csoport g elemére teljesiil, hogy o(g) = o(g*) (ahol o(g) a g elem rendjét
jeloli és k pozitiv egész). Mutassuk meg, hogy o(g) és k relativ primek!

7. Egy kisvaros uthélozatara teljesiil, hogy barmely két utcat zarjak le, tovabbra
is el lehet jutni barhonnan barhova. Bizonyitsuk be, hogy a f6térrél a piactérre
el lehet sétalni gy, hogy kozben minden utcan legfoljebb egyszer megytink végig
és az 1t kozben érintett utcak szama 3-mal osztva 0 vagy 1 maradékot ad!

8. A G egyszert, Osszefliggd graf szomszédossagi métrixat jelolje A. Mutassuk
meg, hogy ha A(G) sajatértéke A-nak, akkor G-ben minden pont foka A(G).
(A(G) a G-beli csticsok maximaélis fokszaméat jeldli.)



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Pétzarthelyi feladatok — 2005. méjus 9.

1. a) Van-e az alébbi gratban olyan
Hamilton-kor, ami nem tartalmazza az
{u,v} élt?

b) Van-e az alédbbi grafban olyan
Hamilton-kor, ami nem tartalmazza az

{z,y} élt?
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3. Mutassuk meg, hogy v(G)

e
P —
— AG)+1

2. A tangotancosok taldlkozojan 20 fia és 20
lany vesz részt. Mindenki pontosan 12 embert
ismer az ellenkezs nemtek koziil (az ismeret-
ségek kolcsonosek). A résztvevok a kovetkezot
jatsszak: egy fiu kivalasztja egy lanyismerdsét
és felkéri tangozni; az illeté lany a tanc utan
kivalasztja egy masik fitiismerdsét és felkéri tan-
gozni, stb. A szabdly tehat az, hogy akit legu-
tobb felkértek, az az ellenkezé nemd ismerdései
koziil egy olyat kell felkérjen, akivel (ebben a
jatékban) még nem tangozott. (Akit felkérnek,
az mindig el is fogadja a felkérést.) A tarsa-
sag célja az, hogy végiil mindenki elmondhassa
magarol, hogy a jaték soran minden (ellenkezs
nem) ismerGsével pontosan egyszer tangozott.
Mutassuk meg, hogy ez a cél megvaldsithato!

teljesiil minden e éld G egyszerd grafra, ahol

v(G) fiiggetlen élek maximalis szaméat, A(G) pedig a G-beli maximalis fokszamot jeloli.

4. Legyen G olyan graf, amelyben bizonyos élek iranyitottak, masok irdnyitatlanok. Tegyiik
fel, hogy G-ben nincs csupa irdnyitott élbdl 4ll6 irdnyitott kor. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
G iranyftatlan élei megiranyithatok tgy, hogy a kapott iranyftott grafban tovabbra sincs

iranyitott kor!

5. Hatarozzuk meg az dbran lathaté G
graf kromatikus szaméat, y(G)-t!

6. Adjunk meg az alabbi halézatban egy ma-
ximaélis folyamot S-bél T-be és bizonyitsuk be
réla, hogy maximalis!
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7. A G(A, B; E) paros grafban minden u € A és v € B cstcsokra d(u) > d(v) teljesiil.
Bizonyitsuk be, hogy G-ben létezik A-t lefeds parositas! (d(x) az x pont fokat jeloli.)

8. A G graf cstcsai legyenek a siknak azok a pontjai, amelyeknek mindkét koordinataja
1 és 100 kozotti egész szam és a masodik koordinatédjuk nagyobb az elsénél. (Ugyanez
képletben: V(G) = {(z,y) : 1 <x <y <100}.) Az (z1,y1) cstcsot akkor kossiik Ossze a
t6le kiillonboz6 (x4, y2) csiicesal, ha yp > @9 és yo > 1. Mutassuk meg, hogy G perfekt!



Bevezetés a szamitaselméletbe 11.
Poétzarthelyi feladatok
2005. méjus 19.

1. Hatarozzuk meg az Osszes olyan n egész szamot, amelyre 23n + 1 oszthato
117-tel!

2. Hatéarozzuk meg a
514948

szam utolso két szamjegyét (a tizes szdmrendszerben)!

3. Egy n pozitiv egész szamot akkor neveziink tokéletesnek, ha megegyezik az
onmaganél kisebb, pozitiv oszt6inak osszegével. (Igy példaul 6 = 14+2+3 tokéletes
szam.) Bizonyitsuk be, hogy ha egy p primszamra 27 — 1 is primszam, akkor a
2P~1. (27 — 1) szam tokéletes!

4. A H halmaz elemei legyenek a 3-mal osztva 1 maradékot add egész szamok.
(Azaz: H = {3n+ 1 : n € Z}.) Ertelmezziik H-n a * miiveletet a kivetkezskép-
pen:

axb=a+b+ 2.

(A + jel a szokasos Gsszeadast jeloli.) Mutassuk meg, hogy * valoban mivelet
H-n és dontsiik el, hogy H csoportot alkot-e x-ra nézve!

5. Legyen G csoport és legyen Hg = {g° : ¢ € G} (vagyis Hg a G elemeinek
négyzeteibdl &ll). Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok igazak-e:

a) Ha G (tetsz6leges) Abel-csoport, akkor Hg részcsoport G-ben.

b) Ha egy (tetsz6leges) G csoportban Hg részcesoport, akkor G Abel-csoport.

6. Legyen G = (Q, +) a racionélis szamok halmazan a (szokésos) Gsszeadéssal
vett csoport és legyen Gy = (QT,-) a pozitiv racionalis szaimok halmazan a
(szokasos) szorzéssal vett csoport. Dontsiik el, hogy G izomorf-e Go-vel!

7. Jelolje G azt a grafot, amelyet egy 100 csticsu teljes gratbol gy kapunk, hogy
elhagyjuk egy teljes parositasdnak az éleit. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb k
szamot, amelyre teljesiil, hogy a G graf k-szorosan Osszefiiggd!

8. A G egyszert, paros graf szomszédossagi matrixéat jelolje A. Mutassuk meg,
hogy ha egy A szam sajatértéke A-nak, akkor —\ is sajatértéke A-nak!



