Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok
2003. mércius 27.

1. A G egyszerid grafnak 2k + 1 cstcsa van. Az egyik csics foka k, az Osszes tobbi
csucs foka legaldbb k£ + 1. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van Hamilton-kor!

2. Egy gratban bolyongasnak neveziink egy olyan élsorozatot, amely minden élen
legfeljebb egyszer megy at (de egy ponton tObbszor is dtmehet). Hany élbdl &ll a
lehet6 leghosszabb bolyongés

a) Kg-ben, a 9 csicst teljes grafban; b) Kjg-ben, a 10 csicsu teljes grafban?
3. Hatérozzuk meg az Osszes olyan 10 cstcsu egyszerd G gréafot, amelyre x(G) = 2,
de barhogy huzunk be G-be egy 1j élet (két nemszomszédos csicsa kozé), a kapott G’
grafra x(G') > 2!
4. A G graf csicsai legyenek a 8 x 8-as sakktabla mez&i és két mezs akkor legyen
szomszédos G-ben, ha egy lougrasra vannak egymastol. (A sakkban a 16 egy lépése
abbol all, hogy két mez6t halad fliggsleges, vagy vizszintes irdnyban, utdna még egy
mezGt mozdul az eddigi mozgasirdnyara merdlegesen.)

a) Hatarozzuk meg G kromatikus szamat, x(G)-t!

b) Bizonyitsuk be, hogy G perfekt!

5. A G péros, egyszerd grafban minden pont foka r (r > 2). Osszuk fel G egy tetszdle-
ges élét egy ponttal. Mennyi a keletkezett G’ graf x.(G’) élkromatikus szama? (Az él
ponttal valo felosztasa azt jelenti, hogy az élet kitordljiik a gratbol, majd hozzévesziink
a grathoz egy 1j pontot és Osszekotjiik a kitorolt él két végpontjaval.)

6. A G iranyftott graf csicsai legyenek egy n elemd halmaz 0sszes részhalmazai. Az
A részhalmazbol akkor vezessen egy irdnyitott él a B részhalmazba, ha A C B, de
A # B. Az A-bol B-be vezets élhez rendeljitk hozza az |A| 4+ | B| értéket. Hatarozzuk
meg az igy kapott PERT feladatban a sziikséges id6t és a kritikus tevékenységeket!

7. Hatarozzuk meg az aldbbi grafban a 8. Adjunk meg az aldbbi halézatban egy
fiiggetlen élek maximalis szamat! maximélis folyamot (S-b&l T-be) és bi-
zonyitsuk is be roéla, hogy maximalis!
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Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok
2003. aprilis 30.

1. Hatarozzuk meg 20032°%% utols6 harom szamjegyét!

2. Milyen maradékot adhat egy egész szam 92-vel osztva, ha az 54-szerese 24 maradé-
kot ad 92-vel osztva?

3. Legyen n paratlan egész szam, amely nem oszthaté egyetlen primszam négyzetével
sem. Bizonyitsuk be, hogy n pozitiv osztéinak atlaga egész szam!

4. Legyen H = {a,b,c,d,e, f,g,h} és értelmezziik a H halmazon a * miveletet az
alabbi mtveleti tabla szerint:

x|la b ¢ d e f g h
ald g e a ¢ h b f
blg d h b f e a c
cle h a ¢ d b f g
dla b ¢ d e f g h
elc f d e a g h b
flh e b f g a ¢ d
g|!b a f g h ¢ d e
hif ¢ g h b d e a

N—

(A tablazat szerint tehat példaul axc=e és g* f = c.
a) Bizonyitsuk be, hogy a H halmaz csoportot alkot a * miveletre nézve, ha azt

mar tudjuk, hogy * asszociativ! (Az asszociativitast tehat nem kell ellendrizni. )
b) Ciklikus csoport-e (H, *)?

5. Van-e olyan 20 elemt csoport, amelyben
a) van 5 rend(d elem, de nincs 20 rendd elem;
b) van 20 rendi elem, de nincs 5 rendd elem?

6. A G véges, Abel-csoport Osszes elemét Osszeszorozzuk valamilyen sorrendben. (A
csoport miveletét tehat most szorzasnak neveztiik.) Bizonyitsuk be, hogy eredményiil
G-nek olyan elemét kapjuk, amelynek a rendje 1 vagy 2!

7. Legyenek A, B és C diszjunkt, r elemi halmazok (ahol r > 1 egész). Készitsiink egy
G grafot ugy, hogy a csicsainak halmaza legyen AUBUC' és két csticsot akkor kossiink
ossze éllel, ha A, B és C koziil nem ugyanabba a halmazba esnek. (A G graf tehat
elképzelhets gy is, mint ha harom, ,egymas mellé rajzolt” r csicsi teljes grafbol allo
graf komplementerét vennénk.) Hatarozzuk meg azt a maximalis k szamot, amelyre a
G gréaf k-szorosan Osszefiiggd!

8. A G(A, B; E) paros graf olyan, hogy minden A-beli pont foka r és minden B-beli
pont foka s. Bizonyitsuk be, hogy /rs sajatértéke G szomszédossagi matrixanak!



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Pétzarthelyi feladatok
2003. majus 13.

1. Legyenek egy 4k csticst kor pontjai (a koriiljaras sorrendjében) vy, vg, . . ., vgx. Ve-
gyiink fel két j pontot, amelyek koziil az egyiket a vy, vg, v19,. .., v4r csticsokkal, a
masikat a v, vg, V10, . - -, Vgk_2 cstcsokkal kossiik Gssze. Jelolje az igy kapott (4k + 2
cstcst) grafot G.

a) Van-e G-ben Hamilton-kor? b) Van-e G-ben Hamilton-at?
2. Az abran egy kiralyi palota alaprajza lathato. A
kiraly minden nap a nyillal jelolt bejaraton 1ép be a : i @ 1 J
palotaba, majd a tronterembe megy. A fejébe veszi, L I

. . . . . 1 @

hogy ezt Ggy szeretné megtenni, hogy kézben minden j
ajton pontosan egyszer megy at; de ez sosem sikeriil ® -
neki. Az udvari bolcs javaslatara ezért befalaztatja az

egyik ajtot. (Az abra az eredeti allapotot mutatja.) T L T T T

Ezutan a kiraly mér tud gy sétalni a tronterembe, ® @ “@
hogy minden ajton egyszer megy at. Melyik a tron-
terem és melyik ajté befalazasat javasolta a bolcs?

3. Hatérozzuk meg az Gsszes olyan n cstcst, egyszerd G grafot, amelyre x(G) = 3, de
barhogy hagyunk el G-bdl egy cstcsot (az éleivel egyiitt), a kapott G’ grafra x(G') = 2!

4. Egy szabéalyos nyolcszogbe hiizzuk be az 6sszes legrovidebb 4tlojat. Mennyi az igy
kapott (8 csicsu, 16 éli) graf élkromatikus szama?

5. A 2k +1 pontq, egyszert G grafban minden pont foka legalabb k+ 1. Mennyi v(G),
a fiiggetlen élek maximalis szdmanak értéke?

6. A G irdnyitott graf csdcsai legyenek az 1,2,...,2k egész szamok. Az a szambol
akkor vezessen egy iranyitott él b-be, ha a < b. Az a-bdl b-be vezets él kapacitédsa
legyen 1, ha a paratlan és legyen 2, ha a paros. Mennyi az igy kapott halézatban az
1-bél 2k-ba vezeté maximalis folyam értéke?

7. Legyen H = {1,2,...,2003}. Le- 8. Mennyi a feladat elvégzéséhez minimé-
gyen x az a maximalis szdm, ahédny H- lisan sziikséges id6 és mik a kritikus rész-
beli szam kivalaszthato tgy, hogy bar- feladatok az alabbi PERT diagramon?
melyik két kivalasztott szdm Osszegé-
nek utolsé szamjegye sohasem 7. Legyen
y az a minimalis szdm, ahany H-beli
szampéar kivalasztasaval elérhetd, hogy
minden H-beli szam bekeriil legalabb
egy szamparba, és mindegyik szampar
tagjai Osszegének utolsd szamjegye 7.
Bizonyftsuk be, hogy = = y.




Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Pétzarthelyi feladatok
2003. majus 15.

1. Milyen maradékot adhat egy szam 101-gyel osztva, ha az 59-szerese 1 maradékot
ad 101-gyel osztva?

2. Milyen maradékot ad 59%° 101-gyel osztva?
3. Oldjuk meg a
p(5n) + ¢(3n) = To(n)
egyenletet (vagyis hatarozzuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egészt, amelyre az egyenlet

fennall)!

4. A H halmaz &lljon az Osszes olyan rendezett szampérbol, amelynek az elsé tagja
egész szam, a mésodik tagja 0 vagy 1. (Azaz: H = {(a,b)|a € Z,b € {0,1}}.) Ertel-
mezziik H-n a @ miveletet a kovetkez6képpen:

(al, bl) @D (CLQ, bQ) = (a1 + as, (bl + bz) mod 2)

(Azaz: a szampérokat tagonként Osszeadjuk és az eredmény mésodik tagjanak 2-es
maradékat vesszik. Példaul: (7,1) @ (12,1) = (19,0).)

a) Bizonyitsuk be, hogy H csoportot alkot a @ miveletre nézve!

b) Milyen rendi elemek fordulnak el H-ban?

1 2 3 4 5 6 7 8
5 6 8 7 4 3 1 2

elem rendjét az Sy szimmetrikus csoportban!

5. Hatarozzuk meg az

6. A 100 rendii G csoportban létezik egy olyan g € G elem, amelyre g2 # e és g°° # e
(ahol e a csoport egységelemét jeloli). Bizonyitsuk be, hogy G Abel-csoport!

7. Legfoljebb hény élet lehet elhagyni a 10 cstcst teljes graftbol tgy, hogy a maradék
graf 4-szeresen élosszefiliggs legyen?

8. Legyen G egy n > 2 csticsu (irdnyitatlan) graf és G szomszédosségi matrixat jelolje
A. Bizonyitsuk be, hogy G akkor és csak akkor dsszefiiggs, ha az A+ A2 4 ...+ A"1

métrix minden eleme pozitiv!



