Bevezetés a szamitaselméletbe II. Zarthelyi feladatok 2002. marcius 28.

1.

Bizonyitsuk be, hogy egy egyszerii, Gsszefliggod és regularis graf élgrafjaban mindig van
Euler-kor. (Emlékeztet6: Egy grafot akkor mondunk reguldrisnak, ha minden fokszdma
egyenld.)

Legyenek m > 2 és n > 3 egész szdmok, melyekre n > m. Bizonyitsuk be, hogy az n
csucsu és m osztalyu Turdn graf akkor és csak akkor nem tartalmaz Hamilton-kort, ha
m = 2 és n paratlan.

Egy G graf csicsai legyenek az {1,2,...,n} szdmok Osszes permutdciéi. Két csiics
akkor legyen Gsszekétve G-ben, ha a megfelel6 két permutécié egyetlen (nem feltétleniil
szomszédos elemekbél 4l16) elempér felcserélésével egymadsba vihet. Mutassuk meg, hogy
az igy megadott G graf tartalmaz teljes parositast.

Legyen G a 3 osztalyd 12 ponttd Turdn-graf. Allapitsuk meg 7(G) értékét!

. Igazoljuk, hogy tetszoleges n csucsu G egyszeru grafra fennall, hogy

w(G) - v(@) < 5.

Legyen G a kovetkezéképpen megadott graf: V(G) = {1,2,...,10} és E(G) = E; U Ey U
Es, ahol By = {{i,j} : 1 <i<j <5} Ey,={{i,j}:6<i<j<10},E3={{i,j}:75=
i+ 5}. (Szavakkal megadva: G két pontdiszjunkt K5-bél dll, amiket egy teljes parosités
kot dssze.) Allapitsuk meg G élkromatikus szdmanak értékét!

Adott a sikon néhany korvonal, ezekhez rendeljiik a kovetkezo G grafot. G cstcsai felel-
jenek meg egy-egy megadott korvonalnak, és ketté akkor legyen Osszekotve, ha a két
megfelel6 korvonal egyike teljesen a masik belsejében halad. Bizonyitsuk be, hogy az igy
megadott G graf perfekt.

Allapitsuk meg a feladat elvégzéséhez sziikséges id6 hosszat és hatarozzuk meg a kritikus
utakat az alabbi PERT diagramon!
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A feladatok sorrendje nem jelent nehézségi sorrendet. Minden feladat 10 pontot ér. Az
elégséges eléréséhez sziikséges minimdlis pontszdm 32. A tovabbi osztdlyzatok ponthatérai
egyenletesen (12 pontonként) helyezkednek el, de a vizsgdra nem osztdlyzat, hanem az
elért pontszam “megy tovabb”.

Puszta (indoklés nélkiili) eredménykozlésért nem jar pont.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezo adatokat: név, neptun-kéd, tankor
szama, gyakorlatvezeto neve.



Bevezetés a szamitaselméletbe II. Zarthelyi feladatok 2002. méjus 2.

1. Adjunk meg egy maximalis folyamot és allapitsuk meg annak értékét az alabbi hal6zatban!

2. Legyen G az dbran lathaté nyolc csucsu graf. Bizonyitsuk be, hogy G hdromszorosan
Osszefiiggd, de négyszeresen mar nem.

3. Oldjuk meg az aldbbi kongruencidt (vagyis allapitsuk meg az azt kielégité x(-ek) 90-nel
adott maradékat)!
10002 = 80 (mod 90)

4. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges hq, ..., h; pozitiv egészekre és p primszamra fenndll,

hogy
(hi+he+...+h)P =hT+h+ ...+ h} (mod p).

5. Mutassuk meg, hogy 61! + 1 oszthaté 71-gyel. (Emlékezteté: Szamolégép a zarthelyi
feladatok megolddsdhoz nem hasznalhatd; jelen feladatnak is csak szamelméleti érvelést
tartalmazé, “fejben ellenérizhet6” megoldésat fogadjuk el.)

6. Hany kiilonbozo6 részcsoportja van a Coggo ciklikus csoportnak?

7. Legyenek H és K egy G csoport olyan részcsoportjai, melyekre (|H|,|K|) = 1 (vagyis a
H és K részcsoport rendjének legnagyobb kozos osztdja 1). Mutassuk meg, hogy ekkor
H N K ={e}, ahol e a G csoport, egységeleme.

8. Legyen H a G csoport tetszoleges, N pedig a G csoport normalis részcsoportja. Bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor H N N normalis részcsoportja H-nak.

A feladatok sorrendje nem jelent nehézségi sorrendet. Minden feladat 10 pontot ér. Az
elégséges eléréséhez sziikséges minimalis pontszam 32. A tovabbi osztalyzatok ponthatarai
egyenletesen (12 pontonként) helyezkednek el, de a vizsgdra nem osztdlyzat, hanem az
elért pontszam “megy tovabb”.

Puszta (indoklds nélkiili) eredménykozlésért nem jar pont.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkez6 adatokat: név, neptun-kéd, tankor
szama, gyakorlatvezeto neve.



Bevezetés a szamitaselméletbe II. Pétzarthelyi feladatok (I.) 2002. majus 10.

1.

Igaz-e, hogy ha egy G = (A, B, E) paros grafnak van Euler-kore, akkor sziikségképpen
teljesiil, hogy |A| = |B|?

Legyen G az a graf, amit ugy kapunk, hogy a K, , teljes paros grafbdl elhagyunk egy
teljes parositast. Mutassuk meg, hogy ha n > 2, akkor GG tartalmaz Hamilton-kort.

Tekintsiik az Osszes létezd olyan légijaratot, amely kozvetlen Osszekottetést biztosit egy
amerikai és egy eurdpai varos kozott. Tegylik fel, hogy k£ a legnagyobb olyan pozitiv
egész, amire 1étezik k£ kiillonbozo eurdpai varos, Ey, ..., Ef, és k kiilonboz6 amerikai varos,
Ay, ..., Ag, gy, hogy minden 1 < i < k-ra E; és A; kozott van kozvetlen repiilGjarat.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor biztosan van az elébbi 2k varos kozott k olyan, amelyekre
igaz, hogy az Osszes létez6 Eurdpa és Amerika kozotti kozvetlen légijaratnak az egyik
végpontja kozottiik van.

Mutassuk meg, hogy tetszoleges n cstcsi véges egyszerii G grafra fennall, hogy

a(G) > n—2v(G).

Legyen G 3-regularis véges egyszerii graf, melynek y.(G) élkromatikus szdma 4. Mutassuk
meg, hogy G nem tartalmaz Hamilton-kort.

Legyen G,, az az n csucsu graf, melynek csicsai az 1, 2, ..., n természetes szamok, és ketto
pontosan akkor van dsszekotve, ha egyik sem osztdja a masiknak. Mutassuk meg, hogy
G, (tetsz6leges n természetes szam esetén) perfekt graf.

Legyen T egy lehet6 legtobb élet tartalmazd n csicsu egyszerl graf, amely nem tartalmaz
r+1 csucsu teljes részgrafot. Mutassuk meg, hogy ha 7T-ben van Euler-kor, akkor r osztéja
n-nek.

Allapitsuk meg a feladat elvégzéséhez sziikséges id6 hosszat és hatarozzuk meg a kritikus
utakat az alabbi PERT diagramon!

A feladatok sorrendje nem jelent nehézségi sorrendet. Minden feladat 10 pontot ér. Az
elégséges eléréséhez sziikséges minimdlis pontszam 32. A tovabbi osztdlyzatok ponthatarai
egyenletesen (12 pontonként) helyezkednek el, de a vizsgdra nem osztdlyzat, hanem az
elért pontszam “megy tovabb”.

Puszta (indoklds nélkiili) eredménykozlésért nem jar pont.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezo adatokat: név, neptun-kéd, tankor
szama, gyakorlatvezeto neve.



Bevezetés a szamitaselméletbe II. Pétzarthelyi feladatok 2002. majus 16.

1. Adjunk meg egy maximalis folyamot és allapitsuk meg annak értékét az alabbi hal6zatban!
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2. Legyen G regularis paros graf, melyrol tudjuk, hogy oOsszefiiggd és legalabb harom csicsa
van. Mutassuk meg, hogy ekkor G' 2-szeresen is Gsszefiiggo.

3. Oldjuk meg az aldbbi kongruenciat (vagyis allapitsuk meg az azt kielégité x(-ek) 49-cel
adott maradékat)!
77z =21 (mod 49)

4. Mutassuk meg, hogy 20022°92 + 1 oszthaté 17-tel.

5. Legyen k > 2 és jeldlje (a1, aq,...,ax) azt a legnagyobb pozitiv egészt, amely az a; (1 <
i < k) szamok mindegyikét osztja, a1, aq,- .., ax] pedig azt a legkisebb pozitiv egészt,
amely az a; (1 < i < k) szdmok mindegyikével oszthaté. Mutassuk meg, hogy

(a1,a9,...,ax) - [a1,09,...,a5) = a1 -ag - ... ag

akkor és csak akkor &ll fonn minden aq, as, ..., ay pozitiv egészekbdl allé szam k-asra, ha
k=2

6. Legyenek H és K egy (G csoport részcsoportjai. Bizonyitsuk be, hogy ha G-nek a részhal-
mazszorzassal (komplexusszorzassal) 1étrejové H K részhalmaza is részcsoportja G-nek,
akkor HK = KH.

7. Legyen GG egy csoport és a ennek tetszoleges eleme. Bizonyitsuk be, hogy pontosan egy
olyan ¢ homomorfizmus létezik, amely az egész szamok additiv csoportjat képezi le G-be
ugy, hogy &¢(1) = a. Mi lesz Ker¢ erre a leképezésre?

8. Bizonyitsuk be, hogy ha egy legalabb két elemet tartalmazé G csoportnak nincsen valédi
részcsoportja (tehdt olyan részcsoportja, mely egynél t6bb, de |G|-nél kevesebb elemet
tartalmaz), akkor G primrendii ciklikus csoport.

A feladatok sorrendje nem jelent nehézségi sorrendet. Minden feladat 10 pontot ér. Az
elégséges eléréséhez sziikséges minimdlis pontszam 32. A tovabbi osztalyzatok ponthatarai
egyenletesen (12 pontonként) helyezkednek el, de a vizsgdra nem osztdlyzat, hanem az
elért pontszam “megy tovabb”.

Puszta (indokléds nélkiili) eredményko6zlésért nem jar pont.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kovetkezé adatokat: név, neptun-kéd, tankor
szama, gyakorlatvezeté neve.



