Bevezetés a szamitaselméletbe II. - Vizsgafeladatok
2000. majus 25.

1. Egy 2000 csicsi G grafban a minimélis fokszdm 1500. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz legalabb 251
paronként éldiszjunkt Hamilton-kdort.

2. Jelolje M}, a Mycielski-konstrukciéval kapott azon gréfot, melynek kromatikus szdma k. (M> az egyetlen élet

tartalmazo kétcsicsd graf, M3 az 5 hosszu, hdr nélkili kor.) Bizonyitsuk be, hogy k > 2 esetén v(M},) = %

3. Jelolje k(m) azt a legnagyobb k pozitiv egész szdmot, amihez létezik m éli k kromatikus szdmu graf.
Hatarozzuk meg k(m) értékét minden m-re.

4. Két légitarsasdg 10 varos kozott lizemeltet jaratokat. Minden jdrat két vdrost kot oOssze (oda-vissza) és
barmely két varos kozott legfeljebb az egyik tdrsasdgnak van jarata. (Megengedett, hogy bizonyos varosok kozott
egyaltaldn ne legyen kozvetlen jarat.) A két tdrsasig megegyezett, hogy ha valamelyikiikk A varos és B véros
valamint A varos és C véros k6zo6tt is izemeltet jaratot, akkor ugyanez a tarsasdg nem repiil kézvetleniil B és C'
kozott. Bizonyitsuk be, hogy ilyen feltételek mellett a két 1égitdrsasig egyiittesen nem iizemeltethet 40-nél tGbb
jaratot, 40-et viszont igen.

5. Adjunk meg az aldbbi hilézatban egy maximélis folyamot!

6. Milyen maradékot ad 60-nal osztva az az z szdm, melyre 104z =74 (mod 60) ?
7. Bizonyitsuk be, hogy ha d osztdja n-nek, akkor d — p(d) < n — p(n).

8. Allapitsuk meg, hogy izomorf-e a mod 4 maradékosztilyok additiv csoportjaa mod 8 redukalt maradékosztalyok
multiplikativ csoportjaval.
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1. Legyen G olyan véges egyszerli graf melynek minden foka péros és valamely v € V(G) csicsdn az Gsszes
G-beli kor athalad. Bizonyitsuk be, hogy minden olyan G-beli séta, amely csupa kiilonboz6 élet hasznal fel
és nem folytathaté valamely mér felhaszndlt él djboli felhasznéldsa nélkiil, sziikségképpen Euler-kor. (G-beli
sétanak olyan viejvsesvs ... V€41 - - - Up_1€x_10g sorozatot neveziink, ahol minden i-re v; € V(G), e; € E(G)
és €; = {’U,’,Ui+1}.)

2. Egy n-szer n-es sakktabla bizonyos mez6it kijelolték, ezekre szines golydkat kell helyezniink gy, hogy azonos
sorba, illetve, azonos oszlopba keriil6 golydk nem lehetnek egyszintiek. Tudjuk, hogy semelyik sorban és semelyik



oszlopban nincs k-nél t6bb megjelolt mez6. Igaz-e, hogy ekkor k-féle szinl golydval biztosan meg tudjuk oldani
a feladatot (ha mindegyikbél elég sokat hasznilhatunk)?

3. Legyen G és Gy két véges egyszerii graf, melyek kromatikus szdma hdrom. Definidljuk dltaluk az aldbbi F’
grafot. F cstcsai az Osszes olyan rendezett (u,v) parok, melyekre u € V(G1) és v € V(G2). Két ilyen cstcs,
(u1,v1) és (ug2,v2) akkor és csak akkor van Osszekotve F-ben, ha {u1,us} € E(G1) és {v1,v2} € E(G2) is teljesil.
Bizonyitsuk be, hogy F' kromatikus szdma is hadrom.

4. Minimélisan hany éle kell hogy legyen egy olyan n-csicsi egyszeri grafnak, amely haromszégmentes, de
tetszOleges két még Osszekotetlen csicsat dsszekdtve keletkezik benne hiromszog?

5. Allapitsuk meg a feladat elvégzéséhez minimélisan sziikséges id6 hosszat az aldbbi PERT diagramon.

B o E 1 H
1 2 1 1 4 1
Y F 5 I3
A - K
3 ¢ 5
2 5 1
2 4
D 1 G 2 J

6. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges n > 2 pozitiv egészre fennill, hogy

a(n)p(n) < n”.

7. Tudjuk, hogy az a egész szadmra teljesiil, hogy a'® =5 (mod 31) és a'®* = 19 (mod 31). Milyen maradékot ad
31-gyel vald osztaskor az a egész szdm?

8. Legyenek G és H véges csoportok és ¢ homomorfizmus G-b6l H-ba. Bizonyitsuk be, hogy tetszileges g € G
elemre a g elem rendje oszthaté a ¢(g) elem (H-beli) rendjével.
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1. A G graf k > 1 darab pontdiszjunkt (hdr nélkiili) kérbél 4ll. Mi az a legkisebb m szdm, amelyre teljesiil, hogy
G-hez hozza lehet venni m élet gy, hogy az 1j grafban legyen teljes parositas? Mikor 1étezik ilyen m szam?

2. Bizonyitsuk be, hogy ha n egynél nagyobb pératlan szdm, akkor L(K,)-nek, az n pontu teljes graf élgrafjanak,
van Hamilton-kore.

3. Legyen a G graf csicshalmaza V = {1,2,...,n}. A grifban az olyan a és b csicsok kozott van él, melyekre
teljesiil, hogy a # b és vagy a osztdja b-nek, vagy b osztéja a-nak. Bizonyitsuk be, hogy G perfekt.

4. Legkevesebb hany csicsa lehet egy olyan G egyszerii grafnak, amely nem tartalmaz hiromszoget és éleinek
szama legaldbb kétszerese az n csicsu teljes graf élei szamanak?



5. Adjunk meg az aldbbi hilézatban egy maximélis folyamot!

5 8

6. Milyen maradékot ad 21-gyel osztva az az & szdm, melyre 14z —4 =80 (mod 21)?

7. Bizonyitsuk be, hogy ha n > 2 és ry,r2,...,r,(,) redukalt maradékrendszer modulo n, akkor

@(n)

Z r; =0 (mod n).
i=1

8. Bizonyitsuk be, hogy ha a G csoport rendje 55, akkor minden a € G elemére teljesiil, hogy az a és az a® elemek
rendje azonos.



