Bevezetés a szamitaselméletbe II. - Vizsgafeladatok
1999. jinius 2.

1. Dontsiik el, van-e Hamilton-kére az aldbbi grafnak!

2. Legyen r > 2 és tekintsiink egy r-reguléris paros grafot. Hagyjunk el az ennek egyik tetszélegesen kivalasztott
csticsdbdl kiindulé r él koziil tetszélegesen kivalasztott (r —1)-et. Az igy megmaradé graf legyen G. Bizonyitsuk
be, hogy G-ben van teljes parositas!

3. Egy egyszer(l, Osszefligg6 G graf élkromatikus szdma kisebb a benne taldlhat6 legnagyobb klikk méreténél (vagyis
w(G)-nél). Bizonyitsuk be, hogy G teljes graf!

4. Minimélisan hany éle kell, hogy legyen egy 2000 csicsi G grafnak, ha fiiggetlenségi szdmara a(G) = 5 teljesiil?

5. Allapitsuk meg, hogy mennyi a feladat elvégzéséhez minimélisan sziikséges id6 az aldbbi PERT diagram altal
leirt munkafolyamatnal! Adjuk meg a kritikus utakat is!

6. Milyen maradékot ad 24-gyel osztva az az x szdm, melyre 92 = 21 (mod 24) ?

7. Mutassuk meg, hogy az olyan kétszer kettes valés A métrixok, amelyekben a két féatlébeli elem 1-gyel egyenld, a
bal alsé sarokban pedig 0 4ll (tehdt A1 1 = Az o =1, Ao 1 = 0 és A; 5 tetszbleges valds szdm) csoportot alkotnak
a matrixszorzas miveletére nézve!

8. Héany olyan eleme van a C), ciklikus csoportnak, ami egymaga generdlja a teljes C,, csoportot?
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1. Jelentse M} a Mycielski-féle konstrukciéval kaphaté azon grafot, amelynek kromatikus szdma éppen k. (A
kiinduldsi 2-kromatikus M, az egyetlen élet tartalmazd kettd csicsd graf.) Adjuk meg az Gsszes olyan k > 2
egész szadmot, amire M}, tartalmaz Euler-kort!

2. Mutassuk meg, hogy a ;Egg hanyados lehetséges legnagyobb értéke (az Osszes véges egyszerli G grafot tekintve)

2-vel egyenlo.

3. Legyen G egy 10-reguldris egyszerii graf, melynek 1999 csticsa van. Mennyi a x'(G) élkromatikus szdm értéke?

4. Egy n-csdcsu teljes graf valamennyi élét szinezziik ki pirosra vagy kékre. Mutassuk meg, hogy az igy kapott
szinezett grafban biztosan lesz olyan Hamilton-kor, aminek vagy minden éle azonos szinii, vagy el6éll egy csak
piros és egy csak kék éleket tartalmazé egyszerd Ut unidjaként.



5. Allapitsuk meg, hogy mennyi az dbran lithaté hilézatban megadhaté folyam lehetséges maximaélis értéke!
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6. Milyen maradékot ad 91-gyel osztva az az x szdm, melyre 56 z = 35 (mod 91) ?
7. Legyen n pozitiv egész szam, melynek ismerjiik n = Hle p;* primtényezds felbontasat. Mennyi a
) 1
di|n d;
érték, vagyis hogyan szamithatd ki az n szdm osztdi reciprokanak az Osszege?

8. Legyen G kommutativ csoport és k rogzitett pozitiv egész szam. U jelolje G azon elemeinek halmazat, amelyek
eléallnak valamely G-beli elem k-adik hatvanyaként, vagyis

U={u€eG:3g€qG,g"=ul.

Mutassuk meg, hogy U részcsoport G-ben!
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1. Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler-kore, akkor G élgrafjanak, L(G)-nek is van Euler-kore!
2. Mennyi lehet legfeljebb egy 2n csicsu, egyszert Osszefliggé G graf klikkszama, ha nincs G-ben teljes parositas?

3. Legyen a G graf egy paratlan hosszu kor és legyen adott minden csicsdhoz 2 megengedett szin. I'ng szeretnénk
jol szinezni G csucsait (tehat oly médon, hogy 6sszekotott csicsok kiilonbozé szintiek legyenek), hogy mindegyik
csucsndl a megengedett szinek valamelyikét hasznaljuk. Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor van ilyen
szinezés, ha nem ugyanazt a két szint adjuk meg minden cstcshoz!

4. Igazoljuk, hogy ha az n csicsi egyszerli G graf éleinek szama ’Z—Z + 1, akkor G tartalmaz legaldbb két (nem
feltétleniil diszjunkt) K3 részgrafot.

5. Allapitsuk meg, hogy mennyi a feladat elvégzéséhez minim4lisan sziikséges id8 az alabbi PERT diagram 4ltal
lefrt munkafolyamatnal! Adjuk meg a kritikus utakat is!
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6. Milyen maradékot ad 45-tel osztva az az x szdm, melyre 1022 = 40 (mod 45) ?

7. Legyen n > 1 egész szdm. Mutassuk meg, hogy ha Gsszeadjuk az n-nél kisebb, n-hez relativ prim pozitiv egész
szamokat, akkor az Gsszeg %(") lesz.

8. Egy 49-edrendii G csoportnak van két kiilonb6z6 rendli eleme, melyek egyike sem az egységelem. Bizonyitsuk
be, hogy G kommutativ csoport!
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1. Dontsiik el, van-e Hamilton-kére az dbran lithaté grafnak!

2. Mennyi a kromatikus szama az el6z6 feladatban szerepl6 grafnak?

3. Egy G egyszerii graf csicsainak szdma 2000. Tudjuk tovabbd, hogy 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs
teljes parositas!

4. Egy légitarsasag 6sszesen 100 varosba reptil. E 100 varos koziil akarhogyan valasztunk ki harmat, van kozottiik
kett6, amelyek kozott a tarsasig lizemeltet kozvetlen jaratot. (Minden jarat mindkét irdnyban kozlekedik.) Az
is teljesiil, hogy barmely varosbdl barmely varosba el lehet jutni a tarsasidg jaratain. Minimdalisan hany jaratot
kell {izemeltetnie a tarsasdgnak ahhoz, hogy a fentiek teljesiilhessenek?

5. Allapitsuk meg, hogy mennyi az dbrin ldthaté halézatban megadhaté folyam lehetséges maximalis értéke!
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6. Milyen maradékot ad 42-gyel osztva az az x szdm, melyre 60z = 96 (mod 42) ?

7. Péter a XX. szdzad masodik felében sziiletett, éppen nagyapja 53. sziiletésnapjan. Kettejiik sziiletési évszamai
nem relativ primek. Hany éves Péter?

8. Az n-edrendii ciklikus csoport Osszes elemét négyzetre emeljiik, majd az igy kapott elemeket Osszeszorozzuk.
Mivel egyenld ez a szorzat?



