Zarthelyi feladatok 1998. november 5. 8 éra

. A hirom megadott siknak akkor van egynél t6bb k6z0s pontja, ha az egyenleteik &ltal meghatarozott
egyenletrendszernek egynél tobb megoldasa van. Oldjuk meg tehat az egyenletrendszert:

1 2 1| 4 1 2 1| 4 1

21 8|5 ]=(0 -3 6(-3 | =] 0 -3 6|-3

5 1 t|11 0 -9 t—5|-9 0

Ha egy sor konstansszorosat kivonjuk egy mésikbdl, a megolddsok nem valtoznak. Az elsé 1épésben az 1.
sor kétszeresét kivontuk a 2. sorbdl és az 6tszordsét a 3. sorbdl. A mésodik 1épésben a 2. sor hadromszorosat
vontuk ki a 3. sorbdl. A matrix utolsé sordbdl latszik, hogy ha ¢t # 23, akkor nincs megoldds, mig, ha

t = 23, akkor végtelen sok megoldds van.

Tehat t = 23 esetén lesz a harom megadott stknak egynél tobb kozos pontja.
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. Mivel a 7,1 permutaciébdl igy szarmaztatjuk a 7 permuticiét, hogy a 7,1 permutdcié utolsd elemét
a ,,sor elejére” tessziik, ennek az elemnek véltozik meg a viszonya az Gsszes tobbihez képest, azaz amivel
eddig inverziéban §llt, azzal nem fog, amivel eddig nam &llt inverziéban, azzal most fog. A t6bbi elem
egymashoz valé viszonya nem valtozik. Tehat, ha az elére mozgatott elem eddig ! mésikkal allt inverziéban
és n — 1 —I-lel nem, akkor most forditva lesz, igy az inverzidk szadma n — 1 — 2[-lel valtozik meg. Ez péros,
ha n paratlan, és paratlan, ha n paros.

=

a) ha n péros, akkor minden mésodik permutdci6 paros, tehat Gsszesen n/2
b) ha n pératlan és

— I(m) péaros, akkor mind az n permutécié paros

— I(m) pératlan, akkor egyik permutécié sem paros

. Tudjuk, hogy
111 100 225 235

220 312 220 410 I(n
215 180 268 305 =Z(_1) ( )alw(l)a27r(2)a37r(3)a47r(4)7

315 145 205 122 T

mutéaciéban, a;; pedig a matrix ¢. sordnak j. elemét jeloli. Ez tehdt jelen esetben 4! szorzat eldjeles
Osszege. A fenti métrix esetében pontosan egy olyan ajr(1)@2r(2)@3r(3)@4r(4) SZOTZat van, amelyik nem
oszthatd 5-tel: féatldbeli elemek szorzata. fgy az Osszeg sem lehet oszthatd 5-tel, azaz nem lehet Q.

A v -y, Uy — s, U — Uy, U, — cu; vektorok linedrisan fliggetlenek, ha o (v; — v,) + a@a(u, —
Ug) + .o+ a1 (Vg —vy) + oy, — cvy) = 0-b6l kdvetkezik, hogy oy = a2 = --- = a; = 0.

1(vy — ) +@a(vy —w3) + .+ g1 (U_g — ) + k(v —cvy) = vy (an —cop) + (e —ar) + ...+
v (0 — 0g—1)

Mivel a vy, v,,...v, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ezért a fenti 6sszeg csak tgy lehet 0, ha mindegyik

vektor egyiitthatéja 0, azaz ;g —cay =0, a2 —a; =0, ..., ap —ag—1 = 0.

=

ar =ag =+ =qy és a1 = cay,

Ha ¢ = 1, akkor ennek az egyenletrendszernek oy = a2 = -+ = a3 = 0-n kivil més megolddsa is van,

tehat a fenti vektorok nem lesznek linedrisan fliggetlenek.

¢ # 1 esetén linedrisan fiiggetlenek lesznek.
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. A megadott egyenes akkor metszi egy pontban a sikot, ha az egyenleteik altal meghatdrozott egyenle-
trendszernek pontosan egy megolddsa van. Oldjuk meg tehat az egyenletrendszert:

11 1)1 1 1 11 1 1 1)1
210 3 )]=(0 -1 -2|1 |=10 -1 -2|1
5 3 p|1l 0 -2 p-51|6 0 0 p—-114

Ha egy sor konstansszorosat kivonjuk egy mdsikbdl, a megolddsok nem valtoznak. Az elsé 1épésben az 1.
sor kétszeresét kivontuk a 2. sorbdl és az 6tszordsét a 3. sorbdl. A masodik 1épésben a 2. sor kétszeresét
vontuk ki a 3. sorbdl. A métrix utolsé sordbdl latszik, hogy ha p = 1, akkor nincs megoldds, mig, ha
p # 1, akkor egy megoldas van.

. Legyen z a z komplex szam valds, y pedig a képzetes része, azaz z = x + iy. Ekkor tehat az
(x+iy)* +z—iy = (x—iy)* +z + iy

egyenlet megoldésait keressiik. Két komplex szam akkor egyenld, ha a valds és a képzetes résziik egyenld,
tehat a fenti egyenlet megoldédsai azok az x,y valds szdmok, amelyekre

valés rész: z? —y? 4+ =2 -y 4z

és
képzetes rész: 2xy —y =y — 2y

Az els§ egyenldség mindig teljesiil (azonossdg), a masodikbdl pedig kovetkezik, hogy vagy y = 0 vagy
x=1/2.

A megoldas, tehat az 6sszes valés szam és azok a komplexek, amelyeknek a valds része 1/2.

s 22

szama, pontosan k.

Induljunk ki az természetes: 1,2,...,n sorrendbdl, ahol az inverzidk szdma 0. Ha kicseréliink egy szadmot
a mogotte dlldval, az inverzidk szdma 1-gyel n6. Mozgassuk az 1-est hatrafelé, amig az inverzidk szdma
k nem lesz. Ha k > n — 1, akkor miutdn az 1-essel a végére értiink, induljunk el a 2-essel és mozgassuk
hétrafelé, amig az inverzidk szdma k nem lesz, de az 1-essel mar ne cseréljiik ki. stb. Ily médon barmilyen

inverziészadmot elérhetiink 0 és (%) kozott.

. Egy sorbdl kivonva egy masik sor konstansszorosat a determindns értéke nem valtozik. Vonjuk ki minden
sorbdl az el6z6t, azaz az n. sortdl indulva, eldszér vonjuk ki beldle az n-1.-et, majd az n-1.-bdl az n-2.-et
stb.

1 2 3 ..on 1 2 3 )
n+1 n+2 n+3 ... 2n non on n
2n+1 2n +2 2n+3 .. 3n|—|n n n n

n2—n+1 n2—n+2 n?2—n+3 ... n? nonn ... n

Ha n > 3, akkor van két azonos sor, és igy a determinéns értéke 0. n = 1-re 1, n = 2-re —2 a determindns.
. A-A =0 azt jelenti, hogy kétszer egymds utan végrehajtva az f transzformdcié mindent a 0-ba visz, azaz
a képtér része a magtérnek: Im(f) C Ker(f), és igy dim(Imf) < dim(Kerf).

Miésrészt a dimenziététel szerint dim(Imf) + dim(Kerf) = n.

Igy 2 - dim(Kerf) > n, azaz dim(Kerf) > n/2



