Bevezetés a szamitiaselméletbe 1. - Vizsgafeladatok
2000. januar 5.

1. Az a paraméter mely valds értékeire van megoldasa az aldbbi egyenletrendszernek?

2t —y+z2+t=1
T+2y—z+4t=2
r+T7y—4z+ 11t =a
2. A valés szamok feletti V' vektortérnek egy bazisat alkotjak a by, ...,b, vektorok. Legyen

v = ozb1+b2+b3+. . +bn, Vo = b1+ab2+b3+. . +bn, ey Up = b1+b2+b3+ . .+bn_1+Ozbn.
Az o paraméter milyen értékeire lesz vy, vq, ..., v, szintén bazisa a V vektortérnek?

3. Legyen A valds (nem feltétleniil négyzetes) matrix. Igazoljuk, hogy ha a A # 0 valds szdm
sajatértéke az AT A méatrixnak, akkor sajatértéke az AAT mdtrixnak is. (AT szokés szerint az
A maétrix transzponaltjat jeldli.)

4. Hatarozzuk meg az 0sszes olyan z komplex szamot, melyre z = 2", ahol n rogzitett pozitiv
egész szam.

5. Mi a szamossaga az olyan z valds szamok halmazdnak, melyekhez taldlhaté olyan n pozitiv
egész szam, amire x" racionalis?

6. Megadhaté-e a Petersen-grafnak két olyan egymédssal nem izomorf feszitofaja, melyekre igaz,
hogy mindkét faban csak kétféle fokszam fordul el6?

7. Egy siksagon 6t haz és ot kut all. Minden haztdol minden kithoz kiilon 6svényt kell épiteniink.
Az épitendo Osvények némelyike keresztezheti egymast, de egy-egy keresztezodésben legfeljebb
két 6svény taladlkozhat. Mutassuk meg, hogy ekkor kilencnél kevesebb keresztezodéssel biztosan
nem megoldhaté a feladat. (Hidak, alagutak nem épithet6k, minden Gsvényt a felszinen kell
vezetni.)

8. Héany olyan hét szamjegybdl 4ll6 telefonszam adhaté meg, melynek elsé szdmjegye az 1, 2,
3, 4 szamok valamelyike, és az elsé szamjegy legalabb még egyszer el6fordul a telefonszamban?

Bevezetés a szamitiaselméletbe 1. - Vizsgafeladatok
2000. januar 12.

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert!

2 —y+3z2=3
3r+y—952=0
dr—y+2=3

2. Legyenek fi(z), fo(z),..., fau(z) legfeljebb (n — 2)-edfokd polinomok, ai,as,...,a, pedig
val6s szamok. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi determinéans értéke mindenképpen nulla.

fila)  fi(az) .. fi(an)
folar)  falaz) .. falan)

fular) fulaz) . fulan)

3. Adjuk meg annak a ¢ linearis leképezésnek a magterét, amelynek matrixa

(234\
1 3 5



4. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok korében!

(147)z+ 2" =2j

5. Mi az olyan z komplex szamok halmazinak szamossaga, amikre teljesiil, hogy z - Z egész
szam?

6. Hany pontja van a 7T fanak, ha éleinek szdma pontosan tizendtode a komplementerében
levé élek szdmdnak? (Emlékeztetiink ra, hogy egy G egyszerii graf G komplementere az a graf,
melynek csicshalmaza G-ével azonos, és éleit pontosan azok a csucsparok alkotjidk, amelyek
nem alkotnak élet G-ben.)

7. Legyen egy konvex test minden lapja négyszog vagy nyolcszog. Tegyiik fel tovabba, hogy
minden csicsndl pontosan hdrom lap taldlkozik. Mennyi ekkor a négyszog- és a nyolcszoglapok
szamanak kiilonbsége?

8. Hanyféleképpen iiltethetd le egy harmincfos tarsasag 5 darab, egyenként hatfos kerek asz-
talhoz, ha két iiltetést akkor és csak akkor tekintiink azonosnak, ha a két iiltetésben minden
résztvevonek ugyanaz mind a baloldali, mind a jobboldali szomszédja?
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1. allapitsuk meg, mennyi a rangja az alabbi matrixnak!

2 13 -1
3 -1 2 0
1 3 4 =2
4 -3 1 1

2. Tegyiik fel, hogy vy, vs, ..., v, egy linedris tér valamely bazisa. Igaz-e, hogy bazist alkotnak
az alabbi vektorok is?

U1—2U2+’U3, ?)2—2U3+U4, ceey Ui,1—2’l)i+’l)i+1, ceey

Upo — 2Up 1+ Uy, Up_1— 20, +v1, Uy — 201 + Vs

3. Legyen f egy V vektortéren értelmezett bilinedris fliggvény, amelyre teljesiil, hogy minden a
nullvektortdl kiilonbozé v € V-re f(v,v) # 0. Tegyiik fel, hogy a vy, v, . .., v vektorok olyanok,
hogy rajuk f(v;,v;) = 0 teljesiil minden olyan ¢, j értékparra, amire ¢ # j. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor vy, vq, ..., v linedrisan fiiggetlen vektorok.

4. Hozzuk kanonikus alakra az aldbbi kifejezést!

(1 + \/gj)1998

(1 + j)QOOO

5. Hanyféleképpen irhatunk pozitiv egész szamokat a sik racspontjaira, azaz egész koordinataji
pontjaira? (Egy-egy szdm tetszélegesen sok racspontra rairhato.)

6. Héany olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melyben a pontparok tavolsdgai kozil a
legnagyobb harommal egyenl? (Két pont tavolsdgan a koztiik levé legrovidebb titon taldlhaté
élek szamat értjiik.)

7. Milyen k pozitiv egészekre adhaté meg olyan 2000 éli és 2000 cstcsu Osszefiiggd graf, amire
igaz a kovetkez6: G-ben a 2000 él koziil adhaté egynek 2 egységnyi, 1999-nek 1 egységnyi suly
ugy, hogy a G-bdl kivalaszthatéd kiillonb6zé minimélis silyu feszitéfik szdéma éppen k legyen?
(A feszit6fak megkiilonboztetésekor a graf csicsait cimkézettnek tekintjiik.)

8. Hény kiilonb6zé médon cimkézhetjiik meg egy kocka nyolc csicsit az dbécé elsé nyolc



