Vizsgazarthelyi feladatok, 1999. januar 6.

. Az n x n-es A és B maétrixokra teljesiil, hogy AB = A és BA = B. Bizonyitsuk be, hogy ekkor 42 = A és
B? = B.

. Milyen z komplex szdmokra lesz z + 22 valés?

. Tekintsiik azt a linedris leképezést, amely tetszlleges pontot az = + y + z = 0 egyenletli sikra vonatkozd
tiikorképébe visz. Mi ennek a leképezésnek a matrixa a szokdsos bazisban, melynek elemei az z, az y és a
z tengely irdnyaba mutat6 egységvektorok?

. Tekintsiik azt a linedris leképezést amely egy 4 dimenzids tér by, bs, b3, by vektorokbdl 4l1é6 bazisat ciklikusan
permutédlja, azaz bi-et ba-be, ba-t bz-ba, bs-at by-be és by-et bi-be viszi. Adjuk meg ennek a linedris leképezésnek
Osszes (komplex) sajatértékét és az ezekhez tartozé sajatvektorokat.

. Tekintsiik az Gsszes olyan orogébdl induld és véges sok 1épés utan ugyanott végetérd sétat, amelynek minden
lépése az = vagy az y tengellyel parhuzamos (pozitiv vagy negativ irdnyd) egységszakasz. Mi a szdmossiga ezen
sétdk halmazanak?

. Igazoljuk az aldbbi azonossagot:

n

Sk (Z) = n2n 1.

k=1
. Hany olyan fa adhaté meg az 1,2,...,100 csicsokon, melynek van olyan éle, amit elhagyva a maradék graf két
komponensének pontjai rendre az 1,2,...,50, illetve az 51,52, ...,100 csticsok?

. Allapitsuk meg az alabbi két grafrdl, hogy sikgraf-e!
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. Adjuk meg a t valés paraméter értékétdl fiiggben az aldbbi linedris egyenletrendszer megoldésait:

T+2y—2z =t
z—8y+9z = 10
2c —y+3z = 6

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy nxn-es A matrixban a f64t16 alatt 4116 Gsszes elem nulla (vagyis A hdromszogmatrix),
akkor ugyanez igaz A minden pozitiv egész kitev8jii A™ hatvanyéra is.
V3

. Legyen z; = L + ¥3; &5 2, = Y3 _ 1; Milyen pozitiv egész n-ekre lesz 2" + 27 valés?
Y 2 2 2 2 1 2

. Tekintsiik azt a linedris leképezést amely egy 6 dimenzids tér by, ba,bs, bs, bs, bg vektorokbdl allé bazisaban
parcseréket végez gy, hogy bi-et ba-be, ba-t bi-be, bs-at bs-be, bs-et bs-ba, bs-6t bg-ba és bg-ot bs-be viszi.
Adjuk meg ennek a linedris leképezésnek 6sszes (komplex) sajatértékét és az ezekhez tartozd sajatvektorokat.

. Tekintsiik az Gsszes olyan végtelen 0 — 1 sorozatot, amelynek tetszéleges véges kezddszeletében tobb a 0, mint
az 1-es. Mi a szdmossiga ezen sorozatok halmazinak?

. Hany olyan sorrendje van az 1,2,...,n szdmoknak, amelyekben a paros és pdaratlan szamok felvaltva kdvetik
egymast?

. Egy fanak nyolc csiucsa van, a fokszamai pedig kétfélék. Mi lehet ez a kétféle szdm?

. Allapitsuk meg, hogy az alabbi graf sikgraf-e!
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1. Az a paraméter mely valds értékeire metszi az x — 1 = (y + 1)/3 = z — 1 egyenletekkel megadott egyenes az
T + 2y + az = 3 stkot? Ha van metszéspont, hatdrozzuk meg a koordinatéit.

2. Oldjuk meg az 1 + zi — 22 = 0 komplex valtozés egyenletet!

3. Tekintsiik azt a sikbeli linedris leképezést, ami a sik pontjait el6szor a derékszdgi koordindtarendszer y tengelyére,
majd az igy kapott képet az x + y = 0 egyenletli egyenesre tiikrozi, igy kapva meg a leképezés végeredményét.
Mi ennek a leképezésnek a métrixa a szokasos derékszogii bazisban?

4. Mennyi az aldbbi matrix rangja?

1 2 -1 2
2 5 -2 3
1 2 -1 -2
0 5 0 3

5. Hany olyan végtelen hosszii 0 — 1 sorozat van, amiben az 1-esek szdma véges?

6. Egy 12 f6s tarsasdgot egy szdlloda két hdromdigyas és harom kétdgyas szobdjaban kell elszdlldsolni. Héany
kiilénb6z6 szobabeosztds lehetséges, ha az azonos szdmu dgyat tartalmazé szobdkat nem kiilénbdéztetjiik meg
egymastél?

7. Legyenek egy G graf fokszamai nagysag szerint ndvekvé sorrendben d; < ds < ... < d,. Tegyiik fel, hogy minden
k <n—d, — l-re teljesiil, hogy dj > k. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G sziikségképpen Gsszefiiggd graf.

8. Allapitsuk meg, hogy az alabbi graf sikgraf-e!
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1. Allapitsuk meg, hogy n-tél fiiggden mi lesz egy n X n-es métrix determinénsanak felirdséban a mellék4tléban 4116
elemek szorzatdnak elGjele. (A matrix mellékatldjan a jobb felsd és a bal alsé sarkot 6sszekotd egyenest értjiik.)

2. Az (x —5)/3=(y —2)/2 = (2 + 1)/a egyenletekkel megadott egyenes az a paraméter mely valds értékei esetén
metszi az £ — 1 = (y — 2)/2 = (2 — 3) /3 egyenletekkel adott egyenest? Ha van metszéspont, hatdrozzuk meg a

koordinatait.
3. Szamitsuk ki
3 _ ;2000
(2 - 4i)

értékét!



. Mutassuk meg, hogy a legfeljebb n-edfoku polinomok linedris terében bazist alkotnak az
Lz—1,(z—1)72...,(z —1)"

polinomok.

. Mutassuk meg, hogy a természetes szamok Gsszes sorbarendezései halmazanak szamossiga kontinuum.

. Tizenot vivobol hanyféleképpen alkothatunk hirom (nem feltétleniil diszjunkt) négyfés csapatot?

. Hany kiilonb6z6 minimélis silyd feszit6faja van az aldbbi élsulyokkal elldtott grafnak?

. Mutassuk meg, hogy egy nyolc csicsu teljes grafot a sikra lerajzolva legalabb 10 élkeresztezés jon létre.
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. Adjuk meg az aldbbi matrix 2000-edik hatvanyat!

(5 =5)

. Hatéarozzuk meg az aldbbi matrix altal definialt linedris leképezés magterének dimenzigjat a ¢ paraméter fliggvényében

1 1 2
3 -1 ¢
1 -1 1

. Az n X n-es A métrixra teljesiil, hogy 42 + A + E = 0. Igazoljuk, hogy az A métrixnak létezik inverze. (Itt E

az egységmétrixot, 0 pedig a csupa 0 métrixot jeldli.)
. Mely z komplex szdmok elégitik ki az 1 + z + 22 + 23 + ... + 2!2 = 1 egyenletet?

. Mi a valés szdmokon megadhaté olyan nyilt intervallumok halmazdnak szamossiga, melyeknek mindkét végpontja,
raciondlis szdm?

. Hanyféleképpen bonthaté fel egy 4k elemii halmaz 4 darab paronként diszjunkt k& elemi részhalmazra?
. Egy n csicsu fa fokszamai n — 1 félék. Mekkora lehet n értéke?

. Egy 20 csicsi konvex poliéder lapjainak szdma 12. Héany oldala van az egyes lapoknak, ha tudjuk, hogy ez a
szam minden lapra azonos?



