
Feladatok
Elemi lesz�ml�l�si feladatok1.1.1. H�ny k�l�nb�z
 aut�{rendsz�m k�sz�thet
 (k�t bet�b
l �s n�gy sz�mjegyb
l)?1.1.2. H�ny pontosan hatjegy� sz�m van a t�zes sz�mrendszerben,a) ha val�di hatjegy� sz�m nem kezd
dhet 0{val?b) �s ha m�g azt is megk�vetelj�k, hogy ne legyen 10{zel oszthat�?1.1.3. H�nyf�lek�ppen festhetj�k egy n{emeletes h�z szintjeit feh�rre, drappra �s barn�ra,ha szomsz�dos szintek nem lehetnek egysz�n�ek?1.1.4. Egy 15 tag� klub eln�k�t, titk�rt �s jegyz
t v�laszt.a) H�nyf�lek�ppen tehetik ezt?b) �s ha a n�pszer� Kov�s �rnak mindenk�ppen szeretn�nek valamilyen tiszts�get adni?1.1.5. Egy versenyen 57{en indulnak; az �js�gok az els
 hat helyezett nev�t k�zlik. H�nyf�lelehet ez a lista?1.1.6. n k�l�nb�z
 vir�got k k�l�nb�z
 v�z�ba h�nyf�lek�ppen oszthatunk el? (Egyes v�z�k�resek is maradhatnak.)1.1.7. H�ny darab m� n{es 0� 1-m�trix van? (Elemeik teh�t 0{k vagy 1{esek.)1.1.8. H�ny k�l�nb�z
 sz�msorozatot kaphatunk, ha t�zszer dobunka) dob�kok�valb) p�nzdarabbal?1.1.9. H�nyan vannaka) egy n{elem� halmaz �sszes r�szhalmazai?b) az n hossz�s�g� 0� 1{sorozatok? 165



166 Feladatok) Mi�rt egyenl
 a fenti k�t eredm�ny? Mutass k�ls�n�sen egy�rtelm� term�szetes meg-feleltet�st!1.1.10. H�nyf�lek�pp lehet elhelyezni a sakkt�bl�n 8 b�sty�t, hogy semelyik kett
 se �sseegym�st?1.1.11. H�ny olyan hatjegy� sz�m van, amelyben az els
 h�rom jegy azonos az utols� h�-rommal?Dobjuk ki a rosszat!1.1.12. H�ny term�szetes sz�m teljes�ti az 57 � n � 113 felt�telt?1.1.13. H�ny hatjegy� term�szetes sz�m van? (Ami 0{val kezd
dik, az nem hatjegy�.)1.1.14. Kok�val t�zszer dobva h�ny olyan sorozatot kaphatunk, amiben van legal�bb egyhatos?1.1.15. Egy 15 tag� klub eln�k�t, titk�rt, jegyz
t �s p�nzt�rost v�laszt. A n�pszer� Kov�s�rnak mindenk�ppen szeretn�nek valamilyen tiszts�get adni. H�nyf�le lehet a vezet
s�g?. . . �s ha t�bbsz�r is megsz�moltuk?1.1.16. Kilen egyforma �dula k�z�l n�gyre egy{egy A{t �runk piros, k�k, z�ld illetve feketetint�val; a t�bbin a B,C,D,E �s F bet�k tal�lhat�k feket�vel.a) H�nyf�lek�ppen rakhatjuk a �dul�kat sorba egym�s ut�n?b) Szil�rd, szeg�ny, sz�nvak; egy�ltal�n nem tudja megk�l�nb�ztetni a sz�neket. H�nyolyan sorrendje van a �dul�knak, amikor 
 sak azt l�tja, hogy ABC szerint sorbanvannak? �s h�ny olyan, amikor sak a BACADAEAF sorrendet l�tja?) H�ny sorrendet tud megk�l�nb�ztetni Szil�rd?1.1.17. H�sz egyforma �dula k�z�l nyolra �1"{et, �tre �2"{t �s h�tre �3"{at �rtunk (mind-egyiket feket�vel!). H�nyf�lek�ppen rakhatjuk sorba 
ket?1.1.18. H�nyf�le anagramma (a bet�k sorrendj�nek megv�ltoztat�s�val keletkez
, esetleg�rtelmetlen sz�) k�sz�thet
 a MATEMATIKA bet�ib
l?



Feladatok 167
Gyakorl� feladatok1.1.19. A kanadai ir�ny�t�sz�mok XnXnXn alak�ak, ahol az X{ek egy{egy (esetleg k�l�n-b�z
) bet�t, az n{ek egy{egy sz�mjegyet jelentenek. H�ny ilyen ir�ny�t�sz�m l�tezhet?1.1.20. Az iskolai atl�tika versenyre magasugr�sb�l, t�volugr�sb�l, 60 ill. 400 m�teres fut�sb�l�s kislabda dob�sb�l kell egy oszt�ly 27 tanul�ja k�z�l ki�ll�tani egyet{egyet. Ugyanaz azember t�bb (ak�r az �sszes) sport�gban is indulhat. H�nyf�le lehet a nevez�si lista?1.1.21. n ��t �s n l�nyt egy sorba akarunk �ll�tani �gy, hogy mindig felv�ltva egy l�ny { egy�� k�vetkezzen. H�nyf�lek�ppen tehetj�k ezt?1.1.22. H�nyf�lek�ppen k�ldhet�nk el egy ny�ron 29 k�l�nb�z
 k�peslapot n�gy ismer
s�nk-nek? (Megtehetj�k, hogy valaki egyet se kap; ak�r mindet k�ldhetj�k ugyanannak.)1.1.23. H�ny h�sztag� szimmetrikus 0� 1{sorozat van? (m�sodik fele az els
 t�k�rk�pe)1.1.24. A vitorl�sbajnoks�gon 37 haj� indult. Fakez� Jansi� eddig mindig utols�nak �rt�lba; r�gi v�gya, hogy el
bbre rukkoljon. A verseny ut�n l�tjuk, amint sz�les mosollyalmegy hazafel�: siker�lt! H�nyf�le lehetett a befut�si sorrend? (M�g az sem kiz�rt, hogy |�ri�si szerens�vel | dobog�ra ker�lt vagy ak�r nyert is!)1.1.25. Egy Forma I{es sapatr�l az a h�r j�rja, hogy els
 sz�m� versenyz
j�ket, X{et am�sik, Y nem el
zheti meg, ha X az els
 helyen van; s
t, ha 
 vezet �s X felz�rk�zikm�g�je, k�teles el
re engedni. M�s helyez�sek�rt | ha nem 
k vannak az �len | szabadegym�ssal sat�zniuk. H�nyf�le lehet a sorrend a dobog�n (els
 h�rom hely) egy olyanfutamon, ahol huszonnyolan indulnak?1.1.26. T�z egyforma sokit, hat egyforma r�g�gumit �s kilen egyforma j�gkr�met osztunk ki25 gyerek k�z�tt �gy, hogy mindenki pontosan egyvalamit kapjon. H�nyf�lek�ppen tehetj�kezt?Skatuly�k, �tlagok | h�nyszor sz�mol, aki nem rest?1.1.27. Hat p�r fekete �s ugyanannyi k�k zoknid | amelyeket, sajnos, nem rakt�l �ssze



168 Feladatokp�ros�val | �sszekeveredett a ��kban. Teljes s�t�ts�gben h�ny darabot kell el
venned a24{b
l, hogy biztosan legyen k�zt�k egy �sszeill
 p�r?1.1.28. (folytat�s) �s ha egy k�k p�rra van sz�ks�ged?1.1.29. Ha egy m�trix minden sor�ban az elemek �tlaga legal�bb 100, akkor van olyan oszlopis, ahol az �tlag szint�n legal�bb 100.1.1.30. Egy �sszej�vetelen t�zen vettek r�szt. �rkez�skorn�gy m�sikkal fogott kezet 5 ember�t m�sikkal fogott kezet 2 emberhat m�sikkal fogott kezet 3 emberH�ny k�zfog�s t�rt�nt �sszesen?1.1.31. H�ny m�rk
z�st j�tszanak egy n r�sztvev
s kies�ses ping{pong versenyen?1.1.32. Egy n�gyzet alak� 3 � 3-as t�bl�zat mind a 9 mez
j�be be�rjuk a 7; 8; 9 sz�mokvalamelyik�t. Kit�lthet
-e a t�bl�zat �gy, hogy minden sorban �s minden oszlopban �s ak�t �tl�ban is supa k�l�nb�z
 eredm�nyt adjon a be�rt sz�mok �sszege?1.1.33. Egy gimn�ziumi oszt�lyb�l 18-an j�rnak a matek, k�mia �s irodalom szakk�rb
l leg-al�bb egyikre. A k�mia szakk�r�s�k sz�ma 8, az irodalom szakk�r�s�k� 12. Eggyel t�bbj�r matekra, mint ah�nyan mindh�rom szakk�rre j�rnak. H�nyan j�rnak matekra?1.1.34. Bizony�tsuk be, hogy egy 100 f
s t�rsas�gban mindig van legal�bb 9, aki ugyanabbana h�napban sz�letett!Binomi�lis egy�tthat�k1.1.35. H�nyf�lek�ppen lehet sorba rakni k�t 1{est �s n� 2 db. 0{t?1.1.36. H�ny olyan n-elem� 0� 1 sorozat van, mely egy adott sorozatt�l pontosan k�t poz�-i�ban k�l�nb�zik?1.1.37. H�ny olyan n-elem� 0� 1 sorozat van, melyben pontosan 2 db egyes van �s mindk�tegyesn�l k�zvetlen�l el
tte is, ut�na is z�rus �ll?1.1.38. Ugyanez a k�rd�s a �k�zvetlen�l" sz� n�lk�l.1.1.39. � Hat�rozzuk meg az olyan, k db egyesb
l �s l db z�rusb�l �ll� sorozatok sz�m�t,melyben ninsenek szomsz�dos z�rusok!



Feladatok 1691.1.40. Egy k�rm�rk
z�ses bajnoks�gon n sapat indul. Mindegyik mindegyikkel j�tszik egy-szer egyik�k, egyszer m�sikuk p�ly�j�n. H�ny mesb
l �ll a bajnoks�g?1.1.41. Ugyanez a k�rd�s, ha minden m�rk
z�st a N�pstadionban rendeznek (a nagy �rdek-l
d�s miatt), �s �gy persze mindenki mindenkivel sak egyszer j�tszik.1.1.42. Egy n tag� t�rsas�gban mindenki mindenkit k�zfog�ssal �dv�z�lt. H�ny k�zszor�t�st�rt�nt �sszesen?1.1.43. Mi k�ze egym�shoz az el
z
 n�gy feladatnak?1.1.44. M�dos�tsuk a Lott� szab�lyokat! Tegy�k fel, hogy a 90 sz�mb�l h�rmat h�znak ki.H�ny szelv�ny kell a biztos telital�lathoz?1.1.45. Bizony�tsuk be, hogy �n2� = �k2�+ �n�k2 �+ k(n� k) minden 0 � k � n-re!1.1.46. Adjunk hasonl� formul�t �n3�-ra is!1.1.47. Az �xy� jel�l�st haszn�lva �rd fel, h�ny olyan k{elem� r�sze van az f1; 2; . . . ; ng hal-maznak,a) amiben az n benne van?b) �s amiben nins benne?1.1.48. H�nyf�lek�ppen olvashatod ki a MATEMATIKA sz�t a k�vetkez
 �bra bal fels
sark�b�l a jobb als�ig haladva?MATEMATATEMATITEMAT I KEMAT I KA1.1.49. Egy n�gyzetr�s (0; 0) pontj�b�l r�segyenesek ment�n jobbra vagy felfel� l�pve h�ny-f�lek�ppen juthatsz el az (u; v) pontba? (u; v � 0)1.1.50. Legyen p pr�m �s 1 � k < p. Mutassuk meg, hogy �pk� oszthat� p-vel!1.1.51. Mutassuk meg, hogy ez nem felt�tlen�l teljes�l, ha p �sszetett sz�m!1.1.52. � S
t, mutassuk meg hogy minden m �sszetett sz�mhoz van olyan 1 � k < m, hogy�mk � nem oszthat� m-mel!1.1.53. Mutasd meg, hogy minden nem-�res halmaznak ugyanannyi p�ros elemsz�m� r�szevan, ah�ny p�ratlan!1.1.54. �n0�� �n1�+ �n2�� . . . + (�1)n�nn� = ?



170 Feladatok1.1.55. �nk� = nk �n� 1k � 1�.1.1.56. n�nk� = (k + 1)� nk+1�+ k�nk�.1.1.57. nXk=0 k�nk� = n2n�1.1.1.58. Xk �rk�� sn� k� = �r + sn � .1.1.59. Bizony�tsuk be, hogy Pn�m �nk� = �m+1k+1�.1.1.60. Ennek felhaszn�l�s�val adjunk formul�t Pn2 -re!1.1.61. Mennyi Pk � n2k� ?1.1.62. Egy �vfolyam 50 l�ny �s 30 �� hallgat�ja �ttag� k�ld�tts�get v�laszt, �spedig h�roml�nyt �s k�t ��t. H�nyf�lek�ppen tehetik ezt?1.1.63. (folytat�s) Ansa �s Beri �ppen haragban vannak; nem akarnak egy�tt beker�lni.H�nyf�le lehet a deleg�i�?1.1.64. Egy 8 ��b�l �s 5 l�nyb�l �ll� t�rsas�gb�l h�nyf�lek�pp v�laszthatunk 6 f
t �gy, hogylegal�bb 2 l�ny legyen k�zt�k?1.1.65. A bridzsben h�nyf�lek�pp kaphatok az 52 lapos k�rtyasomagb�l 13 lapot �gy, hogya) 3 �szt,b) 4 k
rt,) 3 �szt �s 4 k
rt kapok?1.1.66. H�nyf�lek�pp lehet 6 elemet k�t 3-elem� soportra osztani? �s �ltal�ban 2k elemetk�t k-elem�re?1.1.67. H�nyf�lek�pp lehet 7 elemet egy 4-elem� �s egy 3-elem� soportba osztani?1.1.68. H�ny olyan, 1024-n�l kisebb pozit�v eg�sz sz�m van, mely 3 db k�l�nb�z
 2-hatv�ny�sszegek�nt �ll el
?1.1.69. � Egy n-elem� halmaznak legfeljebb h�ny r�szhalmaza adhat� meg �gy, hogy b�rmelykett
 messe egym�st?Ha egy elem t�bbsz�r is szerepelhet1.1.70. Mutass k�ls�n�sen egy�rtelm� megfeleltet�st



Feladatok 171a) az 1 �s 2 sz�mjegyekb
l k�pezhet
 �ttag� monoton n�v
 sorozatok �s az 1,2,3,4,5 �s6 jegyekb
l �ll�, ugyansak �ttag� szigor�an monoton n�v
 sorozatok k�z�tt!b) az n tag� a1; a2; . . . ; an (1 � ai � k) monoton n�v
 �s az ugyansak n tag� b1; b2;. . . ; bn (1 � bi � k + n� 1) szigor�an monoton n�v
 sorozatok k�z�tt!) Mutasd meg, hogy a b) alattiakb�l �n+ k � 1n � db. van!1.1.71. Melyik k�szletben van t�bb domin� �s mi�rt:a) 0{t�l 8{ig sz�mozva, dupl�k is vannak;b) 0{t�l 9{ig sz�mozva, dupl�k ninsenek.1.1.72. Egy gyereknek 10 r�g�gumit akarsz venni; goly�, Donald �s lapos van. H�nyf�lek�ppv�logathatsz?1.1.73. 	tfajta k�peslapot �rulnak. H�nyf�lek�pp vehet�nk 12 -t?Vegyes feladatok1.1.74. A sakkt�bl�n h�ny 1{1 szomsz�dos vil�gos �s s�t�t n�gyzetb
l �ll� t�glalap tal�lhat�?1.1.75. 5 k�nyv�nk van anal�zisr
l, 6 diszkr�t matematik�r�l �s 8 a sz�m�t�g�pekr
l. H�ny-f�lek�pp helyezhetj�k el 
ket a polunkon, ha az egyforma t�m�j�aknak egym�s mellettkell lenni�k?1.1.76. A fogorvosra v�r� 5 beteg h�nyf�lek�pp v�laszthat 1{1 olvasnival�t a v�r�szob�banl�v
 10 k�l�nb�z
 foly�iratb�l, ha egy foly�iratot sak egy beteg v�laszthat?1.1.77. Bergeng�i�ba �rve bev�ltottuk forintjainkat: 3n+1 darab helyi p�nz�rm�t kaptunk:n db 1-piunk�sat, tov�bb� 1{1 darab 2; 4; 8; . . . ; 22n+1-�tyingeset. A �tying n+1 piunk�t�r. H�nyf�le �sszeget tudunk ki�zetni pontosan n darab p�nz�rm�t haszn�lva?1.1.78. A liftbe hatan sz�lltak be a f�ldszinten. A lift az 1., 2., 3. �s 4. emeleten egyar�ntmeg�ll. H�nyf�lek�pp sz�llhatnak ki az utasok?1.1.79. � A liftben ezenk�v�l elgurult a f�ldszintr
l val� indul�skor 6 db egyforma �veggoly�.Mind kigurult valamelyik emeleten val� meg�ll�skor. Ez h�nyf�lek�pp t�rt�nhetett?1.1.80. Legyen j r�gz�tett pozit�v eg�sz. Mutassuk meg, hogy minden nemnegat�v n eg�szsz�mhoz tal�lhat�ak olyan 0 � a1 < a2 < . . . < aj eg�szek, hogy n = �a11 �+�a22 �+. . .+�ajj �teljes�lj�n!



172 Feladatok1.1.81. � Azt is mutassuk meg, hogy n egy�rtelm�en hat�rozza meg az ai sz�mokat!1.1.82. H�nyf�lek�pp v�laszthat egy k ��b�l �s n l�nyb�l �ll� klub eln�k�t, aleln�k�t �stitk�rt, ha az eln�k �s az aleln�k nem lehet egynem�?1.1.83. H�nyf�lek�pp jel�lhet�nk meg a lott�szelv�nyen tal�lhat� 90 sz�m k�z�l 5-�t �gy,hogy p�ros legyena) az 5 sz�m szorzata?b) az 5 sz�m �sszege?1.1.84. Egy budapesti, egy vid�ki �s egy k�lf�ldi bar�tunknak szeretn�nk 2-2 k�peslapotk�ldeni �gy, hogy egyik se kapjon 2 egyform�t. H�nyf�lek�pp tehet
 ez meg, ha a boltban�sszesen 5-f�le lap kaphat�?1.1.85. H�nyf�lek�pp juthatunk el a 3-dimenzi�s koordin�tarendszer (0; 0; 0) pontj�b�l a(k; l;m) pontj�ba (k; l;m � 0 eg�szek), ha minden l�p�sben valamely tengellyel p�rhuza-mosan l�p�nk egy egys�gnyit pozit�v ir�nyban?1.1.86. H�ny k�l�nb�z
, nem elfajult h�romsz�g alkothat� az �br�n megjel�lt pontokb�l,mint s�sokb�l? (Nem elfajult egy h�romsz�g, ha s�sai nem esnek egy egyenesbe.)
t t t ttttttttt B DEFGHIJKL A C
1.1 �bra1.1.87. Egy 14 m�rk
z�ses TOT� els
 n�gy m�rk
z�s�r
l tudjuk, hogy nem v�gz
dhet d�n-tetlennel. Legal�bb h�ny szelv�nyt kell kit�lteni, hogy biztosan legyen k�z�tt�k telital�la-tos?1.1.88. H�ny olyan n hossz� 0� 1 sorozat van, amelyben ugyanannyi a 0-s, mint az 1-es?1.1.89. Legyen n p�ros sz�m. Bizony�tsuk be, hogyn=2Xi=0 �n2i� = 2n�1:



Feladatok 1731.1.90. H�ny olyan h�tjegy� telefonsz�m k�sz�thet
, melyben b�rmely k�t szomsz�dos sz�m-jegy szorzata pr�msz�m? (Figyelem a 0 �s az 1 nem pr�msz�mok!)1.1.91. Fot�z�shoz szeretn�nk k�t n hossz�s�g� sorba fel�ll�tani 2n k�l�nb�z
 magass�g�embert �gy, hogy az els
 sor egyetlen tagja se takarja azt, aki a m�sodik sorban m�g�tte �ll(vagyis a m�sodik sor minden tagja magasabb legyen az �pp el
tte �ll�n�l). H�nyf�lek�pplehets�ges ez?1.1.92. Egy v�rosban 10000 ker�kp�r van 1-t
l 10000-ig megsz�mozva. Mi a val�sz�n�s�ge,hogy el
sz�r olyan ker�kp�rt l�ssunk, amelyen nem szerepel a 8-as?1.1.93. Rakjuk ki a FEST�K sz�t kiv�gott bet�kb
l, majd keverj�k �ssze a bet�ket �sv�letlenszer�en egyenk�nt v�lasszunk ki k�z�l�k 4-et �s helyezz�k el ezeket a kih�z�s sor-rendj�ben. Mi a val�sz�n�s�ge, hogy �pp a FEST sz�t kapjuk? �s mi a helyzet a TETEJE�s az ETET szavak eset�n?1.1.94. H�nyf�lek�pp fedhet
 le a 2 � k-as t�glalap k db 2 � 1-es domin�val? (rekurzi�valpr�b�lkozzunk!)Gr�felm�let2.1.1. Van{e olyan (legal�bb k�t pont�) gr�f, amiben minden pont foka k�l�nb�z
?2.1.2. Van-e olyan egyszer� gr�f, melyben a pontok foka rendrea) 1,2,2,3,3,3b) 1,1,2,2,3,4,4) 5,5,5,6,6,6,7,7,7d) 1,2,2,3,4,4,5,6,6e) 1,1,3,3,3,3,5,6,8,9f) 2,3,3,4,5,6,7g) 1,3,3,4,5,6,6?2.1.3. Ahol nemleges volt a v�lasz, d�nts�k el, hogy t�bbsz�r�s �s hurok�leket is tartalmaz�gr�fok k�r�ben tal�lhat�-e megold�s!2.1.4. Tetsz
leges gr�fban a p�ratlan fok� pontok sz�ma p�ros.



174 Feladatok2.1.5. Hat�rozzuk meg az �sszes olyan, p�ronk�nt nem izomorf egyszer� gr�fot, melyrea) v = 4, e = 5b) v = 5, e = 3) v = 5, e = 7d) v = 5, e = 8e) v = 5, minden pont foka � 32.1.6. Az n+1 pont� sillag egy n-edfok� �s n els
fok� pontb�l �ll� egyszer� gr�f. Hat�rozzukmeg, h�ny p�ronk�nt nem izomorfa) r�szgr�fja, ill.b) fesz�tett r�szgr�fja van!2.1.7. Mutasd meg, hogy ha egy 2n pont� gr�f minden pontj�nak foka legal�bb n, akkor agr�f �sszef�gg
!2.1.8. (folytat�s)Igaz marad{e az el
z
 �ll�t�s, ha n� 1 fok� pontokat is megenged�nk?2.1.9. Igaz{e, hogy vagy G, vagy a komplementere biztosan �sszef�gg
?Gyakorl� feladatok2.1.10. Igaz{e, hogy minden �sszef�gg
 gr�f tartalmaz k�rmentes �sszef�gg
 fesz�t
 r�szgr�-fot?2.1.11. Melyek azok a gr�fok, amelyekben b�rmely k�t �lnek van k�z�s pontja?2.1.12. Ha egy �sszef�gg
 gr�f minden pontja m�sodfok�, akkor a gr�f egyetlen k�rb
l �ll.2.1.13. Milyen komponensekb
l �llhat egy gr�f, ha minden pontj�nak foka legfeljebb 2 ?2.1.14. Legyen A � V (G) �s jel�lj�k k-val a gr�f azon �leinek sz�m�t, melyek egyik v�gpontjaA-ban van, a m�sik nem. Mutassuk meg, hogy k akkor �s sak akkor p�ros, ha A-ban ap�ratlan fok� pontok sz�ma p�ros!2.1.15. Jellemezz�k azokat a gr�fokat, melyekben minden k�r p�ratlan hossz�s�g�!2.1.16. Izomorfak-e az 2.1. �bra illetve a 2.2. �bra gr�fjai?2.1.17. Adjunk p�ld�t olyan izomorf gr�fokra, melyek ponthalmazai k�z�tt az 1{1 �rtelm�megfeleltet�s sak egyf�lek�pp k�sz�thet
 el, �s olyanokra is, ahol nem.
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2.1. �bra
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....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................2.2. �bra2.1.18. Egy G gr�f pontjai legyenek egy 5-elem� halmaz elemeib
l k�pezhet
 p�rok �s k�tpont akkor �s sak akkor legyen szomsz�dos a gr�fban, ha a megfelel
 p�rok diszjunktak.A 2.3. �bra k�t gr�fja k�z�l melyik izomorf G-vel? t t tt t t tttt..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................................................................................................................................................
................................................................................................................................................................................................................. ..............................................................................................................................................................................................................ttt

tt ttttt t.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ....................................................................................................................................
.......................................................................................................................................................................................................................................................

................................................................ ....................................................................
................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. .................................................................................................................................................................................................................................................................... 2.3. �bra2.1.19. Rajzoljunk a komplementer�vel izomorfa) 5-pont�, ill.b) 6-pont� gr�fot!2.1.20. H�ny egym�ssal nem izomorf 60 pont� �s 1768 �l� egyszer� gr�f l�tezik?2.1.21. Bizony�tsuk be, hogy egy elv�g� �l v�gpontja vagy els
fok�, vagy elv�g� pont! Igaz-e,



176 Feladatokhogy minden elv�g� ponthoz illeszkedik legal�bb egy elv�g� �l?2.1.22. Egy �l mindk�t v�gpontja elv�g� pont. Biztos-e, hogy 
 elv�g� �l?2.1.23. Egy gr�fban minden pont foka 3. Bizony�tsuk be, hogy minden elv�g� pont legal�bbegy elv�g� �lhez illeszkedik!2.1.24. Lehet-e egy pont a gr�fban is �s a komplementer�ben is elv�g�?2.1.25. Legyen a G egyszer� gr�fban minden pont foka legal�bb k. Mutassuk meg, hogyG-ben van egy legal�bb k hossz�s�g� �t!2.1.26. (folytat�s) Bizony�tsuk be, hogy l�tezik egy legal�bb k + 1 hossz� k�r is!2.1.27. Legyen a G egyszer� p�ros gr�fban minden pont foka legal�bb 4. Mutassuk meg,hogy G-ben van egy legal�bb 8 hossz�s�g� �t!2.1.28. Legyen G �sszef�gg
 �s k < v(G). Bizony�tsuk be, hogy G-nek van pontosan k-pont��sszef�gg
 r�szgr�fja!2.1.29. Igaz-e, hogy minden �lt tartalmaz legal�bb egy v�g�s?2.1.30. Egy sillag (ld. a 2.1.6. feladatot) �lei v�g�st alkotnak?2.1.31. Mutassunk p�ld�t k�t olyan v�g�sra, teh�t (tartalmaz�sra n�zve) minim�lis elv�g��lrendszerre, melyek �lsz�ma k�l�nb�z
, teh�t melyek k�z�l legal�bb az egyik (m�retren�zve) nem minim�lis!2.1.32. Egy G gr�f L(G) �lgr�fj�t �gy de�ni�ljuk, hogy L(G) pontjai G �leinek felelnekmeg �s k�t pont akkor van �sszek�tve L(G)-ben, ha a megfelel
 �leknek G-ben van k�-z�s v�gpontjuk. Bizony�tsuk be, hogy nins olyan G gr�f, melynek �lgr�fj�ban fesz�tettr�szgr�fk�nt megjelenne a K1;3 r�szgr�f!2.1.33. Bizony�tsuk be, hogy egy �sszef�gg
 k{regul�ris p�ros gr�f b�rmely pontj�t elhagyvaa gr�f �sszef�gg
 marad!2.1.34. Adott egy k pozit�v eg�sz sz�m. Mely n �rt�kekre l�tezik n pont� k{regul�ris egyszer�gr�f?2.1.35. Bizony�tsuk be, hogy ha egy n pont� egyszer� gr�fban legal�bb n+ 1 �l van, akkorvan a gr�fban egy legal�bb 3 fok� pont!
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F�k2.2.1. Rajzold fel az �sszes 3, 4 ill. 5 pont� f�t! (Az izomorfakat | amelyek a pontok ser�j�velegym�sba mennek | sak egyszer.)2.2.2. H�ny olyan p�ronk�nt nem izomorf 8-pont� fa van, mely pontosan 2 db harmadfok�pontot tartalmaz?2.2.3. H�ny olyan p�ronk�nt nem izomorf k-pont� fa van, mely tartalmaz (k � 3)-adfok�pontot?2.2.4. Igaz{e, hogy minden f�ban van pontosan els
fok� pont?2.2.5. Igaz{e, hogy n pont�, legal�bb n �l� gr�fban van k�r?2.2.6. Igaz{e, hogy f�ban mindig van legal�bb k�t els
fok� pont?2.2.7. Legyen � egy f�ban a maxim�lis foksz�m. Bizony�tsuk be, hogy a fa legal�bb � darabels
fok� pontot tartalmaz!2.2.8. H�zz�l be egy f�ba m�g egy �lt! Bizony�tsd be, hogy �gy mindig pontosan egy k�rkeletkezik!2.2.9. Bizony�tsd be, hogy �sszef�gg
 gr�fb�l mindig elhagyhat� egy pont (a bel
le indul��lekkel egy�tt) �gy, hogy �sszef�gg
 gr�f maradjon!2.2.10. Mely �sszef�gg
 gr�fokb�l rad�rozhatunk ki egy �let (de pontokat nem!), hogy az�sszef�gg
s�g ne sz�nj�n meg?2.2.11. Igazold, hogy b�rmely, legal�bb �t pont� gr�fban vagy a komplementer�ben van k�r!2.2.12. Bizony�tsd be, hogy b�rmely n pont� �sszef�gg
 gr�fnak legal�bb n� 1 �le van!2.2.13. Bizony�tsuk be, hogy egy legal�bb k�t pont� egyszer� gr�f akkor �s sak akkor fa, hab�rmely k�t pontj�t pontosan egy �t k�ti �ssze!2.2.14. Legal�bb h�ny �le van egy olyan gr�fnak, amiben nins elv�g� pont!2.2.15. Jellemezz�k azokat az �leket, melyek minden fesz�t
 f�ban benne vannak, �s azokat,melyek egyikben sinsenek benne!2.2.16. Mutassuk meg, hogy minden, v�g�st nem tartalmaz� �lhalmaz kieg�sz�thet
 egykifesz�t
 erd
 komplementer�v�!



178 Feladatok2.2.17. Legyen C egy gr�f k�re �s e; f k�t k�l�nb�z
 �l C-ben. Bizony�tsuk be, hogy vanolyan v�g�s, melynek �pp e �s f a k�t C-vel k�z�s �le!2.2.18. Az n hossz�s�g� 0 � 1 sorozatok legyenek egy gr�f pontjai, k�t pont akkor �s sakakkor legyen �sszek�tve, ha a k�t sorozat pontosan egy koordin�t�j�ban t�r el. Legal�bbh�ny �let kell ebb
l a gr�fb�l elhagyni, hogy k�rmentess� v�ljon?2.2.19. Egy 4-regul�ris, �sszef�gg
 gr�fb�l t�r�lj�k ki egy fa �leit. Bizony�tsuk be, hogy amarad�k gr�f legal�bb k�t k�rt tartalmaz!2.2.20. Egy egyszer� gr�f minden pontja legal�bb k-adfok�. Bizony�tsuk be, hogy ennektetsz
leges k + 1 pont� fa r�szgr�fja!2.2.21. H�ny �le van egy n pont�, egyszer� gr�fnak, ha pontosan 3 k�l�nb�z
 fesz�t
f�javan?2.2.22. Mely f�k izomorfak saj�t komplementer�kkel?2.2.23. Mely fa Pr�fer{k�dja a 447741 sorozat?2.2.24. Egy n �mk�zett pont� f�nak h�ny olyan r�szgr�fja van, mely legfeljebb 3 kompo-nensb
l �ll? (Egy esetleges izol�lt pont is komponens!)2.2.25. Egy F fa Pr�fer{k�dja supa k�l�nb�z
 sz�mokb�l �ll. Hogyan jellemezhetj�k F -et?2.2.26. Egy F fa Pr�fer{k�dja supa egyforma sz�mokb�l �ll. H�ny �lb
l �ll a leghosszabb�t?2.2.27. Legyen d1; d2; . . . ; dn olyan pozit�v eg�szek sorozata, melyek �sszege 2n�2. Mutassukmeg, hogy van olyan n-pont� fa, melynek �pp ezek a foksz�mai!2.2.28. Keress�nk maxim�lis �sszs�ly� f�t a 2.4. �bra els
 gr�fj�ban!2.2.29. H�ny k�l�nb�z
 minim�lis �sszs�ly� fa van a 2.4. �bra m�sodik gr�fj�ban?
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2.4. �bra



Feladatok 1792.2.30. Keress�nk egy minim�lis �sszs�ly� fesz�t
f�t a 2.5. �bra gr�fjaiban �s azt is hat�roz-zuk meg, hogy h�ny k�l�nb�z
 minim�lis �sszs�ly� fa van!
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11 24 6 516 26

3 4 1 11 33 4 223 2
7 8 87 846
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11 2 3321 3 42 62.5. �bra2.2.31. Tartalmazhatja-e egy k�r legols�bb �l�t egy maxim�lis �sszs�ly� fa?2.2.32. Lehets�gesek-e az al�bbiak?a) Egy �sszef�gg
 gr�fban sak egyetlen legols�bb �l van �s az nem szerepel a minim�lis�sszs�ly� f�ban.b) Egy �sszef�gg
 gr�fban 4 darab legdr�g�bb �l van �s mindegyik szerepel mindegyikminim�lis �sszs�ly� f�ban.) Egy �sszef�gg
 gr�fban 4 darab legdr�g�bb �l van �s mindegyik szerepel valamely, denem minden minim�lis �sszs�ly� f�ban.2.2.33. Legyen Q v�g�s egy �sszef�gg
 G gr�fban. A G � Q k�t komponens�ben F1 , ill.F2 egy-egy minim�lis �sszs�ly� kifesz�t
 fa. Legyen e a Q-t alkot� �lek k�z�l a legkisebbs�ly�. Mi mondhat� F1 [ F2 [ feg-r
l?2.2.34. Egy n � n-es m�trixot sakkt�bl�nak k�pzel�nk �s el kell helyezn�nk rajta n db�b�sty�t" �gy, hogy semelyik kett
 ne �sse egym�st. Minden ilyen kon�gur�i�hoz hozz�-rendel�nk egy �sszs�lyt: azon n darab m�trix{elem �sszeg�t, melyeken a �b�sty�k" �llnak.



180 FeladatokMutassuk meg, hogy �ltal�ban a maxim�lis �sszs�ly� kon�gur�i� nem kaphat� meg egymoh� jelleg� algoritmussal!2.2.35. Legyenek a gr�f e1; e2; . . . �lei egym�st�l f�ggetlen�l rendre p1; p2; . . . val�sz�n�s�ggelmeghib�sod� telefonvonalak. A kifesz�t
 f�k k�z�l keress�k meg azt, melynek a legnagyobba megb�zhat�s�ga (teh�t melyre maxim�lis annak a val�sz�n�s�ge, hogy egyik �l sem hib�-sodik meg).S�kbarajzolhat� gr�fok, dualit�s2.3.1. S�kbarajzolhat�ak-e a 2.6. �br�n l�that� gr�fok? (Csak a karik�k a gr�f pontjai!)
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................................................................................................................................................................................................................................................................................................. 2.6. �bra2.3.2. Egy hatelem� halmaz k�telem� r�szhalmazai legyenek egy gr�f pontjai. K�t pont akkorlegyen �sszek�tve egy �llel, ha a nekik megfelel
 r�szhalmazok diszjunktak (metszet�k�res). S�kbarajzolhat�-e ez a gr�f?2.3.3. A Gn gr�f pontjai feleljenek meg egy 2n-elem� halmaz n� 1 elem� r�szhalmazainak.K�t pont akkor legyen �sszek�tve egy �llel, ha a megfelel
 r�szhalmazok diszjunktak. Melyn-ekre lesz Gn s�kbarajzolhat�?



Feladatok 1812.3.4. Bizony�tsuk be, hogy egy 4{regul�ris, egyszer� p�ros gr�f nem lehet s�kbarajzolhat�!2.3.5. Bizony�tsuk be, hogy ha a g�mbre rajzolt, t darab tartom�nyb�l �ll� t�rk�p gr�fj�nake �le van �s a gr�f 3-regul�ris, akkor 6t = 2e+ 12 !2.3.6. Mutassuk meg, hogy ha egy egyszer�, s�kbarajzolhat�, h�rom hossz� k�rt nem tartal-maz� gr�fnak legal�bb 3 pontja van, akkor e � 2n� 4 !2.3.7. Az n-pont�, e �l�, s�kbarajzolhat� gr�f b�rmely 5 �l�t kiv�lasztva l�tezik G-nek olyanfesz�t
f�ja, amely mind az 5 �let tartalmazza. Bizony�tsuk be, hogy ekkor e � 32n� 3 !2.3.8. Adjunk fels
 besl�st egy s�kbarajzolhat� gr�f �leinek sz�m�ra, ha minden k�r�nekhossza legal�bb k (ahol k � 3 r�gz�tett eg�sz)!2.3.9. Mutassuk meg, hogy a k�t Kuratowski-gr�f felrajzolhat� a t�ruszra!
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.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................2.7. �bra2.3.10. S�kbarajzolhat�-e az 2.7. �br�n l�that� els
 gr�f, az �.n. Petersen-gr�f?2.3.11. Rajzoljuk le a s�kban az 2.7. �bra m�sodik �s harmadik gr�fj�t �gy, hogy minden �legyenes szakasz legyen!2.3.12. Bizony�tsuk be, hogy egy egyszer� s�kbarajzolhat� gr�fban nem lehet minden pontfoka legal�bb 6.2.3.13. (folyt.) Tegy�k fel, hogy egy egyszer� s�kbarajzolhat� gr�fban a minim�lis foksz�m5. Mutassuk meg, hogy ekkor legal�bb 12 db �t�dfok� pont van!2.3.14. (folyt.) �les-e a fenti besl�s, vagyis van-e olyan egyszer�, s�kbarajzolhat� gr�f, mely-ben pontosan 12 db �t�dfok� pont van �s nins kisebb fok� pont?2.3.15. LegyenG pontjainak a sz�ma legfeljebb 7. Bizony�tsuk be, hogyG �s a komplementerek�z�l legal�bb az egyik s�kbarajzolhat�!2.3.16. Szab�lyos �tsz�gekb
l �s hatsz�gekb
l akarunk labd�t k�sz�teni: minden �tsz�get 5



182 Feladatokhatsz�g hat�rol, minden hatsz�get 3-3 �tsz�g �s hatsz�g (felv�ltva). Meg lehet-e sin�lni,�s ha igen, egy�rtelm�en meghat�rozhat�-e ebb
l az �tsz�gek �s a hatsz�gek sz�ma?2.3.17. Hasonl� k�rd�s szab�lyos h�romsz�gekkel �s n�gyzetekkel (minden n�gyzetet 4 h�-romsz�g, minden h�romsz�get 2 n�gyzet �s 1 h�romsz�g hat�roljon).A k�vetkez
 feladatokhoz: k�t gr�f gyeng�n izomorf, ha �lhalmazaik k�z�tt l�tes�thet
olyan, k�ls�n�sen egy�rtelm� megfeleltet�s, mely k�rt k�rbe visz.2.3.18. Keress�nk izomorf �s gyeng�n izomorf p�rokat a 2.8. �bra gr�fjai k�z�tt!t t tt t tt t t tttt t tt tt tt ttt t t
t ttttt
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2.8. �bra2.3.19. Tegy�k fel, hogy G egy �sszef�gg
 gr�f, x �s y k�t nem elv�g� pontja, de G� fx; ygk�t komponensre esik sz�t. Ragasszuk �jra �ssze ezt a k�t komponenst, de el
tte az egyiketford�tsuk �t (2.9. �bra). Mutassuk meg, hogy az �j gr�f gyeng�n izomorf a r�givel!.......................................................................................................................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. .................................................................................................................................. ...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................tt tt t tt tt tt t tt tt t........................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .............................................................................................................................................................................................................................................. ............................................................. ..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp2.9. �bra2.3.20. Gyeng�n izomorfak-e a 2.10. �bra gr�fjai?2.3.21. K�sz�ts�k el az 2.7. �bra 2. �s 3. gr�fj�nak a du�lis�t!2.3.22. Mutassuk meg, hogy a Kuratowski-gr�foknak nem lehet du�lisa!2.3.23. Keress�nk olyan gr�fokat, melyek izomorfak a du�lisokkal!2.3.24. G s�kbarajzolhat� �s van Euler{k�re. Bizony�tsuk be, hogy G� p�ros gr�f!2.3.25. Adjunk p�ld�t olyan igaz gr�felm�leti �ll�t�sra, mely �dualiz�lva" hamiss� v�lik!



Feladatok 183t ttt tt tt tt tt t t tt t t tt t ttt2.10. �braA k�vetkez
 feladatokhoz: A G gr�f e = fu; vg �l�nek �sszeh�z�s�n azt �rtj�k, hogy az u�s v pontokat azonos�tjuk, az �gy hurok�ll� v�lt e �lt elhagyjuk, �s minden m�s olyan �lt,mely u-ba, vagy v-be vezetett, az �j pontba vezetj�k. A keletkez
 gr�fot G=e-vel jel�lj�k.2.3.26. Mutassuk meg, hogy (G=e)=f = (G=f)=e !2.3.27. Jel�lj�k f(G)-vel a G gr�f fesz�t
 erd
inek sz�m�t. Tegy�k fel, hogy az e �l sem nemhurok, sem nem elv�g� �l. Mutassuk meg, hogy ilyenkor f(G) = f(G� e) + f(G=e)!2.3.28. Legyen A �s B a G gr�f �lhalmaz�nak k�t diszjunkt r�szhalmaza. Tegy�k fel, hogyA k�rmentes, B v�g�smentes. Bizony�tsuk be, hogy van G-nek olyan fesz�t
 erd
je, melyA-t tartalmazza �s B-t
l diszjunkt!2.3.29. (folyt.) L�ssuk be, hogy egy X � E(G) �lhalmaz akkor �s sak akkor ilyen tulajdon-s�g� fesz�t
 erd
, ha X � A fesz�t
 erd
 (G�B)=A-ben!2.3.30. Egy gr�f s�kbarajzolhat�s�g�nak nyilv�n sz�ks�ges felt�tele, hogy �lek elhagy�sa �s�sszeh�z�sa sor�n ne juthassunk el bel
le a Kuratowski-gr�fok valamelyik�hez. Kuratowskit�tel�nek felhaszn�l�s�val l�ssuk be, hogy ez a felt�tel el�gs�ges is!2.3.31. � (folyt.) Adjunk p�ld�t olyan gr�fra, melyb
l �lek �sszeh�z�s�val el lehet jutni a K5gr�fhoz, azonban a gr�f ne tartalmazzon K5 -tel topol�gikusan izomorf r�szgr�fot!Euler- �s Hamilton-k�r�k �s -utak2.4.1. Bizony�tsuk be, hogy egy �sszef�gg
 gr�f �lei bej�rhat�k �gy, hogy minden �len mind-k�t ir�nyban pontosan egyszer megy�nk v�gig!2.4.2. Mutassuk meg, hogy ha egy �sszef�gg
 gr�f p�ratlan fok� pontjainak a sz�ma 2k,



184 Feladatokakkor a gr�f �lhalmaza lefedhet
 k darab �lsorozat diszjunkt egyes�t�s�vel!2.4.3. Legal�bb h�ny �let kell hozz�adni a Petersen-gr�fhoz, hogy a keletkez
 gr�fban legyenEuler-�t?2.4.4. Igazoljuk, hogy ha egy gr�f minden pontj�nak foka 4, akkor �lei sz�nezhet
k piros �sk�k sz�nekkel �gy, hogy minden �l teljes hossz�ban egysz�n� legyen �s minden ponthoz k�tpiros �s k�t k�k �l illeszkedj�k.2.4.5. Milyen n �rt�kekre tartalmaz az n-pont� teljes gr�f Euler{k�rt vagy {utat?2.4.6. Jel�lj�k Z(a; b)-vel az a egys�g hossz�, b egys�g sz�les t�glalap alak� "kok�s" pap�r�ltal meghat�rozott gr�fot! Van-e a-nak �s b-nek olyan �rt�ke, amikor Z(a; b)-nek vanEuler{k�re vagy -�tja?2.4.7. Mutassuk meg, hogy ha egy gr�fban van Euler{k�r, akkor minden v�g�s�nak p�rossok �le van!2.4.8. (folyt.) Igaz ez az �ll�t�s visszafel�?2.4.9. H�ny k�l�nb�z
 Hamilton-k�rt, ill. utat tartalmaz az n sz�gpont� teljes gr�f, Kn?2.4.10. H�ny k�l�nb�z
 Hamilton-k�rt tartalmaz az az n sz�gpont� gr�f, amitKn-b
l kapunkegy �l�nek elhagy�s�val?2.4.11. H�ny k�l�nb�z
 Hamilton-k�rt, ill. utat tartalmaz az Kn;n?2.4.12. Adjon olyan a; b �rt�keket, melyekre az 2.4.6. feladatban de�ni�lt Z(a; b) gr�fnakvan, ill. nins Hamilton{k�re vagy {�tja!2.4.13. L�tezik-e olyan 6 pont� �s 11 ill. 12 �l� gr�f, amelynek nins Hamilton{k�re?2.4.14. Bizony�tsuk be, hogy ha egy n pont� egyszer� gr�fnak legal�bb �n�12 � + 2 �le van,akkor van benne Hamilton{k�r! Igaz-e ez �n�12 �+ 1 �l eset�n is?2.4.15. A Gn;k gr�f pontjai egy n-elem� halmaz k-elem� r�szhalmazainak felelnek meg. K�tpont akkor van �sszek�tve egy �llel, ha a pontoknak megfelel
 k�t r�szhalmaz diszjunkt.Van-e Gn;k-nak Euler{, ill. Hamilton{k�re haa) n = 6; k = 3?b) n = 16; k = 3?2.4.16. Van-e Hamilton{k�re a 2.11. �br�n l�that� gr�fnak?2.4.17. Van-e Hamilton-k�r a 3{ ill. 4{dimenzi�s koka �leib
l �ll� gr�fban?



Feladatok 185t
t

t t
ttttt tt t

tt
t t t

ttt
................................................................................................................................................................................................................................................. ...........................................................................................................................................

......................................................................................................
....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .....................................................................................................................................

.....................................................................................................................................
.........................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
..........................................................................................................................................................

.................. ...........................................................................................................................................................................
....................................................................................................................................................................

.........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
..................................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................

2.11. �bra2.4.18. Bizony�tsuk be, hogy ha egy �sszef�gg
 G gr�f K k�r�b
l egy �lt t�r�lve G egyleghosszabb �tj�t kapjuk, akkor K Hamilton{k�r volt G-ban!2.4.19. Mutassuk meg, hogy ha egy n-pont� gr�f egyik maxim�lis hossz�s�g� �tja k�t v�g-pontj�nak fok�sszege � n, akkor van a gr�f maxim�lis �tjai k�zt olyan, amelynek v�gpontjaiszomsz�dosak!2.4.20. L�ssuk be, hogy a Petersen{gr�f nem tartalmaz Hamilton{k�rt! �s ha elhagyjukvalamelyik pontj�t?Ir�ny�tott gr�fok2.5.1. L�ssuk be, hogy a gr�f pontjainak be{fokait vagy ki{fokait �sszeadva ugyanazt az�rt�ket kapjuk! Mennyi ez a k�z�s �rt�k?2.5.2. Rajzoljuk fel az �sszes olyan, p�ronk�nt nem izomorf, 3 pont� �s 4 �l�, hurokmentesir�ny�tott gr�fot, melynek van olyan pontja, amelynek ki{foka �s be{foka is 2!2.5.3. Legal�bb h�ny �le van egy n pont� er
sen �sszef�gg
 gr�fnak?2.5.4. Bizony�tsuk be, hogy ha egy v�ges ir�ny�tott gr�fban nins ir�ny�tott k�r, akkor vanforr�s �s nyel
!



186 Feladatok2.5.5. Igaz-e az el
z
 �ll�t�s megford�t�sa?2.5.6. Mi�rt kellett a �v�ges" sz� a 2.5.4. feladat �ll�t�s�ban?2.5.7. H�ny ir�ny�tott k�r lehet, ha a gr�f minden pontj�nak 1 a ki{foka?2.5.8. A 2.2.10. feladat anal�gi�ja nem igaz: mutassunk p�ld�t olyan er
sen �sszef�gg
 gr�fra,amelynek b�rmely pontj�t elhagyva elromlik az er
s �sszef�gg
s�g!2.5.9. L�ssuk be, hogy G akkor �s sak akkor er
sen �sszef�gg
, ha tetsz
leges A � V (G)-revan A-b�l V �A-ba mutat� �l!2.5.10. Az A � V (G) pontokat a V � A-beli pontokt�l elv�laszt� v�g�st akkor h�vjuk ir�-ny�tott v�g�snak, ha vagy minden �le A-b�l V � A-ba mutat, vagy minden �le V � A-b�lA-ba mutat. Bizony�tsuk be, hogy egy �sszef�gg
 ir�ny�tott gr�f akkor �s sak akkor er
sen�sszef�gg
, ha nins benne ir�ny�tott v�g�s!2.5.11. Mutassuk meg, hogy minden �lt vagy ir�ny�tott k�r, vagy ir�ny�tott v�g�s tartalmaz!2.5.12. Hagyjuk el az ir�ny�tott G gr�f forr�sait �s nyel
it. Ism�telj�k meg az elj�r�st akeletkez
 gr�fra, majd az ezut�n keletkez
re stb., am�g se forr�st, se nyel
t nem tartalmaz�gr�fhoz nem jutunk. L�ssuk be, hogy akkor �s sak akkor jutunk �gy a pont n�lk�li gr�fhoz,ha G nem tartalmazott ir�ny�tott k�rt!2.5.13. Van-e ir�ny�tott k�r a 2.12. �br�n l�that� gr�fban?vvv
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sen �sszef�gg
 P1; P2; . . . komponenseit egy-egyp1; p2; . . . pontba �s az �j gr�fban akkor �s sak akkor legyen (pi; pj) �l, ha az eredetibenV (Pi)-b
l V (Pj)-be vezetett legal�bb egy �l. Mutassuk meg, hogy az �j gr�fban ninsir�ny�tott k�r!



Feladatok 1872.5.15. Bizony�tsuk be, hogy ha egy �sszef�gg
 G gr�f minden pontj�nak ugyanaz a ki{ �sbe{foka, akkor G er
sen �sszef�gg
!A k�vetkez
 feladatokhoz: k�rm�rk
z�s-gr�fnak h�vunk egy ir�ny�tott teljes gr�fot.2.5.16. Mutassuk meg, hogy minden ilyen gr�fban van legal�bb egy olyan pont, melyb
lminden m�s pont 1 vagy 2 hossz� ir�ny�tott �ton el�rhet
.2.5.17. Bizony�tsuk be, hogy egy er
sen �sszef�gg
 k�rm�rk
z�s gr�fnak legal�bb �n�12 � k�-l�nb�z
 ir�ny�tott k�re van!2.5.18. Bizony�tsuk be, hogy minden ilyen gr�fnak van ir�ny�tott Hamilton{�tja!2.5.19. Ir�ny�that�k-e �gy a 2.13. �br�n l�that� gr�fok �lei �gy, hogy er
sen �sszef�gg
eklegyenek, de ne legyen benn�k ir�ny�tott Hamilton-k�r?
t t tttt t t ttt........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................2.13. �bra2.5.20. Azt is l�ssuk be, hogy ha egy k�rm�rk
z�s-gr�f er
sen �sszef�gg
, akkor ir�ny�tottHamilton{k�re is van!2.5.21. Tegy�k fel, hogy egy k�rm�rk
z�s-gr�f nem er
sen �sszef�gg
. Mutassuk meg, hogyilyenkor van olyan �le, melynek az ir�ny�t�s�t megford�tva er
sen �sszef�gg
v� tudjuktenni!2.5.22. Hagyjunk el egy �lt egy n pont� teljes gr�fb�l. Bizony�tsuk be, hogy ezt m�r lehet�gy ir�ny�tani, hogy ne legyen benne ir�ny�tott Hamilton{�t!2.5.23. Tegy�k fel, hogy egy er
sen �sszef�gg
 gr�f elveszti ezt a tulajdons�g�t legfeljebbk �l elhagy�s�val. Mutassuk meg, hogy legfeljebb k �l ir�ny�t�s�nak a megford�t�s�val isel�rhetj�k ezt!2.5.24. K�k, z�ld �s piros sz�nnel sz�nezt�k egy ir�ny�tott gr�f �leit. Legyen e z�ld. Bizony�t-suk be, hogy vagy van olyan e-t tartalmaz� k�r, melyben k�k �l nins �s minden z�ld �l



188 Feladatokugyanolyan ir�ny�t�s� a k�r ment�n, vagy van olyan e-t tartalmaz� v�g�s, melyben ninspiros �l �s minden z�ld �l ugyanolyan ir�ny�t�s� a v�g�s ment�n!2.5.25. Mutassuk meg, hogy b�rmely gr�f �leit meg lehet �gy ir�ny�tani, hogy minden pontbe{foka �s ki{foka legfeljebb eggyel k�l�nb�zz�k egym�st�l.2.5.26. Van-e, �s ha van melyik az a legkisebb pontsz�m� teljes gr�f, melyre igaz, hogyb�rmely h�rom �l�nek elhagy�sa ut�n m�g ir�ny�that� �gy, hogy er
sen �sszef�gg
 legyen?2.5.27. AG s�kbarajzolhat� gr�f minden �l�t ir�ny�tsuk valamelyik ir�nyba �gy, hogy a kapottG0 gr�f er
sen �sszef�gg
 legyen. Bizony�tsuk be, hogy l�tezik G-nek olyan tartom�nya,amelyet G0-ben ir�ny�tott k�r hat�rol!2.5.28. Maximum h�ny �le lehet egy n pont�, ir�ny�tott k�rt nem tartalmaz� egyszer� gr�f-nak?Szomsz�doss�gi m�trix3.1.1. Legyen A egy egyszer� ir�ny�tatlan gr�f szomsz�doss�gi m�trixa. Bizony�tsuk be, hogyakkor �s sak akkor igaz, hogy A b�rmely k�t sor�nak a skal�ris szorzata legfeljebb egy, haa gr�f nem tartalmaz 4 hossz�s�g� k�rt!3.1.2. L�ssuk be, hogy egy egyszer� ir�ny�tatlan gr�f akkor �s sak akkor p�ros, ha szomsz�-doss�gi m�trix�nak minden p�ratlan kitev
j� hatv�ny�ban minden diagon�l-elem z�rus!Illeszked�si m�trix3.2.1. Mutassuk meg, hogy az n-pont� (ir�ny�tatlan) fa illeszked�si m�trix�nak a val�s testfelett is n� 1 a rangja!3.2.2. Adjunk p�ld�t hurok�l{mentes �sszef�gg
 ir�ny�tatlan gr�fra, melynek illeszked�sim�trixa a val�s test felett (n� 1)-n�l nagyobb rang�!3.2.3. � Bizony�tsuk be, hogy az el
z
 feladat tulajdons�g�val egy gr�f akkor �s sak akkorrendelkezik, ha nem p�ros!3.2.4. Legyen A �s B egy hurok�l-mentes ir�ny�tott gr�f szomsz�doss�gi, ill. illeszked�si



Feladatok 189m�trixa. Mi mondhat� a B � A m�trixr�l?K�rm�trix3.3.1. Az al�bbi m�trixok k�z�l melyek �llnak el
 gr�fok k�rm�trixak�nt?0� 1 1 1 01 1 0 11 0 1 11A0� 1 1 11 1 01 0 11A0� 1 1 01 0 10 1 11A3.3.2. Adjunk p�ld�t e � p + 1 darab olyan k�rre, melyeknek a k�rm�trixban megfelel
vektorai line�risan f�ggetlenek �s amelyek egyetlen kifesz�t
 f�hoz tartoz� alapk�rrendszerelemeik�nt sem �llnak el
!3.3.3. � A 7. feladat m�trixai k�z�l melyek �llnak el
 gr�fok k�rm�trixainak alkalmas r�sz-m�trixak�nt?3.3.4. � �l elhagy�sakor hogyan v�ltozik egy gr�f k�r{ �s v�g�sm�trixa?Egy�b gr�freprezent�i�k3.4.1. � Legyen X egy 0 �s �1 elemekb
l �ll� m�trix, melynek minden sor�ban p�ros soknemz�rus elem tal�lhat�. Bizony�tsuk be, hogy detX p�ros!3.4.2. Hogyan ismerhet
 fel egy hurok�l vagy egy elv�g� �l egy | valamelyik m�trix�valadott | gr�fban?3.4.3. Bizony�tsuk be, hogy egy ir�ny�tott gr�f illeszked�si m�trix�nak minden n�gyzetesr�szm�trix�ra a determin�ns 0 vagy �1!3.4.4. P�ld�n mutassuk meg, hogy a k�r- �s a v�g�sm�trixokra ugyanez nem felt�tlen�l igaz!S�kbarajzolhat� gr�fok3.5.1. Adjunk p�ld�t olyan t�rk�pre, amely 3 sz�nnel nem sz�nezhet
 meg!3.5.2. Ha a k�z�s hat�r{ponttal rendelkez
 orsz�gokat is szomsz�dosnak nevezn�nk (pl. a3.4. �bra baloldal�n a 3. �s 5. tartom�nyokat), akkor �ltal�ban t�bb sz�nre lenne sz�ks�g.



190 FeladatokAdjunk p�ld�t olyan gr�fra, mely ilyenkor m�g 5 sz�nnel sem sz�nezhet
 meg!3.5.3. A s�kot v�ges sok mindk�t ir�nyban v�gtelen egyenes elhelyez�s�vel �orsz�gokra" bont-juk. Mutassuk meg, hogy ez a �t�rk�p" 2 sz�nnel megsz�nezhet
!3.5.4. (folyt.) �rv�nyes marad-e az el
z
 �ll�t�s, ha egyeneseken k�v�l k�r�ket is megenge-d�nk? �s ha f�lk�r�ket is?3.5.5. K�sz�ts�k el az 2.7. �bra 2. �s 3. gr�fj�nak a du�lis�t!3.5.6. Mutassuk meg, hogy a Kuratowski-gr�foknak nem lehet du�lisa!3.5.7. Keress�nk olyan gr�fokat, melyek izomorfak a du�lisokkal!3.5.8. Adjunk p�ld�t olyan igaz gr�felm�leti �ll�t�sra, mely �dualiz�lva" hamiss� v�lik!3.5.9. De�ni�ljuk k�t e; f �l �soros" helyzet�t �gy, hogy fe; fg v�g�st alkot. Igazoljuk a 3.2.T�bl�zat �t�dik sor�nak helyess�g�t!3.5.10. (folyt.) Megegyezik-e az el
z
 de�n�i� a villamoss�gtanban szok�sos de�n�i�val,mely szerint e �s f akkor �s sak akkor soros �lek, ha egyik sem hurok�l �s mindkett
illeszkedik egy m�sodfok� ponthoz?Keres�s4.1.1. Tegy�k fel, hogy egy sz�m�t�g�p egymilli� m�veletet tud elv�gezni egy m�sodper alatt.Ha 1 per g�pid
 �ll rendelkez�s�nkre, akkor a keres�sre megismert k�t algoritmus k�z�laz els
t legfeljebb n = 6 � 107 �rt�k eset�n alkalmazhatjuk. Ekkor a m�sodik algoritmusl�p�ssz�ma log2 6 � 107 . Mennyi ideig tart ez?4.1.2. Gondoltam egy sz�mot 0 �s 31 k�z�tt. Nyilv�n ki lehet barkohb�zni 5 k�rd�ssel. Adjonmeg el
re 5 k�rd�st (teh�t ne az els
 v�lasz ut�n adja meg a 2. k�rd�st, a 2. v�lasz ut�n a3. k�rd�st stb.) �gy, hogy az azokra adott v�laszokb�l kital�lhat� legyen a gondolt sz�m.4.1.3. 16 l�tszatra egyforma p�nzdarab k�z�tt egyik hamis, k�nnyebb a t�bbin�l. Egy egy-kar�, sk�l�s m�rlegen k�z�l�k ak�rh�ny �rme �sszs�ly�t meg tudjuk hat�rozni, �s ebb
lmeg�llap�tani, hogy k�zt�k van-e a hamis. Keress�k meg a hamis p�nzt minim�lis sz�m�m�r�ssel. Hasonl�tsuk �ssze feladatunkat a besz�r�si feladattal.4.1.4. 27 l�tszatra egyforma p�nzdarab k�z�tt egyik hamis, k�nnyebb a t�bbin�l. Keress�kmeg a hamisat a lehet
 legkevesebb m�r�ssel ha egy k�tkar� m�rleg�nk van, s�lyok n�lk�l!



Feladatok 191Legal�bb h�ny m�r�s kell, ha 10 � n � 26 �rm�nk van?4.1.5. 5 �rm�nk van, 4 val�di �s egy hamis, amir
l sak azt tudjuk, hogy a s�lya k�l�nb�zika val�di �rm�k s�ly�t�l, de azt nem tudjuk, hogy k�nnyebb vagy nehezebb n�luk. Egyk�tkar� m�rlegen legal�bb h�ny m�r�st kell v�gezn�nk, hogy megtal�ljuk, melyik a hamis�s meghat�rozzuk, hogy k�nnyebb vagy nehezebb a t�bbin�l? �s ha 15 �rm�nk van?4.1.6. (folytat�s) �s h�ny m�r�sre van sz�ks�g ha sak 4 �rm�nk van, de nem kell megmon-dani, hogy a hamis k�nnyebb vagy nehezebb, sak azt, melyik a hamis?4.1.7. n �rm�b
l egy hamis, k�nnyebb a t�bbin�l. Egy k�tkar� m�rlegen legfeljebb 3 m�r�stv�gezhet�nk. Valaki az els
 m�r�sn�l 4 � 4 darabot tesz mindk�t serpeny
be �s a m�r�sb�rmely kimenetele eset�n meg tudja tal�lni a hamisat. Legfeljebb mekkora lehet n?4.1.8. n �rm�b
l egy hamis, de nem tudjuk, hogy k�nnyebb vagy nehezebb a t�bbin�l. Egyk�tkar� m�rlegen legfeljebb 3 m�r�st v�gezhet�nk. Valaki az els
 m�r�sn�l 3 � 3 darabottesz mindk�t serpeny
be. Mutassuk meg, hogy n = 9-re meg lehet tal�lni a hamisat, den = 11-re nem biztos!4.1.9. Bergeng�i�ban 1; 2; 3 �s 5 pet�kos �rm�ket haszn�lnak. Mindegyik annyi gramm t�-meg�, ah�ny pet�kot �r. Van 1� 1 �rm�nk mindegyikb
l, de az egyik hamis, ez�rt t�megeelt�r a val�di�t�l. K�tkar� m�rleggel h�ny m�r�ssel �llap�thatjuk meg, hogya) melyik a hamis?b) melyik a hamis �s k�nnyebb vagy nehezebb mint a val�di?4.1.10. (folytat�s) Fibonaiaban 1; 2; 3; 5 �s 8 pet�kos �rm�ket haszn�lnak. Oldjuk meg azel
z
 feladat anal�gjait!Sorba rendez�s4.3.1. Az 4.1.1. feladatban szerepl
 6�107 m�velet maximum mekkora n-re el�g az n2=2, illetven � log2 n l�p�ssz�mok eset�n (ut�bbi esetben pr�b�lkozzunk  = 1; 10; 100 �rt�kekkel)?4.3.2. Tegy�k fel, hogy az a1; a2; . . . ; an sorozat is, a b1; b2; . . . ; bn sorozat is nagys�g sze-rint n�veked
en van rendezve. Adjunk algoritmust, mely ezt a 2n darab sz�mot egyetlenn�veked
 sorozatba f�s�li �ssze.



192 FeladatokSzomsz�doss�gi list�k5.1.1. Mutassuk meg, hogy a szomsz�doss�gi lista �talak�that� rendezett szomsz�doss�gi lis-t�v� (e+ v) log d-vel ar�nyos l�p�ssz�mban (d =maxim�lis foksz�m)!5.1.2. � Az el
z
 �talak�t�st (e+ v)-vel ar�nyos l�p�ssz�mban is sin�ljuk meg!5.1.3. Bizony�tsa be az 5.1. T�bl�zat els
 h�rom oszlop�ban �ll�tottakat!L�nolt szomsz�doss�gi list�k5.2.1. Bizony�tsa be az 5.1. T�bl�zat utols� oszlop�ban szerepl
 els
 5 �ll�t�st!5.2.2. Bizony�tsa be az utols� oszlop utols� �ll�t�s�t is.5.2.3.(a) Eg�sz�tse ki az 5.1. T�bl�zatot az intervallumrendszerrel megadott intervallumgr�fok(ld. 95. oldal) gr�fok eset�re!(b) Mutassa meg, hogy ha (p1p2p3 . . . pk) egy intervallumgr�f k�re (k � 4), akkor a k�r-nek legal�bb egy �tl�ja is van (teh�t legal�bb egy fpi; pjg �l �gy, hogy i �s j nemszomsz�dos sz�mok �s nem is fi; jg = f1; kg)!Hogyan j�rjunk be gr�fokat?6.1.1. Van-e olyan gr�f, melynek valamely pontb�l sak egyf�le bej�r�sa lehets�ges?6.1.2. Milyen a teljes gr�f m�lys�gi, ill. sz�less�gi bej�r�sa?6.1.3. Mutassuk meg, hogy a K4 gr�f tetsz
leges f�ja el
�ll egy m�lys�gi vagy sz�less�gibej�r�s f�jak�nt. Igaz-e ugyanez K5 -re is?6.1.4. K�sz�ts�nk olyan G1; G2; . . . gr�fsorozatot, melynek tagjaira a m�lys�gi keres�st alkal-mazva a tal�lt fa leghosszabb �tj�nak a hossza n temp�ban n�vekszik, m�g a sz�less�gikeres�s f�j�ban konstans marad.6.1.5. Hogyan j�rna be egy (ismeretlen alaprajz�) labirintust?6.1.6. Tegy�k fel, hogy egy gr�fban minden pont foka legal�bb k. Bizony�tsuk be, hogy a gr�fminden k + 1 pont� f�t tartalmaz r�szgr�fk�nt!6.2.1. Bizony�tsuk be, hogy egy ir�ny�tott G gr�f akkor �s sak akkor er
sen �sszef�gg
, ha G



Feladatok 193b�rmely pontj�b�l ind�tva a m�lys�gi vagy a sz�less�gi keres�st, minden ponthoz eljutunk.A legr�videbb �t keres�se �ls�lyozatlan gr�fban7.1.1. K�sz�tsen olyan algoritmust, mely egy (�ls�lyozatlan) gr�fban meghat�rozza, h�nyf�lelegr�videbb �t van s-b
l t-be.7.1.2. Legyen F egy gr�f s pontj�b�l kiindul� sz�less�gi keres�s sor�n l�trej�tt fa. <rjuk mindenx 6= s pont mell� az s-b
l x-be vezet
 legr�videbb �t hossz�t (vagyis az egyetlen F -belis �s x k�z�tti �t hossz�t). Bizony�tsuk be, hogy egy e =2 F �l k�t v�gpontj�hoz �rt a; bsz�mokra 0 � ja� bj � 1 �s adjunk p�ld�t mind a 0, mind az 1 el
fordul�s�ra!7.1.3. Adjunk polinom rend� algoritmust, mely meghat�rozza egy gr�f legr�videbb k�r�nek(k�reinek) hossz�t!7.1.4. A G gr�fban b�rmely k�t pont k�z�tt a legr�videbb �t hossza legfeljebb 2. Milyenhossz� lehet G-ben a legr�videbb k�r?Dijkstra algoritmusa7.2.1. Hat�rozzuk meg a Dijkstra algoritmussal a legr�videbb utat s �s t k�z�tt a 7.1. �bragr�fj�n �s mutassuk meg az algoritmust l�p�sr
l l�p�sre!
t
t t

tt t................................................................................................ ................................................................................................................................................................................................................................................................................................ .................................................................................................................................................................................
...............
.................................................................................................................................................................................

............... tA C
B Ds 23 42 15 1 4237.1. �bra7.2.2. Hat�rozzuk meg a legr�videbb �t hossz�t s-b
l t-be �s u-ba a 7.2. �bra gr�fj�n az xparam�ter tetsz
leges pozit�v, val�s �rt�ke eset�n!7.2.3. Konstru�ljunk olyan minimum 5 pont� ir�ny�tatlan gr�fot pozit�v �ls�lyokkal, hogy
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7.2. �bravalamely s; t pontp�r k�zti legr�videbb utat a Dijkstra algoritmus pontosan a 4. �k�rben"szolg�ltatja!7.2.4. Dijkstra algoritmusa sak az s-b
l b�rmely x-be vezet
 legr�videbb �t hossz�t hat�-rozta meg. M�dos�tsuk az algoritmust �gy, hogy a legr�videbb utat (vagy azok egyik�t) ismegkaphassuk!Ford algoritmusa7.3.1. V�gezz�k el ugyanazt a m�dos�t�st Ford algoritmus�ra, amit a 7.2.4. feladatban Dijkst-ra algoritmus�ra v�gezt�nk el! Megtal�lja-e a m�dos�tott algoritmus az esetleges negat�v�sszhossz�s�g� ir�ny�tott k�r�ket is?7.3.2. Adjon p�ld�t ir�ny�tott gr�fok olyan Gn sorozat�ra, ahol v(Gn) = n �s Gn ir�ny�tottk�reinek sz�ma legal�bb n-ben exponeni�lis temp�ban tart v�gtelenhez.7.3.3. Mekkora a legr�videbb ir�ny�tott �t hossza A-b�l E-be a 7.3. �bra gr�fj�n?tt t
tt
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37.3. �bra7.3.4. Milyen �lsorrend eset�n v�gzi a Ford algoritmus a lehet
 legt�bb ill. a legkevesebb



Feladatok 195l�p�st a 7.3. �bra gr�fj�n?Floyd algoritmusa7.4.1. Hat�rozzuk meg a legr�videbb ir�ny�tott �t hossz�t az �sszes lehets�ges pontp�r k�z�tta 7.3. �bra gr�fj�n?P�ros�t�sok8.1.1. Egy v�llalatn�l h�t p�ly�z� jelentkezett hat �res munkahelyre (sz�mozzuk ezeket 1-t
l6-ig); egy ember t�bb helyre is:Alad�r az 1-es munkahelyreB�la az 1,6-os munkahelyreCsaba a 2,3,4-es munkahelyreDani a 2,5-�s munkahelyreErzsi a 3,4,5-�s munkahelyreFeri a 1,6-os munkahelyreG�za a 6-os munkahelyre(a) �br�zoljuk a helyzetet p�ros gr��al!(b) D�nts�k el, hogy bet�lthet
-e mind a 6 munkahely (egy ember sak egy helyre ker�l-het). Ha nem mind, akkor h�ny t�lthet
 be? Indokolja is a v�laszt!() Jav�t-e valamit, ha Feri meggondolja mag�t �s a 2. munkahelyet is hajland� elfogadni?8.1.2. (folytat�s) Egy munkak�zvet�t
n�l hat ember jelentkezett. Nyol �ll�s j�het sz�ba:�kos 1,2,3,4,5,6 munkahelyBandi 2,5,8 munkahelyCsilla 2,5 munkahelyD�ra 2,8 munkahelyErn
 5,8 munkahelyFeri 1,2,3,4,7 munkahely



196 FeladatokAdjon meg egy lehet
 legnagyobb f�ggetlen �lrendszert! Indokolja meg, mi�rt nins na-gyobb!8.1.3. Egy harmadik �gn�l h�t helyre sak hatan p�ly�znak:Anita 1,2 munkahelyreBea 2,3 munkahelyreCirill 3,4 munkahelyreDiana 4,5 munkahelyreElem�r 5,6 munkahelyreFrii 6,7 munkahelyreA f
n�k m�r belenyugodott, hogy �gy nem lehet az �sszes helyet bet�lteni. El is d�nt�tte,hogy a hat emberb
l ki hova ker�l: A 1, B 2, C 3, D 4, E 5, F 6. Ekkor �rkezik a post�segy t�virattal: �megpaalyaazom a 2-es munkahelyet stop geeza stop stop." A fenti hatf�ggetlen �lb
l melyeket ser�li ki a f
n�k �s mely m�sikakra?8.1.4. Keress�nk maxim�lis p�ros�t�st a 8.1. �bra gr�fjaiban!
t t t t tt t t t t
t t t t tt t t t t t t t t tt t t t tt t t t tt t t t t
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Feladatok 1978.1.8. Egy p�ros gr�f minden s�s�ba pontosan r �l fut. V�letlen�l �ppen r darab k�l�nb�z
sz�n� eruz�nk van (a feket�n k�v�l, amivel az eredeti �bra k�sz�lt). Bizony�tsuk be, hogyaz �lek kih�zhat�k sz�nessel �gy, hogy minden s�sba supa k�l�nb�z
 sz�n� menjen!8.1.9. (folytat�s) Adjunk p�ld�t olyan nem{p�ros, de regul�ris gr�fra, ahol a fenti sz�nez�slehetetlen!8.1.10. Mutassuk meg, hogy ha egy p�ros gr�fban minden pont foka � r, akkor pontok �s �lekhozz�v�tel�vel kieg�sz�thet
 olyann�, amelyben minden s�sra pontosan r �l illeszkedik!8.1.11. Legyen a G egyszer�, p�ros gr�fban a maxim�lis foksz�m k. Bizony�tsuk be, hogy vanolyan p�ros�t�s G-ben, amely lefedi az �sszes k fok� pontot!8.1.12. Legyen G egy r-regul�ris p�ros gr�f, r � 2. Bizony�tsuk be, hogy G ponthalmazalefedhet
 diszjunkt k�r�kkel!8.1.13. Legyen G egy egyszer�, �sszef�gg
, p�ros gr�f, amelynek mindk�t pontoszt�ly�ban npont van. Az egyik oszt�lyban minden pont foka k�l�nb�z
. Bizony�tsuk be, hogy G-benvan teljes p�ros�t�s!8.1.14. Igaz-e, hogy ha egy �sszef�gg
 p�ros gr�fban van Hamilton{k�r, akkor van teljesp�ros�t�s is? Igaz-e az �ll�t�s megford�t�sa?8.1.15. Egy oszt�lyban vegyes p�rosokat szeretn�nek �ssze�ll�tani az iskolai tollaslabda{baj-noks�gra. 	t l�ny �s �t �� tud j�tszani, de nem minden sz�ba j�het
 p�r akar egy�ttszerepelni: Andrisnak mindegy; j�tszana Fl�r�val, Gabival, Helg�val, Ildivel vagy ak�rJutk�val is. Bal�zs, Csaba, Dani �s Ede viszont sak Jutk�val hajland� egy p�rba ker�lni.H�ny p�rt tud az oszt�ly ki�ll�tani? (	tlet: lehet-e olyan p�r, amelyikben sem Andris, semJutka nins benne?)8.1.16. Az asztalitenisz bajnoks�g �� p�rosainak �ssze�ll�t�sa sem megy sim�n: a t�z pingpon-gozni tud� ��b�l Andris �s Bal�zs sak Marival akar egy p�rba lenni. Csaba �s Dani Nor-bival, Ede �s Karsi pedig Oszihoz ragaszkodnak. Lai lenne Marival, Norbival vagy ak�rOszival is. Az ut�bbi h�rom b�rki oldal�n ki�llna, akik 
ket v�lasztott�k. 	ssze�ll�that�-e�t vagy legal�bb n�gy p�r? (�tlet: kik azok, akik n�lk�l nins p�ros?)8.1.17. Egy oszt�ly mind a 20 �� tanul�ja szeret pingpongozni. Egy�niben mindny�jan indul-nak is az iskolai bajnoks�gon, de 10 p�rost is ki akarnak �ll�tani. Sajnos, Karsin �s Marink�v�l - akik mindenkivel j�l kij�nnek - a marad�k 18 gyerek n�gy soportra bomlik. Egyik



198 Feladatokilyen t�rsas�g h�t tagb�l �ll, a m�sik �tb
l, a marad�k kett
ben h�rman-h�rman vannak.Senki sins j�ban a t�bbi soport tagjaival, olyannyira, hogy nem is akarnak vel�k egyp�rba ker�lni. Ki�ll�that�-e az�rt m�g a t�z p�r?8.1.18. A G �sszef�gg
 gr�f tetsz
leges pontj�t elhagyva a kapott gr�fnak l�tezik teljes p�ro-s�t�sa. Bizony�tsuk be, hogy G-ben nins elv�g� �l!8.1.19. Egy 2n pont� teljes gr�fb�l elhagyjuk egy teljes p�ros�t�s �leit. H�ny k�l�nb�z
 3hossz� k�r tal�lhat� a marad�k gr�fban?8.1.20. Mutassuk meg, hogy 2n � 1 sapat egy teljes bajnoks�got le tud j�tszani 2n � 1fordul�ban (mindenki mindenkivel egyszer j�tszik).8.1.21. Mutassa meg, hogy egy f�nak nem lehet k�t k�l�nb�z
 teljes p�ros�t�sa!8.1.22. H�ny k�l�nb�z
 teljes p�ros�t�sa van a 3-dimenzi�s koka �lh�l�ja �ltal alkotott gr�f-nak?8.1.23. � H�ny k�l�nb�z
 teljes p�ros�t�sa van annak a gr�fnak, ami egy n fok� l�tr�hozhasonl�t?8.1.24. Hat�rozzuk meg a f�ggetlen �lek maxim�lis sz�m�t a 8.2. �bra gr�fjain! Bizony�tsukbe, hogy nem lehet t�bbet tal�lni!sss ssss s ssss ss ss ssss s sss s
ss ss

s s s s ss ssss s s s ss ss s s ss
sss s

s
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...................................................................................... 8.2. �bra8.1.25. Mennyi �(Kn;m)?8.1.26. Legyen G egy 2n pont� gr�f, mely egy 2n� 1 pont� L �tb�l �s egy  pontb�l �ll, amiL minden pontj�val �ssze van k�tve. Mennyi �(G)?



Feladatok 1998.1.27. Legyen F1 �s F2 k�t f�ggetlen �lhalmaz egy G gr�fban. Mutassuk meg, hogy az (F1 [F2)� (F1\F2) �lhalmaz �ltal meghat�rozott r�szgr�f minden �sszef�gg
 komponense vagy�tja vagy k�re G-nek! Mit mondhatunk az esetleges k�r�k hossz�r�l?8.1.28. (folytat�s) Bizony�tsuk be, hogy egy f�ggetlen �lhalmaz vagy maxim�lis, vagy jav�t-hat� egy r� n�zve altern�l� �ttal!8.1.29. (folytat�s) Bizony�tsuk be, hogy egy tetsz
leges f�ggetlen �lhalmaz pontjai lefoghat�kegy alkalmas maxim�lis f�ggetlen �lhalmazzal is!8.1.30. Legyen �(G) egy gr�fban a maxim�lis foksz�m. Bizony�tsuk be, hogy �(G)�(G) �jE(G)j !8.1.31. Bizony�tsuk be, hogy egy hurokmentes G gr�fban �(G)�(G) � jE(G)j !8.1.32. Legyen F egy maxim�lis f�ggetlen ponthalmaz az egyszer� G gr�fban �s legyen F 0egy f�ggetlen ponthalmaz V (G)� F -ben. Bizony�tsuk be, hogy �(G) � jF 0j !H�l�zati folyamok8.2.1. Hat�rozzuk meg a maxim�lis folyam �rt�k�t a 8.3. �br�n l�that� h�l�zati folyamokon�s bizony�tsuk is be, hogy ez maxim�lis!
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8.3. �bra8.2.2. Hat�rozzuk meg a nemnegat�v, val�s x f�ggv�ny�ben a 8.4. �br�n l�that� h�l�zatokban
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8.6. �bra8.2.5. A 8.7. �br�n l�that� els
 gr�f �lei k�z�l �rjunk h�romra 1 kapait�st, h�romra 2-t �sh�romra 3-at �gy, hogy a maxim�lis folyam a lehet
 legnagyobb illetve a lehet
 legkisebblegyen!8.2.6. A 8.7. �br�n l�that� m�sodik gr�f �lei k�z�l �rjunk hatra 1 �s hatra 2 kapait�st �gy,hogy a maxim�lis folyam a lehet
 legnagyobb illetve a lehet
 legkisebb legyen!8.2.7. Igaz-e, hogy ha minden �l kapait�sa p�ros sz�m, akkor van olyan maxim�lis folyam,aminek minden �l�n a folyam �rt�ke p�ros sz�m? Igaz-e ugyanez p�ratlan sz�mokkal?
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8.7. �bra8.2.8. Legyenek egy gr�f pontjai az n hossz�s�g� 0 � 1 sorozatok. Vezessen egy ir�ny�tott�l a-b�l b-be, ha a-ban kevesebb 1-es van, mint b-ben, �s legyen egy ilyen �l kapait�saaz egyesek sz�m�nak k�l�nbs�ge. Legyen Fn a maxim�lis folyam �rt�ke s = (0; . . . ; 0) �st = (1; . . . ; 1) k�z�tt. Mennyi F3? Mennyi �ltal�ban Fn?8.2.9. Legyenek egy gr�f pontjai az n hossz�s�g� 0 � 1 sorozatok. Vezessen �l a-b�l b-be,ha b-t megkapjuk a-b�l �gy, hogy az a-beli egyik 0-t 1-re ser�lj�k. Ha ez a sere az i-ikkoordin�t�ban t�rt�nt, akkor a kapait�s legyen i. Legyen fn a maxim�lis folyam �rt�kes = (0; . . . ; 0) �s t = (1; . . . ; 1) k�z�tt. Mennyi f3? Bizony�tsuk be, hogy fn � 2n�1 !8.2.10. � Egy v�ros szennyv�zsatorn�j�ba sz�mos helyen befolyhat az es
v�z �s sak egyhelyen folyhat ki. Nagy felh
szakad�sok eset�n a rendszer nem k�pes minden vizet levezetni.Ha ismerj�k az egyes szakaszok kapait�s�t, hogyan hat�rozhatjuk meg a kib
v�tend
ket?8.2.11. � Liliputban sak h�zass�gk�zvet�t
n kereszt�l k�thetnek h�zass�got a p�rok �s egy-egy h�zass�gk�zvet�t
 �vente legfeljebb m esk�v
t szervezhet. Egy-egy t�rpe{�� t�bbt�rpe{l�ny k�z�tt is v�laszthat; �s ha egy t�rpe-�� t�bb h�zass�gk�zvet�t
vel is kapso-latba l�p, akkor mindegyiknek elmondja bar�tn
i teljes list�j�t. Adjunk algoritmust, melymaximaliz�lja az egy �vben szervezhet
 esk�v
ket.8.2.12. � Oldjuk meg az el
z
 feladat D�l-liliputi v�ltozat�t is (ahol m�g megengedett at�bbnej�s�g)?8.2.13. Mutassuk meg, hogy egy k{szorosan �sszef�gg
 n-pont� gr�fnak legal�bb kn=2 �levan.8.2.14. Legyen k � n � 1. Bizony�tsuk be, hogy ha egy n-pont� egyszer� gr�fban mindenpont foka legal�bb (n+ k � 2)=2, akkor a gr�f k-szorosan pont�sszef�gg
!8.2.15. Bizony�tsuk be, hogy 3{regul�ris gr�fokra a pont{ �s �l�sszef�gg
s�gi sz�mok egyen-l
ek.
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Alapk�rrendszer keres�se9.1.1. Lehet-e hasonl�an egyszer� algoritmust adni az alapk�rrendszer el
�ll�t�s�ra a sz�les-s�gi keres�s seg�ts�g�vel?9.1.2. Ha egy n pont� teljes gr�f alapk�rrendszer�t hat�rozzuk meg, mennyi az algoritmusl�p�ssz�ma?Ir�ny�tott k�r�k felismer�se9.2.1. A 9.1. �br�n l�that� ir�ny�tott gr�fnak adja meg egy, az a pontb�l indul� m�lys�gif�j�t, �s erre vonatkoz�an az el
re-, vissza- �s kereszt�leket!v
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9.1. �bra9.2.2. Bizony�tsuk be, hogy ha egy ir�ny�tott gr�fban nins ir�ny�tott k�r, akkor van forr�s�s nyel
!9.2.3. P�ld�n illusztr�ljuk, hogy az el
z
 �ll�t�s v�gtelen gr�fokra nem felt�tlen�l igaz.9.2.4. Ellenp�ld�val mutassuk meg, hogy a 9.2.2. �ll�t�s nem ford�that� meg.9.2.5. � Egy ir�ny�tott k�rt nem tartalmaz� G gr�f emeletekre bont�sban k�t u; v pont nyilv�nsak akkor ker�lhet ugyanabba a Vi r�szhalmazba, ha sem u-b�l v-be, sem v-b
l u-ba nem



Feladatok 203vezet ir�ny�tott �t. Mutassuk meg, hogy ez a felt�tel el�gs�ges is, vagyis tetsz
leges k�tilyen ponthoz van olyan emeletekre bont�s, melyben egy r�szhalmazba tartoznak.9.2.6. � A 9.2. szakasz v�g�n l�tott algoritmus a lehet
 legt�bb (ugyanis v darab) r�szhal-mazra bontotta V -t. Mi lehet az emeletekre bonthat� ir�ny�tott gr�fokn�l a r�szhalmazoksz�m�nak minimuma?9.2.7. Legyen egy n-elem� halmaz 2n darab r�szhalmaza egy Gn ir�ny�tott gr�f ponthalmaza�s az X;Y r�szhalmaz�nak megfelel
 x; y pontok k�z�tt akkor �s sak akkor vezessen �l,ha X � Y �s jXj+ 1 = jY j. Mutassuk meg, hogy Gn-ben nins ir�ny�tott k�r, majd adjukmeg mind maxim�lis sz�m�, mind minim�lis sz�m� emeletekre val� bont�s�t.9.2.8. Tekints�nk el az el
z
 feladatban szerepl
 Gn gr�fban az �lek ir�ny�t�s�t�l.(a) Hat�rozzuk meg a keletkez
 ir�ny�tatlan gr�f �leinek sz�m�t!(b) Mutassuk meg, hogy a gr�f p�ros!() Bizony�tsuk be, hogy van benne teljes p�ros�t�s!9.2.9. � Pr�b�lja meg de�ni�lni egy s�kbarajzolhat� ir�ny�tott gr�f du�lis�nak ir�ny�t�s�t.Lehetne-e a gr�f is, du�lisa is olyan, hogy egyik sem tartalmaz ir�ny�tott k�rt?Pert{m�dszer9.3.1. Hat�rozzuk meg a 9.2. �br�n l�that� gr�fok �ltal szeml�ltetett tev�kenys�gekhez sz�k-s�ges id
t!9.3.2. Hat�rozzuk meg x f�ggv�ny�ben a 9.3. �br�n l�that� gr�fok �ltal szeml�ltetett tev�-kenys�ghez sz�ks�ges id
t. (x � 0)
t t

t t t t
t

t tt t
t

t t................................................................................................................................................................................... ................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.................................................................................................................................................................................................................

........................................................
............................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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9.3. �bra9.3.3. Hat�rozzuk meg (a �s b f�ggv�ny�ben) a 9.4. �br�n l�that� gr�f �ltal szeml�ltetetttev�kenys�ghez sz�ks�ges id
t. (a; b � 0)
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9.4. �bra9.3.4. (folyt.) Mely r�szfeladatok kritikusak?9.3.5. � Ism�telj�k meg az el
z
 k�t p�ld�t, ha l(B;D) �rt�k�t 1-r
l 3-ra v�ltoztatjuk.9.3.6. Emeletekre bonthat�-e a 9.5. �br�n l�that� ir�ny�tott gr�f?Gr�fok sz�nez�se10.1.1. Legyen V (G) = fv1; . . . ; v106g. vi �s vj k�z�tt akkor �s sak akkor van �l, ha ji�jj � 7.Mennyi G kromatikus sz�ma, �(G)?10.1.2. Legyenek G s�sai az �sszes term�szetes sz�mok �s legyen az n �s m s�s �llel�sszek�tve pontosan akkor, ha n+m p�ratlan. Hat�rozza meg �(G)-t!
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...........................................................................9.5. �bra10.1.3. Igaz-e, hogy ha egy G gr�f �(G) kromatikus sz�m�ra �s !(G) klikksz�m�ra teljes�l,hogy �(G) > !(G), akkor beh�zhat�k G-be �j �lek �gy, hogy a keletkez
 G0 gr�fra �(G) =�(G0) = !(G0) teljes�lj�n?10.1.4. Bizony�tsuk be, hogy minden n pont� gr�fra �(G) � 1 + n � �(G), ahol �(G) a Ggr�f maxim�lis elemsz�m� f�ggetlen ponthalmaz�t jel�li!10.1.5. Bizony�tsuk be, hogy minden gr�fban �(G)�(G) � jV (G)j !10.1.6. Hagyjuk el egy 2n pont� teljes gr�fb�l egy Hamilton{k�r�nek �leit! Mennyi a keletkez
gr�f kromatikus sz�ma? �s ha egy 2n+ 1 pont� gr�fb�l indulunk ki?10.1.7. Bizony�tsuk be, hogy minden n pont� G gr�fra �(G) � n=�(G) !10.1.8. Bizony�tsuk be, hogy minden n pont� gr�fra �(G)�(G) � n !10.1.9. Legyen a G gr�f pontjainak foksz�msorozata d1 � d2 � � � � � dn. Bizony�tsuk be,hogy �(G) � 1 + maxifminfdi; i� 1gg !10.1.10. Tegy�k fel, hogy G minden �le legfeljebb egy k�rben van benne. Bizony�tsuk be,hogy ekkor �(G) � 3 !10.1.11. Adott a s�kon egyenesek egy halmaza, amelyek k�z�l semelyik 3 nem megy �t egyponton. Legyenek a G gr�f pontjai az egyenesek metsz�spontjai, k�t ilyen pont akkorszomsz�dos, ha egy egyenesen szomsz�dos metsz�spontok. Bizony�tsuk be, hogy �(G) � 3 !10.1.12. Egy G1 = (V;E1) �s G2 = (V;E2) gr�f uni�ja a G1 [ G2 = (V;E1 [ E2) gr�f.Bizony�tsuk be, hogy �(G1 [G2) � �(G1)�(G2) !10.1.13. Bizony�tsuk be, hogy minden gr�fnak sorba rendezhet
k �gy a pontjai, hogy ha



206 Feladatokebben a sorrendben sz�nezz�k a gr�fot moh� algoritmussal, akkor �(G) sz�nt haszn�lunk!Perfekt gr�fok10.2.1. Adjunk olyan nem perfekt gr�fot, amelyre �(G) = !(G) !10.2.2. L�ssuk be, hogy egy p�ratlan k�r komplementere nem perfekt!10.2.3. Egy gr�fot �sszehasonl�t�si gr�fnak nevez�nk, ha �lei tranzit�van ir�ny�that�ak,azaz ha (x; y) 2 E �s (y; z) 2 E, akkor (x; z) 2 E is teljes�lj�n. Bizony�tsuk be, hogy az�sszehasonl�t�si gr�fok perfektek!10.2.4. Egy G gr�f L(G) �lgr�fj�nak pontjai legyenek a G gr�f �lei. L(G)-ben k�t pont akkor�s sak akkor van �sszek�tve, ha a nekik megfelel
 �leknek G-ben van k�z�s v�gpontjuk.Bizony�tsuk be, hogy minden G p�ros gr�f L(G) �lgr�fja perfekt!10.2.5. Legyen G1 �s G2 perfekt �s tegy�k fel, hogy G1 \G2 egy teljes gr�f. L�ssuk be, hogyG1 [G2 perfekt gr�f!S�kbarajzolhat� gr�fok kromatikus sz�ma10.3.1. Legyen G egy s�kbarajzolhat� gr�f. Milyen �rt�keket vehet fel a kromatikus sz�ma,�(G)? (P�ld�kat is mutasson a lehets�ges �rt�kekhez!)10.3.2. Bizony�tsuk be, hogy egy s�kbarajzolhat� gr�f tartom�nyai pontosan akkor sz�nezhe-t
k 2 sz�nnel, ha minden pont foka p�ros!10.3.3. Bizony�tsuk be (a 4{sz�n t�tel n�lk�l), hogy ha egy s�kbarajzolhat� gr�fban vanHamilton{k�r, akkor tartom�nyai 4{sz�nnel sz�nezhet
k!10.3.4. Adjunk olyan polinomi�lis algoritmust, ami egy s�kbarajzolhat� gr�f pontjait �gyrendezi sorba, hogy ebben a sorrendben a moh� sz�nez�s legfeljebb 6 sz�nt haszn�l!�lkromatikus sz�m10.4.1. Mennyi �e(K2n) �s �e(K2n+1)?



Feladatok 20710.4.2. Mennyi az �lkromatikus sz�ma egy r{regul�ris p�ros gr�fnak?10.4.3. Bizony�tsuk be, hogy ha G p�ros gr�f, akkor �e(G) = �(G) !10.4.4. Mennyi a Petersen{gr�f (ld. 2.3. �bra) �lkromatikus sz�ma?10.4.5. Bizony�tsuk be, hogy ha G regul�ris, de nem 2{szeresen �sszef�gg
, akkor�e(G) > �(G) !NP{beli probl�m�k11.1.1. Adjunk polinom rend� algoritmust annak eld�nt�s�re, hogy �(G) � 3 teljes�l-e.11.1.2. Mutassuk meg, hogy a 11.1. T�bl�zat 2. megjegyz�s�ben szerepl
 feladat NP{teljes.11.1.3. L�ssuk be, hogy a 11.1. T�bl�zat 3. megjegyz�s�ben szerepl
 feladat NP{beli �shogy nem lehet nehezebb, mint a 2. megjegyz�sben szerepl
.11.1.4. Vezess�k vissza a Hamilton{k�r l�tez�s�re vonatkoz� probl�m�t az adott k�t pontk�z�tti Hamilton{�t l�tez�s�re vonatkoz� probl�m�ra (ir�ny�tatlan gr�fok k�r�ben)!11.1.5. Vezess�k vissza az adott k�t pont k�z�tti Hamilton{�t l�tez�s�re vonatkoz� probl�m�ta Hamilton{k�r l�tez�s�re vonatkoz� probl�m�ra (ir�ny�tatlan gr�fok k�r�ben)!11.1.6. Vezess�k vissza az ir�ny�tatlan gr�fok Hamilton{k�r�nek l�tez�s�re vonatkoz� prob-l�m�t az ir�ny�tott gr�fok ir�ny�tott Hamilton{k�r�nek l�tez�s�re vonatkoz� probl�m�ra.11.1.7. � Vezess�k vissza az ir�ny�tott esetet is az ir�ny�tatlanra!11.1.8. Tegy�k fel, hogy van egy E elj�r�sunk, mely egy tetsz
leges G gr�fra megmondja,hogy van-e G-nek Hamilton-k�re. Vezess�k vissza E-re azt a feladatot, hogy G valamelyikHamilton-k�r�t meg is kell tal�lni.11.1.9. Legyen k > 3. Mutassuk meg, hogy ha lenne olyan polinom rend� algoritmus, melyeld�nten� egy gr�fr�l, hogy k sz�nnel sz�nezhet
-e, akkor olyan algoritmus is lenne, amelya 3 sz�nnel sz�nezhet
s�get d�nten� el.11.1.10. Legyen S egy olyan szubrutin, mely tetsz
leges n pont� gr�fr�l megmondja, hogyvan-e benne n=2 db f�ggetlen pont. K�sz�ts�nk olyan algoritmust, amely S polinom-sz�m�h�v�s�val tal�l egy ilyen f�ggetlen ponthalmazt, ha egy�ltal�n l�tezik!11.1.11. Tegy�k fel, hogy van egy olyan P programunk, mely egy n sz�gpont� G ir�ny�tatlan



208 Feladatokgr�fr�l n id
egys�g alatt megmondja, hogy kisz�nezhet
-e 3 sz�nnel. Tervezzen olyan P -thaszn�l� algoritmust, mely polinom id
ben megtal�lja G egy 3-sz�nez�s�t (ha van ilyenegy�ltal�n)!11.1.12. Egy G ir�ny�tatlan gr�fot 2{lebonthat�nak nevez�nk, ha ponthalmaza az �res hal-mazz� reduk�lhat� az al�bbi l�p�s ism�telt v�grehajt�s�val: �G-b
l egy tetsz
leges leg-feljebb m�sodfok� pont a satlakoz� �lekkel egy�tt t�r�lhet
."' Mutassa meg, hogy a 2{lebonthat� gr�fok polinom id
ben felismerhet
k. Javasoljon tov�bb� hat�kony algoritmustaz ilyen gr�fok 3 sz�nnel val� sz�nez�s�re!11.1.13. �Van-e egy gr�fban k{pont� teljes r�szgr�f?" Mi ennek a probl�m�nak a bonyolult-s�ga, ha k �x? �s ha k is r�sze az inputnak?11.1.14. Tegy�k fel, hogy van egy P elj�r�sunk, mely egy input gr�fra 1 k�lts�ggel megmondjaa gr�fban lev
 maxim�lis klikk(ek) m�ret�t. Tervezzen egy olyan, a P elj�r�st haszn�l�algoritmust, mely polinom id
ben tal�l egy maxim�lis klikket az input gr�fban!11.1.15. � Igazoljuk, hogy a �hat�rozza meg egy G gr�fban a maxim�lis teljes r�szgr�f m�-ret�t" feladat (ld. 11.1.13. is) polinom id
ben megoldhat�, ha G egy intervallumgr�f (ld.5.2.3)!Az al�bbi probl�m�knak hat�rozzuk meg a bonyolults�g�t!11.1.16.Input: G gr�f, amelyben nins Hamilton{k�r, �s egy K eg�sz sz�mK�rd�s: Kaphat�-e G-b
l legfeljebb K �l hozz�v�tel�vel olyan gr�f, amelyben van Hamil-ton{k�r?11.1.17.Input: G gr�f �s S � V (G)K�rd�s: L�tezik-e olyan G-beli k�r, ami S minden pontj�n �tmegy?11.1.18.Input: G gr�f �s S � V (G)K�rd�s: L�tezik-e olyan G-beli k�r, ami V (G)� S minden pontj�n �tmegy?11.1.19.Input: G gr�f �s S � V (G)K�rd�s: L�tezik-e olyan G-beli k�r, melynek minden pontja S-beli?



Feladatok 20911.1.20.Input: G gr�f �s S � V (G)K�rd�s: L�tezik-e olyan G-beli k�r, amely minden S-beli pontot tartalmaz?11.1.21.Input: G gr�f �s K pozit�v eg�sz sz�mK�rd�s: L�tezik-e olyan k�r, amely minden pontt�l legfeljebb K t�vols�gra halad?11.1.22.Input : G gr�f �s u; v 2 V (G)K�rd�s: Van-e olyan Hamilton-k�r G-ben, melyben u �s v nem szomsz�dosak?11.1.23.Input: 	sszef�gg
, n = 5k pont� gr�fK�rd�s: Van-e G-ben pontosan k hossz� k�r?11.1.24.Input: 	sszef�gg
, n = 5k pont� gr�fK�rd�s: Van-e G-ben legal�bb k hossz� k�r?11.1.25.Input: G gr�f �s e 2 E(G)K�rd�s: Van-e G-ben olyan k�r, mely e-t tartalmazza?11.1.26.Input: G gr�f �s e 2 E(G)K�rd�s: Van-e G-ben olyan k�r, mely e-t nem tartalmazza?11.1.27.Input: G gr�f �s S � V (G)K�rd�s: Van-e G-nek olyan fesz�t
f�ja, melynek els
fok� pontjainak A halmaz�ra A = S?11.1.28.Input: G gr�f �s S � V (G)K�rd�s: Van-e G-nek olyan fesz�t
f�ja, melynek els
fok� pontjainak A halmaz�ra A � S?11.1.29.Input: G gr�f �s S � V (G)K�rd�s: Van-e G-nek olyan fesz�t
f�ja, melynek els
fok� pontjainak A halmaz�ra A � S?



210 Feladatok11.1.30.Input: G gr�f �s K pozit�v eg�sz sz�mK�rd�s: Van-e G-ben olyan fesz�t
fa, melyben a p�ros fok� pontok sz�ma legal�bb K?11.1.31.Input: G gr�f �s K pozit�v eg�sz sz�mK�rd�s: Van-e G-ben olyan fesz�t
fa, melyben a maxim�lis foksz�m legfeljebb K?11.1.32.Input: G gr�f �s x; y 2 V (G)K�rd�s: Kisz�nezhet
ek-e G pontjai h�rom sz�nnel j�l �gy, hogy x �s y k�l�nb�z
 sz�n�legyen?11.1.33.Input: G gr�f �s x; y 2 V (G)K�rd�s: Kisz�nezhet
ek-e G pontjai h�rom sz�nnel j�l �gy, hogy x �s y azonos sz�n� legyen?11.1.34.Input: G gr�f �s x; y; z 2 V (G)K�rd�s: Kisz�nezhet
ek-e G pontjai h�rom sz�nnel j�l �gy, hogy x; y �s z k�l�nb�z
 sz�n�legyen?11.1.35.Input: G ir�ny�tott gr�f �s K pozit�v eg�sz sz�mK�rd�s: L�tezik-e G-nek K olyan pontja, amely szerepel (nem felt�tlen�l ugyanazon) ir�-ny�tott k�rben?11.1.36.Input: G gr�f �s K pozit�v eg�sz sz�mK�rd�s: Igaz-e, hogy G �tm�r
je nagyobb K-n�l? (Az �tm�r
 a k�t legt�volabbi pontt�vols�ga, ahol a t�vols�g a legr�videbb �t hossza.)11.1.37.Input: G gr�fK�rd�s: Igaz-e, hogy G b�rmely k�t pontj�n �t vezet k�r? (M�s p�rokra esetleg m�s k�r.)11.1.38.Input: G ir�ny�tott gr�f



Feladatok 211K�rd�s: Igaz-e, hogy G b�rmely k�t pontj�n �t vezet ir�ny�tott k�r?11.1.39.Input: n� n-es 0� 1 elemekb
l �ll� A m�trixK�rd�s: Kiv�laszthat�-e A-b�l n db 1-es �gy, hogy minden sor �s minden oszlop pontosanegyet tartalmazzon k�z�l�k?11.1.40.Input: G gr�f, melynek �lei p1; p2; . . . val�sz�n�s�ggel meghib�sod� telefonvonalak, x; y 2V (G) �s 0 < P < 1 val�s sz�mK�rd�s: Van-e olyan �t x �s y k�z�tt, ami legfeljebb P val�sz�n�s�ggel hib�sodik meg?Nem polinom rend� algoritmus is lehet j�11.2.1. Keress�nk maxim�lis f�ggetlen ponthalmazt polinom id
ben olyan gr�fokban, me-lyekben minden pont foka legfeljebb 2!11.2.2. Jel�lje � az 1x+ 1x4 = 1 egyenlet pozit�v megold�s�t (� � 1:381). Adjunk konstansszor�n l�p�ssz�m� algoritmust, mely n pont� gr�fban megtal�l egy maxim�lis f�ggetlen pont-halmazt.11.2.3. Mutassuk meg, hogy a l�dapakol�si{probl�m�ra bemutatott �siet
s" algoritmus t�ny-leg legfeljebb 100% hib�val dolgozik.Sz�melm�let12.1.1. Sz�m�tsuk ki az euklideszi algoritmus seg�ts�g�vel 504 �s 372 legnagyobb k�z�s oszt�-j�t!12.1.2. Ha b oszt�ja a-nak, mik a lehets�ges �rt�kei a d(a; a+ b), �s a d(2a; a� b) legnagyobbk�z�s oszt�knak?12.1.3. Az a1; a2; . . . sz�mok relat�v pr�mek, ha nins olyan egyn�l nagyobb sz�m, mely mind-egyiknek oszt�ja lenne. Mutasson h�rom olyan relat�v pr�msz�mot, melyek k�z�l semelyikkett
 nem relat�v pr�m!



212 Feladatok12.1.4. Bizony�tsa be, hogy ha d(a; 4) = d(b; 4) = 2 akkor a+ b oszthat� 4-gyel.12.1.5. Legyen a �s b p�ratlan. Mennyi d(a2 + b2; 4)?12.1.6. Van-e olyan a; b p�r, hogy d(a; b) = 3 �s a + b = 100? �s olyan, hogy d(a; b) = 5 �sa+ b = 100? Ahol igen, ott h�nyf�le?12.1.7. Bizony�tsuk be, hogy nem l�tezik olyan 3 jegy� sz�m, melynek oszt�inak sz�ma oszt-hat� volna 11-gyel!12.1.8. Bizony�tsuk be, hogy v�gtelen sok n-re teljes�l, hogy d(n+ 1) � 2d(n).12.1.9. Bizony�tsuk be, hogy minden a; b eg�szre d(ab) � d(a)d(b) �s egyenl
s�g pontosanakkor teljes�l, ha a �s b relat�v pr�mek!12.1.10. Bizony�tsuk be, hogy minden a eg�szre d(a) � 2pa !12.1.11. Lehet-e, hogy 8 egym�st k�vet
 pr�msz�m �sszege is pr�m?12.1.12. K�t pozit�v eg�sz sz�m �sszege pr�m, az egyik a m�sik 30-szorosa. Mik lehetnek ezek?12.1.13. Melyek azok a p pr�msz�mok, amelyekre p+ 10 �s p+ 14 is pr�msz�m?12.1.14. Bizony�tsuk be, hogy ha 2n � 1 pr�m, akkor n pr�m!12.1.15. Bizony�tsuk be, hogy ha 2n + 1 pr�m, akkor n kett
hatv�ny!Marad�koszt�lyok12.2.1. Legyen 2k = l. Ha tl kisz�m�t�s�hoz el�g l szorz�s, akkor a 12.2. szakaszban le�rtelj�r�s alkalmaz�sa mi�rt nem vezetett polinom rend� algoritmushoz a 12.1. szakaszban?12.2.2. Az x � 2 (mod 3) �s az x � 5 (mod 6) �ll�t�sok k�z�l melyik k�vetkezik a m�sikb�l?12.2.3. D�nts�k el, hogy megoldhat�ak-e az al�bbi kongrueni�k, �s a megoldhat�kat oldjukmeg:a) 3x � 5 (mod 7),b) 14x � 8 (mod 21),) 11x � 12 (mod 18),d) 9x � 24 (mod 96),e) ax � 5 (mod 35) ha a = 5; 6 vagy 7,f) ax � 3 (mod 21) ha a = 6; 7 vagy 8,g) ax � b (mod 12) ha a = 4 vagy 5, b = 2 vagy 3.



Feladatok 21312.2.4. N�h�ny ver�b r�pk�d egy fa k�r�l. Ha minden �gra 1� 1 ver�b �l, akkor n ver�bneknem jut hely, ha viszont n �g �res marad, akkor a t�bbi �gon n� n ver�b �l. H�ny �g �sh�ny ver�b van?12.2.5. Bizony�tsuk be, hogy 3914 � 1 oszthat� 5-tel!12.2.6. (b; ) = 1 �s b�  oszthat� 5-tel. Bizony�tsuk be, hogy (b+ ; 2b+ 7) = 1 teljes�l!12.2.7. Keress�k meg 7 azon pozit�v t�bbsz�r�seit, melyek 13-mal osztva 11-et adnak mara-d�kul!12.2.8. Ha 10839-et �s 11863-at elosztjuk ugyanazzal a h�romjegy� sz�mmal, akkor ugyanazta marad�kot kapjuk. Melyik ez a marad�k?12.2.9. Bizony�tsuk be, hogy tetsz
leges pr�mre (a+ b)p � ap + bp (mod p) !12.2.10. Bizony�tsuk be, hogy tetsz
leges pr�mre �2pp � � 2 (mod p) !12.2.11. Mi lehet a, ha a1993 � 5 (mod 21)?12.2.12. Milyen marad�kot ad 13-mal osztva 42600?12.2.13. Milyen marad�kot ad 99-el osztva 1996659?12.2.14. Milyen marad�kot ad 103-mal osztva 205206207?12.2.15. Milyen marad�kot ad 10-zel osztva 765432 ?12.2.16. Mennyi x?a) 51997 � x (mod 17),b) 4949 � x (mod 15),) 108182 � x (mod 19),d) x11999 � 5 (mod 13).12.2.17. Bizony�tsuk be, hogy ha az n eg�sz sz�m nem oszthat� 17-tel, akkor n8 � 1 vagyn8 + 1 oszthat� 17-tel!12.2.18. Bizony�tsuk be, hogy n11 + 10n oszthat� 11-gyel, ha n tetsz
leges eg�sz sz�m!12.2.19. Bizony�tsuk be, hogy n7 � n oszthat� 42-vel, ha n tetsz
leges eg�sz sz�m!12.2.20. Milyen marad�kot ad 37-tel osztva az a sz�m aminek 10-es sz�mrendszerbeli alakja37 db egyesb
l �ll?12.2.21. Legyen p pr�m, n pozit�v eg�sz, hogy pj(10n � 1). Bizony�tsuk be, hogy 10p�2 �n (mod p) !



214 Feladatok12.2.22. � Bizony�tsuk be, hogy ha n tetsz
leges eg�sz sz�m, p tetsz
leges pr�msz�m, akkornpp � n oszthat� p-vel!12.2.23. Bizony�tsuk be, hogy tetsz
leges n = Q p�ii eset�n '(n) = n �Q�1� 1pi�, ahol aproduktum-k�pz�s az n sz�m minden pi pr�moszt�j�ra �rtend
.12.2.24. (folyt.) Mutassuk meg, hogy ha a �s b relat�v pr�mek, akkor '(ab) = '(a) � '(b).12.2.25. Mutassuk meg, hogy '(p2) = p(p� 1).12.2.26. Milyen n-ekre teljes�l 2'(n) = n?12.2.27. Milyen n-ekre teljes�l '(7n) = 7'(n)?Pr�mtesztel�s12.3.1. Bizony�tsa be, hogy 561 Carmihael sz�m (seg�ts�g�l: pr�mt�nyez
s felbont�sa 3 � 11 �17)!
Titkos�r�s13.1.1. A haj� �rboainak sz�m�t, a kapit�ny �letkor�t �s gyermekeinek sz�m�t �sszeszorozva258-at kaptunk. H�ny �ves a kapit�ny?13.1.2. A p�ros sz�mok is gy�r�t alkotnak, ebben pl. 6 vagy 18 is �pr�msz�m", mert nembonthat� kisebb p�ros sz�mok szorzat�ra. P�ld�n mutassuk meg, hogy ebben a gy�r�bennem teljes�l a sz�melm�let alapt�tele.13.1.3. Bizony�tsuk be, hogy ha ab = kn (a; b; k �s n term�szetes sz�mok) �s d(a; b) = 1,akkor a �s b is term�szetes sz�mok n-edik hatv�nyai!13.1.4. Hogyan lehet k�t term�szetes sz�m kanonikus alakj�nak ismeret�ben legnagyobb k�z�soszt�juk, ill. legkisebb k�z�s t�bbsz�r�s�k kanonikus alakj�t el
�ll�tani?13.1.5. Mutassuk meg, hogy tetsz
leges k�t a; b sz�m d(a; b) legnagyobb k�z�s oszt�j�ra �sm(a; b) legkisebb k�z�s t�bbsz�r�s�re d(a; b) �m(a; b) = a � b.
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K�dol�s �s dek�dol�s13.2.1. Aliz �s B�la telefonon kereszt�l sakkoznak. Ha a j�tszma f�gg
ben marad �s mond-juk Aliz k�vetkezik, az utols� l�p�st �bor�t�kolnia" kell. (Ha nem tenn�k, akkor valame-lyik�knek egy extra nap gondolkod�si ideje lenne.) Hogyan lehet �bor�t�kolni" telefononkereszt�l? (Egyr�szt B�la nem tudhatja m�snapig, hogy mi a l�p�s. M�sr�szt Aliz k�z-ben r�j�hetne, hogy m�st kellett volna l�pnie, ez�rt B�la m�snap egy Alizt�l kapott �jabbinform�i�val m�r �ki tudja nyitni" a bor�t�kot.) (Seg�ts�g: Tetsz
leges n�gyjegy� sz�mfolytathat� alkalmas 196 tov�bbi jeggyel �gy, hogy egy 200 jegy� pr�mhez jussunk.)13.2.2. A titkos�r�ssal kommunik�l� szerepl
k egyetlen k�z�s pr�met v�lasztanak. Mindenkiegy{egy p � 1-hez relat�v pr�m ei sz�mot v�laszt �s az eix � 1 (mod p � 1) kongrueniaegyetlen megold�s�t di-vel jel�li. (Most persze az i-edik r�sztvev
 di-t �s ei-t is titokbantartja.) Az y = Ci(x) k�dol�f�ggv�ny legyen y � xei (mod p) �s a z = Di(y) dek�dol�f�gg-v�ny most legyen z � ydi (mod p)a) Mutassuk meg, hogy most is teljes�l minden i-re Di(Ci(x)) � x (mod p) !b) Mutassuk meg, hogy most minden i; j p�rra Ci(Cj(x)) � Cj(Ci(x)) (mod p) is teljes�l.13.2.3. Feh�rk�m 5 titkos inform�i�val rendelkezik, amelyek k�z�l az egyiket sz�vesen eladn�Feketek�mnek. Az inform�i�kat Feh�rk�m egy{egy bor�t�kban tartja, mindre fel van �rvamir
l sz�l. Feketek�m az egyik bor�t�kot sz�vesen megvenn�, de f�l, hogy m�snap Feh�rk�mm�r 6 bor�t�kot �rulna, az utols�t azzal a felirattal, hogy �Mi �rdekli Feketek�met?". Aj�nl-junk nekik olyan elj�r�st, mellyel Feketek�m hozz�jut pontosan egy bor�t�k tartalm�hoz,de Feh�rk�m nem tudja, melyikhez!Bizony�t�s inform�i�k�zl�s n�lk�l13.4.1. Tegy�k fel, hogy heti 5 nap, napi 8 �r�ban �tperenk�nt kiszolg�lnak �gyfeleket a 13.4.szakaszban le�rt k�pzeletbeli �bankokban" �s tegy�k fel, hogy a vil�gon 108 ilyen bank��km�k�dik. Mennyi id
 alatt v�geznek 2100 �gyf�llel (teh�t mennyi id
 alatt v�rhat�, hogy



216 Feladatokvalaki jogosulatlanul jut p�nzhez)?
Csoportok14.1.1. Bizony�tsuk be, hogy minden n term�szetes sz�mhoz tal�lhat� n elem� soport �shogy v�gtelen sok n-re teljes�l, hogy az n elem� soportok izomorfak!14.1.2. Bizony�tsuk be, hogy ha egy G soportban minden elem rendje 2, akkor G kommutat�vsoport!14.1.3. Legyen G kommutat�v soport �s az a; b 2 G elemek rendje legyen o(a) = n; o(b) = k.Bizony�tsuk be, hogy ekkor o(ab) osztja n �s k legkisebb k�z�s t�bbsz�r�s�t!14.1.4. Bizony�tsuk be, hogy minden k pozit�v eg�sz sz�mhoz l�tezik olyan v�ges soport,melynek pontosan k db val�di r�szsoportja van!14.1.5. Bizony�tsuk be, hogy iklikus soport minden r�szsoportja norm�loszt�!14.1.6. H�ny norm�lis r�szsoportja (norm�loszt�ja) van a 15 rend� iklikus soportnak?14.1.7. Legyen G egy legal�bb k�telem� v�ges soport. Bizony�tsuk be, hogy G-nek van olyaneleme, melynek rendje pr�msz�m!14.1.8. Bizony�tsuk be, hogy egy soport akkor �s sak akkor v�ges, ha r�szsoportjainaksz�ma v�ges!14.1.9. Egy soport rendje 81 �s van olyan eleme, melynek 27: hatv�nya nem az egys�gelem.Bizony�tsuk be, hogy a soport kommutat�v!14.1.10. Tekints�nk egy p�ratlan rend� Abel-soportot, melyben a m�veletet �sszead�snaknevezz�k. Bizony�tsuk be, hogy az �sszes elem �sszege 0 !14.1.11. Jel�lje (G1; �) �s (G2; �) a (G; �) soport k�t k�l�nb�z
 r�szsoportj�t. (� a m�velet.)Igaz-e, hogy (G1 [G2; �) is r�szsoport?14.1.12. Egy lek�pez�s egy soport minden elem�hez az illet
 elem inverz�t rendeli. Bizony�t-suk be, hogy ez a lek�pez�s akkor �s sak akkor homomor�zmus, ha a soport kommutat�v!
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Gy�r�k, testek, h�l�k15.1.13. Egy x 6= 0 gy�r�elem baloldali nulloszt�, ha van olyan y 6= 0, melyre xy = 0. Legyenx1 �s x2 baloldali nulloszt�. Bizony�tsuk be, hogy x1x2 is baloldali nulloszt�, de x1 + x2nem felt�tlen�l az!15.1.14. Bizony�tsuk be, hogy kommutat�v testben minden elemnek legfeljebb k�t k�l�nb�z
n�gyzetgy�ke lehet! Igaz-e ez nem kommutat�v testben?15.1.15. Melyik az a legkisebb term�szetes sz�m, melynek oszt�h�l�ja izomorf a 8-elem�Boole-algebr�val?15.1.16. Milyen h�l�ra igaz, hogy tetsz
leges nem�res r�szhalmaz�t tekintve ism�t h�l�t ka-punk?15.1.17. Boole-algebr�t alkotnak-e a halmazalgebra szok�sos m�veleteire n�zve a term�szetessz�mok halmaz�nak azon H r�szhalmazai, melyekre igaz, hogy H vagy a komplementerev�ges?15.1.18. Legyen B az E halmaz �sszes r�szhalmaz�nak Boole-algebr�ja. Adja meg az �sszesolyan a 2 B elemet, melyekre minden b 2 B eset�n igaz, hogy ha a ^ b 6= 0 akkor a � b !
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Minta z�rthelyik
1. Z�rthelyi1. Egy budapesti, egy vid�ki �s egy k�lf�ldi bar�tunknak szeretn�nk k�t{k�t k�peslapotk�ldeni �gy, hogy egyik�k se kapjon k�t egyforma lapot. H�nyf�lek�pp tehetj�k eztmeg, ha a boltban, ahol v�s�rolunk, �sszesen �tf�le k�peslap kaphat�?2. H�nyf�lek�pp juthatunk el a 3-dimenzi�s koordin�tarendszer (0; 0; 0) pontj�b�l a(k; l;m) pontj�ba (k; l;m � 0), ha minden l�p�sben valamely tengellyel p�rhuzamosanl�p�nk egy egys�gnyit pozit�v ir�nyban?3. Az n hossz�s�g� 0�1 sorozatoknak feleltess�nk meg gr�fpontokat, melyek k�z�l kett
pontosan akkor legyen egy �llel �sszek�tve, ha a k�t sorozat pontosan egy koordin�t�-j�ban t�r el egym�st�l. Az �gy kapott gr�fb�l legal�bb h�ny �lt kell elhagyjunk, hogyk�rmentess� v�ljon?4. Legal�bb h�ny �lt kell hozz�adni a Petersen{gr�fhoz, hogy a keletkez
 gr�fban legyenEuler{k�r?5. A G egyszer� ir�ny�tatlan gr�fnak 6 pontja �s 12 �le van. Mutassuk meg, hogy ekkorvan G-ben Hamilton{k�r! Igaz-e ez akkor is, ha sak 11 �le van?6. A G gr�fban b�rmely k�t pont k�z�tt vezet legfeljebb k�t �lb
l �ll� �t. Milyen hossz�lehet a gr�f legr�videbb k�re? Adjunk pontos fels
 korl�tot!7. Egy F fa Pr�fer{k�dja supa k�l�nb�z
 sz�mb�l �ll. Hogy jellemezhetj�k F -et?8. Igaz-e a k�vetkez
 �ll�t�s?Ha egy G gr�f �(G) kromatikus sz�m�ra �s !(G) klikk{sz�m�ra teljes�l, hogy �(G) >!(G), akkor beh�zhat�k G-be �j �lek �gy, hogy a keletkez
 G0 gr�fra �(G) = �(G0) =!(G0) teljes�lj�n? 219
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2. Z�rthelyi1. H�ny olyan h�tjegy� telefonsz�m k�sz�thet
, melyekben b�rmely k�t szomsz�dos sz�m-jegy szorzata pr�msz�m? (Figyelem! A 0 �s az 1 nem pr�msz�mok!)2. Egy G gr�f k�l�nb�z
 fesz�t
f�inak sz�ma 3. H�ny �le van G-nek?3. Egy G = (A;B) p�ros gr�fban l�tezik olyan X � A ponthalmaz, amelyre jN(X)j �jXj � 2. Mutassuk meg, hogy G biztosan nem tartalmaz Hamilton-utat!4. Egy konvex test lapjai szab�lyos �tsz�gek �s szab�lyos hatsz�gek. A testnek 60 s�savan �s minden s�s k�t hatsz�glap �s egy �tsz�glap tal�lkoz�s�n�l helyezkedik el.(Gondoljunk a futball labd�ra!) H�ny lapja van ennek a testnek �s ezek k�z�l h�ny�tsz�g �s h�ny hatsz�g?5. Egy 2n sz�gpont� teljes gr�fb�l elhagytuk egy Hamilton-k�r �leit. Mennyi az �gykapott gr�f kromatikus sz�ma?6. Mi a bonyolults�ga a k�vetkez
 probl�m�nak?Bemenet: egy G gr�f �s egy k term�szetes sz�mK�rd�s: Igaz-e, hogy G �tm�r
je nagyobb k-n�l?(Egy G gr�f �tm�r
je k�t legt�volabbi pontj�nak t�vols�ga, ahol a t�vols�g a k�t pontk�z�tti legr�videbb �t hossz�t jelenti.)7. Bizony�tsuk be, hogy nem l�tezik olyan h�romjegy� sz�m, melynek oszt�inak sz�maoszthat� volna 11-gyel!8. Bizony�tsuk be, hogy iklikus soport minden r�szsoportja norm�loszt�!3. Z�rthelyi1. Bizony�tsa be, hogy minden n � 1 eg�szrenXk=0�nk�� nn� k� = �2nn �:2. Igaz-e, hogy az �br�n l�that� gr�f p�ros gr�f?
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3. Bizony�tsa be, hogy minden 4-n�l t�bb pontot tartalmaz� egyszer� gr�fban vagy akomplementer�ben van k�r!4. Mekkora a maxim�lis folyam �rt�ke az �br�n l�that� h�l�zatban s-b
l t-be?
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14. feladat �br�ja 5. feladat �br�ja5. H�ny k�l�nb�z
 minim�lis s�ly� fesz�t
fa van az �br�n l�that� gr�fban?6. Adott egy egyszer� �sszef�gg
 gr�f, amelynek minden �le k�kre vagy pirosra van sz�-nezve. Adjunk olyan elj�r�st, amely megtal�l egy olyan fesz�t
f�t, amely legal�bb 2k�k �let tartalmaz vagy megmutatja, hogy nins ilyen fa.7. Megoldhat�-e a 17x � 11 (mod 19) kongruenia? Ha igen, akkor oldja meg!8. Legyen G egy soport, N norm�loszt� (N /G), H pedig r�szsoport G-ben (H � G).Bizony�tsa be, hogy NH r�szsoport G-ben (NH � G)!4. Z�rthelyi1. Egy fogad�iroda gy�jt
l�d�j�ba 10 kit�lt�tt lott�szelv�ny van bedobva (90 sz�mb�l 5be van jel�lve). H�nyf�le lehet a kit�lt�s�ket �gyelembe v�ve ez a 10 szelv�nyb
l �ll�halmaz? (K�t szelv�ny egyforma, ha ugyanazok a sz�mok vannak rajtuk bejel�lve.)2. Legyen T a Petersen{gr�f (ld. az �br�n) egy fesz�t
f�ja �s jel�lje l(T ) ennek a leg-hosszabb �tj�nak hossz�t. (Egy �t hossza a benne szerepl
 �lek sz�ma.) Adjunk olyan
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fesz�t
f�t, amelyre l(T ) = 4 �s olyat is amelyre l(T ) = 9!3. Legyen e a G gr�f egy olyan �le, melyet elhagyva G egy k �s egy l pont� komponensreesik sz�t. Bizony�tsa be, hogy ha G-nek van az e �let tartalmaz� teljes p�ros�t�sa,akkor kl p�ratlan sz�m!4. Adott k�t h�l�zati folyam, melyekben a minim�lis v�g�s �rt�ke 1 illetve 2. Mekkoralesz a maxim�lis folyam �rt�ke abban a h�l�zati folyamban, amit a k�t folyam soros,illetve p�rhuzamos egym�shoz kapsol�s�val kapunk?
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25. Egy ir�ny�tott gr�f ponthalmaza V . Bizony�tsa be, hogyXv2V jdki(v)� dbe(v)jp�ros sz�m! (Itt dki(v), ill. dbe(v) a v-b
l kimen
, ill. v-be bemen
 �lek sz�m�t jel�li.)6. Mi a bonyolults�ga a k�vetkez
 probl�m�nak: Adott egy G gr�f �s egy l term�sze-tes sz�m. Van-e G-ben k�t teljes l-es r�szgr�f (Kl), amelyeknek pontosan egy k�z�spontjuk van?7. Mi 200342 utols� k�t sz�mjegye?8. Bizony�tsa be, hogy ha a G soportban minden egys�gelemt
l k�l�nb�z
 elem rendjeugyanaz, akkor ez a rend pr�msz�m!



Megold�sok aminta z�rthelyikhez
1. Z�rthelyi1. Budapesti bar�tunknak az �tf�le k�peslapb�l �52�{f�lek�pp v�laszthatunk k�t k�l�n-b�z
t. Ugyanez �ll vid�ki �s k�lf�ldi ismer
s�nkre is �s b�rmit is v�lasztunk egyikbar�tunknak, a m�siknak akkor is �52�-f�lek�pp v�laszthatunk. <gy az �sszes lehet
s�-gek sz�ma �52�3.2. A felt�telekb
l vil�gos, hogy k l�p�st kell tenn�nk az x tengellyel p�rhuzamosan, l-et y-nal �s m-et z-vel. El�g teh�t mindig feljegyezni, hogy pl. a 13-ik l�p�sben azx tengellyel p�rhuzamosan l�pt�nk. L�that� teh�t, hogy annyif�lek�pp juthatunk el(k; l;m)-be, ah�ny k�l�nb�z
 sorozat l�tezik k db x-b
l, l db y-b�l �s m db z-b
l.Ezek pedig �ppen k + l +m elem ism�tl�ses permut�i�i, melyeknek sz�ma(k + l +m)!k! � l! �m! = �k + l +mk ��l +ml �:3. A gr�fnak nyilv�n v = 2n pontja van. Minden pontnak pontosan n szomsz�dja van(egy-egy koordin�t�t 0-r�l 1-re vagy 1-r
l 0-ra v�ltoztatva kapunk egy szomsz�dot).Mivel az �lek sz�ma a foksz�mok �sszeg�nek fele, a gr�fnak e = n2n2 = n2n�1 �le van.Egy v pont� k�rmentes gr�fban legfeljebb v � 1 �l lehet, ez�rt legal�bb e � v + 1 =(n� 2)2n�1 + 1 �let kell elhagyni.4. Egy gr�fban akkor �s sak akkor van Euler{k�r, ha minden pont foka p�ros. A Petersengr�fban mind a 10 pont foka 3, vagyis p�ratlan. Egy �l hozz�ad�s�val pontosan k�tpont foka n
 eggyel. Ha teh�t mindig k�t p�ratlan fok� pontot k�t�nk �ssze egy �j�llel, akkor �ppen 5 �let kell beh�znunk. Kevesebb nyilv�n nem lehet el�g.5. A 6 pont� teljes gr�fnak 15 �le van, �gy G-ben �ppen 3 �l nins beh�zva. Bel�tjuk,223



224 Megold�sok a minta z�rthelyikhezhogy G-re teljes�l az Ore{felt�tel. Legyen u �s v k�t nem szomsz�dos pont G-ben. Az(u; v) �len k�v�l m�g k�t �l hi�nyzik, �gy d(u) + d(v) � 4 + 4� 2 = 6 � n. Teh�t Oret�tele szerint l�tezik Hamilton{k�r G-ben.Van olyan 6 pont� gr�f, aminek 11 �le van �s nins benne Hamilton{k�r. Ha a 6 pont�teljes gr�fb�l elhagyunk 4 olyan �let, ami egy pontb�l vezet ki, akkor ennek a pontnaka foka 1 lesz, �gy a marad�k gr�fban nyilv�n nem lehet Hamilton-k�r.6. Ha a gr�f �nmaga egy 5 hossz� k�r, akkor erre teljes�l a felt�tel �s a legr�videbb k�rnyilv�n 5 hossz�. Az viszont nem lehets�ges, hogy a legr�videbb k�r hossza 6 legyen.Legyenek a legr�videbb k�r pontjai sorrendben v1; . . . ; vk. Ha van �l a k�r k�t nemszomsz�dos pontja k�z�tt (pl. fv1; v3g), akkor volna k-n�l r�videbb k�r is a gr�fban(pl. (v1; v3; v4; . . . ; vk)). M�sr�szt a felt�tel szerint van egy legfeljebb 2 hossz� �t v1 �sv4 k�z�tt, azaz van olyan u pont (az el
bbiek szerint a k�r pontjait�l k�l�nb�z
 pont),hogy fv1; ug �s fu; v4g is �le a gr�fnak. Ekkor viszont feltev�s�nknek ellentmondva vanegy k � 1 hossz� k�r is a gr�fban: (v1; u; v4; v5; . . . ; vk).7. F sak egy �t lehet. Nyilv�n �sszef�gg
 �s ha lenne � 3 fok� pontja, akkor annak asorsz�ma legal�bb 2-szer szerepelne a Pr�fer{k�dban.8. Igaz. Legyen V1; V2; . . . ; V�(G) az els
, m�sodik, . . ., �(G)-edik sz�nnel sz�nezett pon-tok halmaza G-nek egy �(G) sz�nnel val� sz�nez�s�n�l. H�zzuk be az �sszes olyan�let, ami egy Vi �s egy Vj-beli pontot k�t �ssze ha i 6= j. Az �gy kapott G0-nek azeredeti sz�nez�s tov�bbra is j� sz�nez�se, teh�t �(G0) = �(G). M�sr�szt, ha minden Vihalmazb�l v�lasztunk egy pontot, akkor ezek G0-ben egy teljes r�szgr�fot alkotnak,vagyis !(G0) = �(G).2. Z�rthelyi1. A k�t szomsz�dos jegy szorzata sak akkor lesz pr�m, ha az egyik 1, a m�sik 2; 3; 5vagy 7. A felt�tel sak akkor fog teh�t teljes�lni, ha vagy az els
, harmadik, �t�dik�s hetedik helyek mindegyik�n 1 �ll �s a t�bbi helyen egy pr�msz�m, vagy a m�sodik,negyedik �s hatodik helyen �ll 1 �s a t�bbi helyen pr�m. Az els
 eset 43-f�lek�pp �llhatel
, a m�sodik 44-f�lek�pp, hiszen h�rom, ill. n�gy hely mindegyik�re v�laszthatunk a



Megold�sok a minta z�rthelyikhez 2252; 3; 5; 7 sz�mok k�z�l, egym�st�l f�ggetlen�l. Az �ssze lehet
s�gek sz�ma teh�t 43+44.2. G nyilv�n �sszef�gg
 �s nem egy fa, hiszen ekkor fesz�t
f�inak sz�ma 0 vagy 1 lenne.V�lasszuk ki G egy tetsz
leges F fesz�t
f�j�t �s vegy�k hozz� G-nek egy olyan e �l�t,ami nem szerepel ebben a f�ban. Az �gy kapott gr�f pontosan 1 db k�rt fog tartalmazni,ami egy�bk�nt tartalmazza e-t is. Ha ez a k�r legal�bb 4 hossz�, akkor a k�r b�rmely�l�t elhagyva egy-egy k�l�nb�z
 fesz�t
f�t kapunk. Vagyis ez a k�r sak 3 hossz� lehet,ekkor F -en k�v�l m�g k�t m�sik fesz�t
fa van, mindkett
 tartalmazza e-t. Ha volnam�sik f �l E(G) � E(F ) � e-ben, akkor F -hez f -et hozz�v�ve �s a keletkezett k�regyik �l�t olyan fesz�t
f�t kapn�nk, ami tartalmazza f -et de nem tartalmazza e-t. Ezk�l�nb�zne az el
bbi 3 fesz�t
f�t�l. Teh�t nem lehet ilyen �l, vagyis G-nek eggyel t�bb�le van mint a fesz�t
f�nak, vagyis az n pont� G gr�fnak n-�le van.3. Tegy�k fel, hogy van G-ben Hamilton-�t. Vegy�k a Hamilton-�t els
, harmadik, �t�-dik, stb. �l�t. Ezek de�n�i� szerint f�ggetlen �lek, jAj+jBj2 vagy jAj+jBj�12 van bel
l�k�s mindegyik lefed egy A-beli pontot. <gy vagy minden A-beli, vagy egy kiv�tel�-vel minden A-beli pontot lefed
 p�ros�t�st kaptunk. Ilyen azonban nem l�tezhet, hajN(X)j � jXj � 2, hiszen egy kiv�tel�vel minden X-belinek lenne k�l�nb�z
 szom-sz�dja.4. Az �lek sz�ma a foksz�mok �sszeg�nek a fele. Ebben a gr�fban minden pont foka 3,�gy e = 3n2 = 90. Euler formul�ja szerint n � e + t = 2, ez�rt t = 92 � 60 = 32. Hak-val jel�lj�k az �tsz�glapok sz�m�t, akkor 5k + 6(t � k) = 2e, hiszen minden �l k�tlap hat�r�n van rajta. Ebb
l 5k + 6 � 32 � 6k = 2 � 90, teh�t k = 6 � 32� 2 � 90 = 12.Teh�t 12 �tsz�g �s 20 hatsz�g van a 32 lap k�z�tt.5. Jel�lj�k a s�sokat a Hamilton-k�r szerint sorban v1; v2; . . . ; v2n-nel. Nyilv�nval�,hogy v1; v3; v5; . . . ; v2n�1 egy n pont� teljes r�szgr�fja a gr�fnak. Ez�rt �(G) � n.M�sr�szt ha v2i�1-et �s v2i-t egyar�nt az i-edik sz�nnel sz�nezz�k (i = 1; . . . ; n), akkora gr�fot n sz�nnel j�l kisz�nezt�k, hiszen ezek a p�rok nem �lei a gr�fnak. Teh�t�(G) � n �s �gy �(G) = n.6. A feladat P-beli. A BFS algoritmus seg�ts�g�vel n2 id
 alatt meg tudjuk hat�rozniegy kiv�lasztott pont t�vols�g�t a t�bbi pontt�l. Ha ezt minden pontra megtessz�k,akkor n3 id
 alatt rendelkez�sre �ll b�rmely k�t pont t�vols�ga. Ezek k�z�l log �n2�
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 alatt ki tudjuk v�lasztani a legnagyobbat �s eld�nteni, hogy ez nagyobb-e k-n�l.7. Ha n = p�11 � � �p�kk , akkor az oszt�k sz�ma Qki=1(�i + 1). Mivel a 11 pr�m, ez�rtvalamelyik (�i+1)-nek oszthat�nak kell lennie 11-gyel, vagyis �i � 10. Viszont ekkornyilv�nval�, hogy n � 210 = 1024, vagyis n nem lehet h�romjegy�.8. A iklikus soport kommutat�v, �gy minden N r�szsoportra �s g elemre teljes�l Ng =gN , azaz N norm�loszt�.3. Z�rthelyi1. Sz�moljuk �ssze h�nyf�lek�ppen lehet 2n k�l�nb�z
 t�rgyb�l n darabot kiv�lasztani.Tudjuk, hogy ezt �2nn � m�don lehet megtenni. Most tegy�k fel, hogy pontosan n t�rgypirosra van festve. Csoportos�tsuk az eseteket aszerint, hogy h�ny pirosat v�lasztot-tunk. �ppen �nk�� nn� k�esetben v�lasztottunk pontosan k pirosat. Ezt minden k-ra �sszegezve ugyanazt kellkapnunk, mint az els
 esetben.2. Nem p�ros, mert van benne p�ratlan hossz� k�r.
3. Tegy�k fel, hogy sem G-ben sem G-ben nins k�r. Ekkor G-ben �s G-ben is legfeljebbn� 1 �l lehet (n a gr�f pontjainak sz�ma). Tudjuk azonban, hogy jE(G)j+ jE(G)j =n(n� 1)=2. Viszont ez n > 4 eset�n nagyobb mint 2n� 2, ami ellentmond�s.4. Az �br�n l�that� egy 7 �rt�k� folyam �s egy 7 �rt�k� v�g�s. A Ford{Fulkerson t�telmiatt teh�t a maxim�lis folyam�rt�k 7.5. El
sz�r majdnem az �sszes 2 s�ly�t ki kell v�lasztani. A 2 s�ly�ak k�z�l 4 k�rt alkot,�gy 4-f�lek�ppen lehet ezek k�z�l 3-at v�lasztani. Ut�na egy lehet
s�g van egy 3 s�ly�kiv�laszt�s�ra, 4-est nem v�laszthatunk, v�g�l a k�t 5-�s k�z�l az egyik kell. 	sszesen8 minim�lis s�ly� fa van.
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6. El
sz�r n�zz�k v�gig az �leket �s sz�moljuk �ssze, h�ny k�k �l van. Ha 2-n�l kevesebbk�k �l van, akkor biztosan nins ilyen fesz�t
fa. Ha viszont legal�bb 2 van, akkor ak�vetkez
 algoritmussal konstru�lhatunk meg egy ilyet. V�lasszunk ki k�t tetsz
legesk�k �let, majd a tov�bbiakban egyes�vel v�lasztunk tetsz
leges �leket, amelyek nemalkotnak k�rt az el
tte kiv�lasztottakkal, am�g fesz�t
f�t nem kapunk, azaz am�g n�1�let kiv�lasztottunk.7. Mivel d(17; 19) = 1, pontosan egy 19-n�l kisebb megold�s van. 17x � (�2)x � (�8) �11 (mod 19). Teh�t a megold�s a 4. (Az �sszes megold�s a 4 + 19k alak� sz�mok.)8. Legyen n1; n2 2 N �s h1; h2 2 H. Azt kell bel�tnunk, hogy az inverz �s a m�veletnem vezet ki NH-b�l, vagyis, hogy (n1h1)�1 2 NH �s n1h1n2h2 2 NH. (n1h1)�1 =h�11 n�11 = h3n3. Mivel N norm�loszt�, h3n3 = n4h3 2 NH alkalmas n4 2 N -el.Ugyanez�rt n1(h1n2)h2 = n1(n5h1)h2 = (n1n5)(h1h2) 2 NH, hiszen N �s H isr�szsoport.4. Z�rthelyi1. �905 �{f�lek�pp lehet kit�lteni egy lott�szelv�nyt. Ism�tl�ses kombin�i�val a megold�s�gy ��905 �+ 10� 110 � == 7408902375770529820321416089993573121657717377068081953712090397273610:2. Az �br�n l�that�k a keresett fesz�t
f�k.3. Legyen Gk �s Gl az e �l elhagy�s�val keletkez
 k�t komponens. Legyen (x; y) = e�gy, hogy x pontja Gk-nek �s y pontja Gl-nak. Ha van e-t tartalmaz� teljes p�ros�t�s,
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akkor ez megad egyben egy teljes p�ros�t�st Gk � fxg-ben �s Gl � fyg-ban is. Ekkorezek pontsz�ma p�ros, �gy k �s l p�ratlan, amib
l k�vetkezik, hogy kl is p�ratlan.4. A soros k�t�s eset�n a maxim�lis folyam �rt�ke min(1; 2). Ilyen �rt�k� v�g�s nyilv�nvan (ha 1 a kisebb, akkor az els
 folyam egy minim�lis v�g�sa), ha pedig volna kisebbv�g�s, akkor ez az egyik folyamnak volna a minim�lisn�l kisebb v�g�sa. A Ford{Fulkerson t�telb
l �gy m�r k�vetkezik az �ll�t�s. A p�rhuzamos k�t�sn�l a maxim�lisfolyam�rt�k 1+ 2. Ilyen �rt�k� v�g�s nyilv�n van (a k�t minim�lis v�g�s uni�ja), hapedig volna kisebb v�g�s, akkor ez legal�bb az egyik folyamban a minim�lisn�l kisebbv�g�st adna. Ism�t a Ford{Fulkerson t�telb
l k�vetkezik az �ll�t�s.5. jdki(v)� dbe(v)j pontosan akkor p�ros, amikor jdki(v) + dbe(v)j. <gy el�g azt bel�tni,hogy Xv2V jdki(v) + dbe(v)jp�ros. Ez viszont nyilv�n az (ir�ny�tott) �lek sz�m�nak k�tszerese, ami p�ros.6. A probl�ma trivi�lisan NP-beli, ha adott a k�t l-es ponthalmaz, akkor k�nnyen el-len
rizhet
, hogy kiel�g�tik-e a felt�teleket. Bel�tjuk, hogy NP-teljes. Vezess�k visszar� a klikk probl�m�t. Ha kapunk egy G gr�fot �s egy l sz�mot, �s el kell d�nten�nk,hogy van-e ebben a gr�fban teljes l-es, akkor konstru�ljuk meg a Gv gr�fot �gy, hogyG-nek a v s�s�hoz satoljunk egy teljes l-es gr�fot �gy, hogy G-nek �s a teljes l-esnek egyetlen k�z�s pontja legyen, a v. Minden v 2 V (G)-re n�zz�k meg, hogy van-eGv-ben k�t Kl-es r�szgr�f, amelyeknek egy k�z�s pontja van. K�nnyen l�that�, hogyakkor �s sak akkor van G-ben teljes l-es, ha valamelyik v-re lesz ilyen Gv-ben.7. Tudjuk, hogy �(100) = 100 �1� 12� �1� 15� = 40. Az Euler{Fermat t�tel alapj�n,mivel d(2003; 100) = 1, 200340 � 1 (mod 100);200342 � 20032 � 32 = 9 (mod 100):



Megold�sok a minta z�rthelyikhez 229Teh�t az utols� k�t jegy 09.8. Tegy�k fel, hogy minden elem rendje n, �s k val�di oszt�ja n-nek, kl = n. Ekkor alrendje legfeljebb k < n, hiszen (al)k = an = e.


