Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2002. oktober 31.

1. Dontsiik el, hogy a ¢ valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az alabbi

egyenletrendszernek! Ha van megoldéas, adjuk is meg az Osszeset!

x +2y+ 2z +2t=05
3r-+6y+22+5t=13
dx+8y+2z+ct=17

2. Hatarozzuk meg az alabbi matrix inverzét!

3 7
A‘(m 23)

3. A ¢ paraméter minden valos értékére hatarozzuk meg az alabbi métrix rangjét!

12 0 -1
0 c —12 4
02 3 -1

4. Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely dtmegy a P(2; —2;1) ponton
és amely merGleges a 2x — 8y — 92 4+ 6 = 0 egyenletd, valamint az = + 11y + 32 = 12

egyenletd sikok metszésvonaléra!

5. Egy n X n—es matrix minden eleme 0, vagy 1. A matrix minden sora olyan, hogy
ha valamelyik eleme 0, akkor az Osszes, ett6l az elemtél balra 4ll6 elem is 0. Milyen

értékeket vehet fel a matrix determinansa?

6. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik /melyek igaz(ak) tetszoleges A €
R™™ matrixra?

a) Ha van olyan b (n magas oszlopvektor), amelyre az Az = b linearis egyenlet-
rendszer nem megoldhato, akkor det A = 0.

b) Ha det A = 0, akkor van olyan b (n magas oszlopvektor), amelyre az Az = b

linearis egyenletrendszer nem megoldhato.

7. Bizonyitsuk be, hogy az a, b és ¢ (tetsz6leges vektortérbeli) vektorok linedrisan

fiiggetlenek, ha tudjuk, hogy az a + 2b, b+ 2¢, ¢+ 2a vektorok linearisan fiiggetlenek!

8. Bizonyitsuk be, hogy egy 99 dimenzids vektortér két, 50 dimenziods alterének mindig

van a nullvektortdl kiillonbozs kozos eleme!



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2002. december 5.

1. Hatarozzuk meg a p paraméter értékét gy, hogy az aldbbi A matrixnak a 0 sajatér-
téke legyen! A kapott métrixnak keressiik meg a tobbi sajatértékét is és a legnagyobb

sajatértékhez keressiink egy sajatvektort!

01 2
A=110 =2
0 4

2. Hatéarozzuk meg az
9
(i-v3)
komplex szam algebrai (avagy kanonikus) alakjat!

3. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan! (Az eredményt al-
gebrai alakban adjuk meg!)

(i4+3)2"+ (i+4)z+2=0

4. Egy csomag francia kartyaban 52 kiilonb6z6 lap és harom teljesen ugyanolyan dzsoli
talalhato. Ha megkeverjiik a kirtyacsomagot, hanyféle kiilonb6z6 sorrendje alakulhat
ki a lapoknak?

5. L. Ott6 minden héten nyolc szelvénnyel 6toslottozik. A szelvényeket teljesen tala-
lomra tolti ki, még arra sem figyel, hogy ne dobjon be két ugyantgy kitoltott lotto-
szelvényt. Hanyféleképpen toltheti ki egy héten a nyolc lottoszelvényt? (A kitoltott
szelvények sorrendje természetesen kozombos. Az otoslottoban 90 szam koziil kell be-
ikszelni 6t kiilonbozot. )

6. A H halmaz alljon az Gsszes olyan, az a és b betiikbdl készitett, végtelen hosszi
sorozatokbol, amelyekben minden n pozitiv egészhez talalhatéo n darab szomszédos b
bett. Hatarozzuk meg H szémossagat!

7. Hany olyan paronként nem izomorf 7 pontt fa van, amelynek pontosan egy darab
harmadfoku cstcsa van? (Rajzoljuk is le az Osszes ilyen fat!)

8. Legyen V egy n—dimenzios vektortér és A : V +— V lineéris transzformécio. Tegyiik
fel, hogy a tér vy, v,, ...v, vektorai linearisan fiiggetlenek és A(v,) = A(v,) = ... =
A(v,.) teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy ekkor barhogy valasztunk a térben n — k + 2 da-
rab vektort — jelolje ezeket wy, wy, ..., w, ;10 —, az A(w;), A(w,), ..., A(w,_j.s)
vektorok mindig linearisan 6sszefiiggbk lesznek.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Poétzarthelyi feladatok
2002. december 10.

1. Dontsiik el, hogy a c valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az alabbi

egyenletrendszernek! Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset!

r + y + cz =06
20 + y + (c+1)z2=10
3r — 2y + (c—1)z=8
Tr — 12y — 52 =4

2. Hatarozzuk meg az alabbi matrix inverzét!

111
A=1121
113
3. Az r és s valos paraméterek milyen értékeire lesz a 22 +7-y+s- 2 = /2 egyenletd
sik merGleges a 6x + 21y + 19z = 3, valamint az z + 6y + 42 = 3 egyenleti sikok

metszésvonalara?

4. Egy n X n-es A matrixban az i-edik sor és a j-edik oszlop keresztez6désében allo

elem a;; = 1?j? + 1. Hat4rozzuk meg A determinansét!

5. Legyen V' a valos egyiitthatos polinomok szokésos vektortere (a polinomok Gsszegét
és szamszorosat a szokasos modon értelmezziik). W élljon azokbol a p polinomokbol,
amelyekre p(0) = p(1) (vagyis 0-ban és 1-ben p helyettesitési értéke egyenls). Dontsiik
el, hogy W alteret alkot-e V-ben?

6. A V vektortérbeli v, v,, ..., v, vektorokrdl tudjuk, hogy az 6sszegiik a nullvektor.
Bizonyitsuk be, hogy (v, vy, ..., v, 1) = (Vy,v3,...,v,)! ({) avektorok altal generalt

alteret jeloli.)

7. Hatarozzuk meg az n x n-es A matrixot, ha tudjuk, hogy A* = F és det(A—F) # 0.

(E-vel az n x n-es egységmaétrixot jeloltiik.)

8. Legyen A és B n x m-es métrix. Bizonyitsuk be, hogy
r(A+ B) <r(A)+r(B)

(ahol r-rel a métrixok rangjat jeloltiik).



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Poétzarthelyi feladatok
2002. december 12.

1. Hatarozzuk meg az alabbi méatrix sajatértékeit és a kisebbik sajatértékhez keressiink

A= (-54 —33>
(’/24@ Lo 1r

3. A bridzset négy ember jatssza, két par egymas ellen. Hanyféleképpen iilhet le nyolc

egy sajatvektort!

2. Hatéarozzuk meg a

komplex szam algebrai alakjat!

ember két asztalhoz bridzselni? Két leiilést akkor tekintiink kiilonbozének, ha vagy
van olyan ember, akinek més a partnere, vagy van olyan par, akiknek egy masik pér
az ellenfele. (A két asztal sorrendje tehét kozombos, és az asztalokon beliil az tilésrend

is csak annyiban szamit, hogy ki kinek a partnere.)

4. Jelolje V' a valos szamparok (azaz a sikvektorok) szokésos vektorterét. Egy A :
V +— V lineéris transzforméciordl tudjuk, hogy az (1,2) vektorhoz a (6,7) vektort,
a (—1,2) vektorhoz pedig a (8,9) vektort rendeli. Irjuk fel A matrixat a ,szokasos”,
vagyis az (1,0) és (0, 1) vektorokbol allo bazisban!

5. Van-e olyan 100 csicsu egyszertd graf, amelyben minden pont foka 547

6. Bizonyitsuk be, hogy ha egy faban nincs se masodfokt, se harmadfokt pont, akkor

a csticsoknak legalabb a %—a els6fokii!

7. A H halmaz alljon az Osszes olyan, az a és b bettikbdl készitett, végtelen hosszi
sorozatokbol, amelyek valahonnan kezdve periodikusak. (Ez tehat azt jelenti, hogy
van egy p > 1 periodus és egy N kiiszob, hogy minden n > N-re a sorozat n-edik és

n + p-edik bettje ugyanaz.) Hatdrozzuk meg H szdmossagat!

8. Az A:V — V linearis transzformaciora teljesiil, hogy minden v € V-re A(A(v)) =
v. Bizonyitsuk be, hogy A-nak az 1 vagy a —1 sajatértéke!



