A szamitastudomany alapjai
I1. Pétzarthelyi pontozasi titmutato

2013. december 6.

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztato jelleggel allapitottuk meg, az értéke-

lés egységesitése céljabol. Egy pontszam eltt szerepls allitas kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan

az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezets

gondolatmenet megfelels részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utobbi kideriil, am a

kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar. Természetesen

az ismertetettektsl eltérs, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldésokért pedig az utmutatobeli

pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szédmolasi hibaért altalaban (hi-
banként) 1 pontot vonunk le.

1. Az n ponttu egyszerd, Osszefiiggs, pozitiv élsulyokkal rendelkez§ irdnyitatlan G grafban az z és y
pontok kozotti legrovidebb ut hossza s. Az E' C E(G) élhalmaz éleit elhagyva a graf 2 komponensre
esik, x az egyik, y a masik komponensbe keriil. £’ minden élén noveljiik a stlyt 2-vel. Igaz-e, hogy
ekkor az x és y pontok k6zotti legrovidebb ut hossza biztosan s + 2 lesz?

Nem igaz. Ellenpélda: Legyenek G cstucsai x, z, u és y, élei xz és zy, xu, uz. Az xz és zy élek sulya legyen
1, az zu és uz élek sulya pedig legyen 100. Legyen E’ = {zz, zy}. (Ha valakit nem zavarnak a parhuzamos
élek, akkor az xu és uz élek helyett be lehet tenni egy 100 salya zz élt is, és az u pont nem is kell.) (6 pont)

Ekkor természetesen a legrovidebb x és y kozotti tt az xzy, sulya 2. Ha E’ éleit elhagyjuk, G két komponensre
esik szét, az egyikben van x, u és z, a masikban y. Viszont ha most az xz és zy élek sulyat 3-ra noveljiik,
akkor a legrovidebb x és y kozotti ut tovabbra is az xzy, de stlya 6. (4 pont)

Megjegyzés: Nyilvin minden z és y kozotti ttnak van E’-hoz tartozé éle, ezért minden z és y kozotti ut

stlya (hossza) legaldbb 2-vel ns. Vagyis a legrovidebb ut hossza legalabb s + 2.

2. Mekkora a maximalis folyam és a minimélis vagas a kévetkezd halozatban?
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Az abran lathat6 egy 11 értékd folyam (4 pont)
és egy 11 értékd vagas. (4 pont)
Mivel barmelyik folyam ertéke legfeljebb annyi, mint barmelyik vagéasé, ezért az abran lathaté folyam illetve

vagas maximalis illetve minimaélis, tehat a véalasz 11. (2 pont)

3. A 2013 ponti egyszerti G grafban minden pont legaldbb 1007 foku. Hatarozza meg a fiiggetlen élek
maximalis szamat (v(G)) és a lefogd élek minimalis szamat (p(G))!

Mivel 1007 > 2013/2, alkalmazhatjuk a Dirac tételt, ennek alapjan van G-ben Hamilton-kor. (2 pont)
Vegyiik ennek minden méasodik élét, ez 1006 darab fiiggetlen él, tehat v > 1006 (2 pont)
To6bb fiiggetlen él nem lehet, mert 1007 fiiggetlen élnek mér Gsszesen 2014 végpontja lenne. (2 pont)
Ezért v = 1006 (2 pont)
A Gallai tétel alapjan pedig p + v = 2013, ezért p = 1007. (2 pont)

4. Hatarozza meg a kiovetkezd abran lathatd graf kromatikus szamét!



Van a grafban Ky (1 pont)
ezért x > 4. (1 pont)
Probaljuk most kiszinezni az 1, 2, 3, 4 szinekkel G-t. A révid élekkel sszekotott pontparokat nevezziik
ikrekparoknak. Legyen az egyik ikerpar szine mondjuk 1 és 2. Ekkor a kor mentén mellettiik levé ikerpar
szine 3 és 4, mivel Ky-et alkotnak. A kévetkezs ikerpar szine ugyanezért 1 és 2, a negyedik ikerpéaré megint
3 és 4, az 6t6diké megint 1 és 2. De ez ellentmondas, mert az els§ és az 6t6dik ikerpér is egyiitt egy Ky-et

alkot. (4 pont)
5 szinnel viszont ki lehet szinezni, a kils6 kor: 1, 2, 3, 4, 5, a bels6: 3, 4, 5, 1, 2. (3 pont)
Tehat a kromatikus széam 4. (1 pont)

. Legyen G olyan egyszerd sikbarajzolhato graf, melynek barmely sikbarajzoldsa soran minden tar-
tomanyat legalabb 4 él hatarolja. Mutassa meg, hogy GG-ben nem lehet minden pont foka nagyobb,
mint 3.

Feltehetiik, hogy G Osszefliggd, ha nem az, akkor barmelyik Osszefiiggd komponensére is teljesiil a feltétel,

elég azzal foglalkoznunk. (1 pont)
Legyen n, e, t a cstcsok, élek és tartoméanyok szama. Tanultuk, hogy ha minden tartomany mérete legalabb
4, akkor e < 2n — 4. Vagy ha valaki nem tanulta: Legyen ci,...,c; az egyes tartomanyok mérete. Ekkor
2e =c1+- -+ >4t tehat t < e/2. Az Euler formula szerint n — e+t = 2, behelyettesitve n —e+¢/2 > 2,
e < 2n—4. (3 pont)
Tegyiik fol, hogy minden pont foka di,ds, ..., d,, legalabb 4. Ekkor 2e = dy + --- + d,, > 4n tehéat e > 2n.

(3 pont)
Viszont egyszerre nem lehet e < 2n — 4 és e > 2n, ellentmondas, tehat kell lenni olyan csticsnak, amelynek
a foka legfeljebb 3. (3 pont)

. A G iranyitott grafban van olyan él, aminek az elhagyéasaval a maradékban nincs iranyitott Kkor.
Igaz-e, hogy a mélységi bejaras soran biztosan nem lehet egynél tébb vissza-é1?

Legyenek a G csucsai z, y, z, irdnyitott élei zy, yz, zy, zx. (4 pont)
Ha elhagyjuk az yz élet, akkor nem lesz iranyitott kor. (Emeletekre bonthato: z, z, y.) (3 pont)

Ugyanakkor, ha z-bél inditunk egy mélységi bejarast, akkor a mélységi fa élei az xy és yz lesznek, két visszaél
is van, zy és zx. (3 pont)



