A szamitastudomany alapjai
I1. Zarthelyi pontozasi atmutato

2013. november 28.

Az utmutaté mintamegoldéasokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztato jelleggel allapitottuk meg, az értéke-

lés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepls allitéds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan

az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd

gondolatmenet megfelel§ részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utébbi kideriil, &m a

kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar. Természetesen

az ismertetettektsl eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldésokért pedig az utmutatobeli

pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szédmolasi hibaért altalaban (hi-
banként) 1 pontot vonunk le.

1. Tudjuk, hogy az n > 20 pontu G egyszerd grafban minden pont foka legalabb (n+4)/2. Bizonyitsa
be, hogy G-ben van két olyan Hamilton-kér, amelyeknek nincsen k6zos éliik!

Mivel minden fokszam legaldbb (n 4+ 4)/2 > n/2, a Dirac tétel szerint G-ben van Hamilton kér. (2 pont)
Hagyjuk el G-bél ennek a Hamilton kérnek az éleit. (2 pont)
Ezzel minden pont foka pontosan 2-vel csokken. (2 pont)
Tehat a megmaradt grafban minden fokszam legalabb (n+4)/2—2 = n/2, vagyis tovabbra is teljesiil a Dirac
feltétel, talalhatunk egy tjabb Hamilton kort. (3 pont)
Ez természetesen éldiszjunkt az el6z6tél. (1 pont)

2. Egy iranyitatlan, egyszeri graf valamely s pontbdl inditott szélességi keres6faja a kovetkezd:
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A pontokat az abran lathato sorrendben jarta be a keresés. Legfeljebb hany éle lehet az egész

grafnak?
Egy szinten (v1-bél nézve) harom cstics van, ezek kozott legfeljebb harom él lehet. (1 pont)
Ez &sszesen 3 -7 = 21 él. (1 pont)

Nézziik most az els6 (va,vs,v4) és a masodik (vs,vs,vr) szint kozotti lehetséges éleket. A vqvg €l nem
szerepelhet a grafban, mert akkor az az él lenne a keres6faban, nem a vzvg él. Ugyanigy, a vovr és a v3vy

élek sem szerepelhetnek a grafban. (2 pont)
De az 6sszes tobbi, els6 és mésodik szint kozotti €l szerepelhet, ez Gsszesen 6 él. (2 pont)
Ugyanez a helyzet barmelyik két szomszédos szintre, tehat szomszédos szintek kozotti él Gsszesen legfeljebb
6 -6 = 36 lehet. (1 pont)
Nem szomszédos szintek kozott nem futhat él, mert akkor az benne lenne a keresGfaban. (1 pont)
Van ezen kiviil 3 él v1-bél, tehat Gsszesen legfeljebb 36 + 21 + 3 = 60 éle lehet a grafnak. (1 pont)

3. Mekkora a maximalis folyam és a miniméalis vagas a kovetkezs hélozatban?




A 4abran lathato egy 14 nagysagi folyam, (4 pont)
és egy 14 kapacitdsu vagas. (4 pont)
Mivel barmelyik folyam nagysaga legfeljebb annyi, mint barmelyik vagas kapacitasa, ezért az dbran lathato

folyam maximalis, a vagis pedig miniméalis. Tehat a valasz 14. (2 pont)

. Mennyi a fliggetlen élek maximalis szama (v), a lefog6 pontok minimélis szama (7), a fiiggetlen
pontok maximalis szama («) és a lefogd élek miniméalis szama (p) abban a grafban, amit a K3 29
teljes paros grafbol egy tetszoleges élének elhagyasaval kapunk?

Nagyon koénnyd mutatni 13 fiiggetlen élet, tehat v(G) > 13. Ugyanakkor v(G) darab fiiggetlen élnek v(G)
darab kiilonb6z8 végpontja van a 13-as osztalyban, ezért v(G) < 13. Vagyis v(G) = 13. (4 pont)
A Konig tétel miatt 7(G) = v(G) = 13. (2 pont)
A Gallai tétel miatt a(G) =n — 7(G) = 33 — 13 = 20. (2 pont)
Végiil pedig akar a Kénig (p(G) = a(Q)), akar a Gallai (p(G) = n—7(Q)) tétel alapjan p(G) = 20. (2 pont)

. Egy n cstcst konvex sokszoget egymast nem metsz6 atlokkal haromszogekre bontunk (haromszo-
geljiik). (Ezt mindig tobbféleképpen is meg lehet tenni.) Bizonyitsuk be, hogy akarhogyan is ha-
romszogeliink, a kapott haromszogelésre grafként tekintve (csticsok a sokszog csucsai, élek a sokszog
oldalai és atloi), a kapott graf kromatikus szama mindig ugyanannyi lesz!

Belatjuk, hogy mindig 3 a kromatikus szam. (1 pont)
A cstcsok szamara vonatkozo indukcidval bizonyitunk, n = 3-ra, vagyis egy haromszogre az allitas igaz.
(2 pont)

Vegyiik az atlok koziil az egyik legrévidebbet, ennek az egyik oldalan mar egyaltalan nincs atlo, mert azok
mind révidebbek lennenek. De mivel egy haromszogelésbdl indultunk ki, ez a legrévidebb atlo egy harom-
szoget vag le a sokszogrsl. Ennek a harmadik (levagott) v csticsabol nem indul 4tlo. (3 pont)

Hagyjuk el a v csicsot és a beldle induld két élet. A maradék egy konvex (n — 1)-szdg haromszogelése, az
indukcids feltevés alapjan kiszinezhet§ 3 szinnel. Tegyiik vissza v-t, mivel csak két szomszédja van, 6 is
kiszinezhet6 a harom szin valamelyikével. (3 pont)

Két szin pedig soha nem elég, mert egy haromszogelésben értelemszertien mindig van haromszog. (1 pont)

. Egy 7 pontu teljes grafbol elhagytuk egy Hamilton-korét. Sikbarajzolhat6 lesz-e a maradék graf?

Azt allitjuk, hogy nem sikbarajzolhaté a graf, mutatunk benne egy topologikus K3 3-at. (3 pont)
Legyenek az elhagyott Hamilton kor cstcsai, a korén vett sorrendben, vy, vo,...,v7. Legyenek vy, v, v3 az
egyik osztaly, v4, vs, v6 a méasik osztaly cstucsal. (2 pont)

Ezeken a cstucsokon valdoban talalhato egy topologikus Ks 3, v1,v92,v3 kozil mindegyik Ossze van kotve
Vg, U5, Vg kOziil mindegyikkel a grafunkban, kivéve vz és v4. Viszont 6ket meg Gsszekdthetjuk a vsvrv, uttal.
Ez tehat egy topologikus K3 3, vagyis a graf nem sikbarajzolhato. (5 pont)



