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Legszélesebb utak

Definicid

Jelbljik graf e élenek szélessegét w(e)-vel. Legyen a graf egy P
utianak szélessege az uton talalhato legkisebb szélesseglii el
szélessége, azaz w(P) = mingcp{w(e)}.

Feladat
@ Keresslk meg egy graf s pontjabol a tébbi pontjaba a
legszelesebb utakat.
@ Keressiik meg egy graf barmely két pontja kéz6tt a legszélesebb
utakat.

Példaul egy szamitégép halbézatban keresstik a legnagyobb
savszélessegl 6sszekdttetést.
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Legszélesebb utak keresése iranyitatlan grafban

Maodositsuk a Kruskal algoritmust: Minden lIépésben a legszélesebb
olyan élet valasztjuk, ami még nem alkot kért a mar korabban
kivalasztottakkal.

Egy dsszefliggb grafban az igy kapott feszitéfa a graf barmely két
pontja kbzott eqy legszélesebb utat hataroz meg.

Bizonyitas.

Jelbljik F-el az algoritmus altal adott fat.Indirekt tegylk fel, hogy
valamely s, t pontokra van olyan P-vel jelélt s — t ut, amelyik szélesebb
az F-beli s — t utnal.Legyen e az F-beli s — t ut eqgy minimalis
szélesseqgu ele.Mivel P szélesebb w(e)-nél, ezért P minden éle is
szélesebb w(e)-nél.
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Legszélesebb utak keresése iranyitatlan grafban

Bizonyitas.

Ha F-bdl elhagyjuk e-t, két komponensre esik, s az egyik, f a masik
komponensbe esik. A P Utnak van olyan €' éle, ami F — e két
komponense kdzott megy. Ekkor w(e') > w(e).

Amikor az algoritmus az e élet bevette a fa élei kdzé, akkor €'-t kellett
volna valasztania, hiszen az sem alkothatott kért az F korabban

kivalasztott éleivel, de nagyobb a szélessége. é o

o

Megjegyzés
Az igy konstrualt fa egyebkent egy maximalis 6ssz-szélességli (=max.
sulyu) feszitbfa is egyben.
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Legszélesebb utak keresése iranyitott grafban

Mddositsuk a Dijkstra algoritmust:
@ Minden pontra nyilvantartjuk az addig megtalalt legszélesebb ut
szélességet: w(v)
@ Kezdetben: w(s) = oo €s minden v # s-re w(v) = 0.

@ Javitas az e = (a, b) eélen: Ha min(w(a), w(e)) > w(b), akkor
legyen w(b) = min(w(a), w(e)).

@ Uy kivalasztasa: Valasszuk a T-bdl azt az uy pontot, amire w(up)
maximalis.
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Legszélesebb utak keresése iranyitott grafban

Az igy kivalasztott uy-ra w(up) a legszélesebb ut szélessége lesz.

Bizonyitas.

A bizonyitas ugyanugy makédik, mint a Dijkstra algoritmus
bizonyitasa. Ehhez elég, hogy az it szélesseg definicidja rendelkezik
a kdvetkezd 2 tulajdonsaggal:

@ Egy Ut egyik részitja sem lehet kevésbé széles az egész ut
szélességenél.

@ Ha az ut egy részét (pl. az elejét) keskenyebbre cseréljuk, akkor
az egész ut szélessége nem ndvekedhet.

]

y
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Legszélesebb legrovidebb utak

Feladat

Keressik a legrovidebb utat, de ha tébb legrévidebb is van, akkor azok
kézul a legszelesebbet.

Médositsuk a Dijkstra algoritmust:

@ Minden pontra nyilvantartunk egy rendezett part: (d(v), w(v)),
ahol d(v) az eddig megtalalt legrévidebb Gt hossza, w(v) pedig az
ilyen révidek kézUl az eddig megtalalt legszélesebb Ut szélessége.

@ Kezdetben: (d(s),w(s)) = (0,00) €s minden v # s-re
(d(v), w(v)) = (0, 0).
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Legszélesebb legrovidebb utak

@ Javitéas az e = (a, b) élen: Ha d(a) + d(e) < d(b), akkor
d(b) = d(a) + d(e), w(b) = min(w(a), w(e)).

Ha d(a) + d(e) = d(b), akkor d(b) nem valtozik, de ha
w(b) < min(w(a), w(e)), akkor w(b) = min(w(a), w(e)).
Mas esetben nincs valtozas.

@ U kivalasztasa: Valasszuk a T-bdl azt az uy pontot, amire
(d(up), w(up)) lexikografikus értelemben minimalis, azaz
elsdsorban a d értékek nagysaga dont (a kisebbet valasztjuk), ha
azok egyenldek, akkor a w érték dént (a nagyobbat valasztjuk).
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Legrovidebb legszélesebb utak

Feladat

Keresslik a legszélesebb utat ket adott pont k6zétt, de ha tébb
legszélesebb is van, akkor azok kéziil a legrévidebbet.

Sajnos itt nem mikddik a Dijkstra algoritmus modositasa.

Ugyanis egy részut lehet lehet szélesebb, mint az egész ut, viszont
ezen részuton az egész Ut szélességének megfeleldek kdzil kellene a
legrévidebbet nyilvantartani, nem a részut szélességének megfeleldek
kozul.
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Legrovidebb legszélesebb utak

Algoritmus

@ Valamely adott w élszélesség esetén a w-nél keskenyebb éleket
elhagyva, BFS-el elddnthetjik, hogy a maradék grafban van-e Ut a
két pont kdzott.

@ Binaris kereséssel meghatarozzuk, hogy mi az a legnagyobb
szélesség, amikor még van ilyen ut, ez megadja a legszélesebb ut
szélességét.

@ Ebben a grafban (a keskenyebb élek elhagyasa utan), Dijkstra
algoritmusaval megkeressik a legrévidebb ilyen szélességl utat.

Ez az algoritmus lassabb, mint a Dijkstra algoritmusa és csak két adott
pont k6zo6tt keresi meg az utat.
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Legrovidebb legszélesebb utak

Egy gyakran el6fordulé specialis eset, amikor az élek hossza
egységesen 1, azaz a legszélesebb utak kdzil a legkevesebb élbdl
allét keressuk.

llyenkor hasznalhatjuk a Dikstra-ahoz hasonléan modositott Ford
algoritmust az élszélességekkel. Ez a k-adik kérben meghatarozza a
legfeljebb k élbdl 4llé utak kdzil a legszélesebbet, amibdl mar
kénnyen megkaphat6 az eredmény.
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