A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékules (2011.10.13.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. A Mikulds 6t pendrive-ot hozott, amik egyenként 1,3,5,7 és 9 gigabdjtosak. Ocsénkkel kell ezeken
megosztoznunk. Hanyféleképp tehetjiik ezt meg, ha a mi memoridink kapacitdsainak osszegének test-
vériinkéiéiénél mindenképpen nagyobbnak kell lennie, és tokéletesen igazsdgosnak érezziik azt is, ha
az Osszes eszkoz nekiink jut?

Az 6tféle ajandékbdl 2° = 32-féle részhalmaz képezhetd. (2 pont)
Ezekbol kell azok szamat meghatarozni, amit ajandékba kaphatunk a magunk tamasztotta 6nzo fel-
tétel betarttasaval. (1 pont)
Mivel az 6t kapacitas Osszege 25, azokat a részhalmazokat kell leszamolnunk, ahol a megfelel6 6sszka-
pacitas legaldbb 13 Gb. (1 pont)
Vegyiik észre, hogy barmely részhalmaz és a komplementere koziil pontosan az egyiknek lesz az 0ssz-
kapacitdsa legalabb 13 Gb, (5 pont)
ezért az Osszes lehetséges részhalmaznak a fele, azaz 2* = 16 a keresett részhalmazok szdma, és egytittal
ez a vélasz a feladat kérdésére is. (1 pont)

Természetesen az elsé 4 pont megszerzése utan ugy is befejezheté a megoldas, hogy izombdl leszamoljuk
a megfelel6 részhalmazokat, pl igy, hogy 1-elemi nincs, két elemiibol van 2, harom elemiibdl 8, négy
elemiibdl 5 végiil 5-elemiibol 1.

2. Rajzoljuk le azt a G grafot (pontosabban annak egy diagramjat), aminek szomszédossagi matrixa

010001
101100
010110
011010
001101
100010

AG) =

Legkevesebb hany élt kell G-be behtizni az egyszerliség megtartasaval ugy, hogy regularis grafot kap-
junk?

A tanultak szerint akkor fut él két cstcs kozott, ha a szomszédossagi matrix megfelel6 mezejében 1-es
1

6 O Q
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talalhaté. Ennek alapjan G a fekete, folytonos élek alkotta graf: (5 pont)
G-ben a cstcsok fokszamai 2 ill. 3. Ha G-t 3-regularis graffa akarjuk kiegésziteni, akkor a két masodfoku
csucs kozé élt kellene behtiznunk, amit nem tehetiink meg az egyszertiség megtartasaval. (2 pont)
Tehat legalabb 4-regularis grafot kell késziteniink, azaz a két méasodfoku pontbdl még legalabb 2 — 2
élt kell behtiznunk, osszesen tehat legaldbb 4-et. (2 pont)
Ezt meg is tudjuk tenni, pl az abran lathaté kék, szaggatott éleket behizva, tehét 4 a vélasz a kérdésre.

(1 pont)

3. Tekintsiik az (1,2,2,4,4,4,4,10), (4,3,2,7,6,5,9,8) és (1,2,4,8, 1,2, 4,8) Priifer-k6du fakat. Alkossdk
a G graf élhalmazat ezen fak élei azzal, hogy ha két csics k faban szomszédos, akkor G-ben az adott
élnek k parhuzamos példanya talalhaté. Van-e G-nek Euler-kore?




Mindhdrom Priifer-kod 8 hosszisagu, ezért 10 cimkézett pontja van a G grafnak (2 pont)

Mivel mindegyik fa 0sszefiiggd, ezért unidjuk, G is az. (1 pont)
Az éran azt tanultuk, hogy véges Osszefiiggd grafnak pontosan akkor van Euler-kore, ha minden cstcsa
paros foki. (2 pont)
Olyat is tanitottak, hogy a Priifer-kddban minden csics eggyel kevesebbszer szerepel, mint a fabeli
fokszama. (2 pont)
Ha gondosan 6sszeszamoljuk, akkor azt tapasztaljuk, hogy az 1,2, ..., 10 cimkék mindegyike paratlan
sokszor szerepel a 3 Priifer-kédban, és ennél az eléforduldsi szamnél a fokszama 3-mal nagyobb.

(2 pont)
Ez azt jelenti, hogy G-ben minden csics fokszama paros lesz, ezért a fentiek miatt G-nek van Euler-
kore. (1 pont)

(Ha vki megkonstrudlja a 3 fat, észreveszi, hogy Osszefiiggd, és azon szamolgat fokszamokat, az is
teljes pontszamot ér. Ha vmik fat elrontja, akkor rontott fanként 1-1 pontot levonunk. Ha ezen az
uton prébalkozik, de kideriil, hogy nem tud Priifer-kédot dekédolni, akkor max 5 pont jar.) Itt vannak
egyébként a G-t alkoto fak és G:
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. Az 4bran lathato G grafnak megjeloltiik egy F feszitofajat és a feszitofa éleinek sulyait. Hatérozzuk
meg, mennyi lehet a G graf feszitéfan kiviili éleinek minimélis 6sszstlya akkor, ha F' minimalis silyt
feszitotaja G-nek.

1452 S:() ol 11 2

Ahhoz, hogy F' minimélis sulyu feszitéfa legyen az sziikséges, hogy a faba
be nem valasztott élek barmelyikét ha becseréljiik a két végpontja kozott
futé fabeli ut valamelyik élére, attol a keletkezo fa stilya ne cstkkenhessen,

(3 pont)
azaz barmely fan kiviili él silya legalabb annyi legyen, mint a végpontjai
kozott futd F-beli tton levo élek silyainak maximuma. (3 pont)
Ez konkrétan azt jelenti, hogy az ab él sulya legaldbb 5, a cd élé legalabb 3, végiil a ce él is legalabb
3 sulyt. (2 pont)
Ha pedig ezeket a sulyokat adjuk a fenti éleknek, akkor az 6ran tanult Kruskal algoritmus meg tudja
talalni az F fat. (1 pont)
Az tehat a valasz, hogy a maradék élek osszsulya legalabb 5+ 3 + 3 = 11. (1 pont)

. Az F fa Priifer kédja (1,2,2,3,3,3,4,4,4,4). Hany éle van F' komplementerének?

A Priifer kéd hossza 10, ezért az altala kodolt feszitéfanak 12 cstcsa van. (
Ezért az I feszitofa élszama 11. (3 pont
A 12 pontu teljes graf éleinek szama (122) = 122—11 =6-11 = 66, (
ezért a komplementernek 66 — 11 = 55 éle van. (

Természetesen nem tilos F' meghatarozasa sem. Aki csak ennyit tesz, annak az elsé 5 pont jar.
. Tegytiik fel, hogy a 16 pontu K¢ teljes graf éleit 4-féle szinnel szineztiik ki tigy, hogy minden egyes szinre

az adott szinnel szinezett élek regularis grafot alkotnak Kig csicsain. Igazoljuk, hogy kivalaszthato
két szin a 4 koziil ugy, hogy az e két szinnel szinezett élekbol taldlhatéd Kig-nak Hamilton kore.

Viélasszuk ki azt a két szint, amikbol a lehet6 legtébb azonos szinti ¢l indul a csicsokbol. Mivel Ky
minden csticsabdl 15 él indul amiket 4-félére szineztiink, ezért a két leggyakoribb szinbdl legalabb az

élek fele, azaz legalabb 8 ¢l indul. (4 pont)
Ha tehat G az a graf, amit a két kivalasztott szinnel szinezett élek alkotnak, akkor G olyan regularis
graf, amiben minden csticsnak legalabb 8 a fokszama (2 pont)
Az 6réan tanult Dirac tétel szerint ha egy grafban minden csicsbdl legalabb annyi él indul, mint a
csucsok szamanak a fele, akkor a grafban van Hamilton kor. (3 pont)

Jelen esetben teljesiil a fenti Dirac feltétel, ezért G-nek van Hamilton kore, ami éppen a feladat
allitasat bizonyitja. (1 pont)



A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. Legyen a G = (V, E) graf csicshalmaza V' = {27,28, ..., 33}, él pedig akkor fusson két csics kozott,
ha indexeik relativ primek: E = {ij : (i,7) = 1}. Rajzoljuk le G diagramjat, inditsunk a ,,27” csticsbol
szélességi bejarast, valamint hatarozzuk meg a bejarashoz tartozd fat és a tobbi csicsnak a 277
csucstol vald tavolsagat.

6 33

27 5
Az 4bran ldthaté G diagramja. (3 pont) 1 39

Az é6ran tanult BFS algoritmust futtatva a nagyobb, kék sza-
mok jelzik az egyes csticsok szélességi szdmozdsat (azaz az el- 4
érési sorrendet), a vastagon hizott élek pedig azt mutatjdk, 98
hogy az adott csicsot melyik masik csicsbdl értiik el. (5 pont)

A 277 csucestol mért tavolsagok a BFS fan mért tavolsagok- 7
kal azonosak, azaz a 28,29, 31 és 32 cstcsok 1, mig a 30 és 33 29

csucsok 2 tavolsdgra vannak. (2 pont) 3 30

31

2. Az alabbi dbran lathaté G grafban az élekre irt szamok az egyes élek kapacitasat jelentik. Hatarozzunk
meg az Gsszes iranyitott st utat lefogd élhalmazok koziil egy minimélis Gsszkapacitédsit.

A feladat szerint minimalis kapacitasu st-vagast kell keresniink az abran megadott halézatban, és a

valasz ennck a vagasnak az s-t tartalmazo részbdl a t-t tartalmazo részbe futé elel lesznek. (2 pont)
Ehhez maximélis nagysagi folyamot keresiink az

6ran tanult novelo6 utas algoritmussal. A kapott fo-
lyamot és a maximalitast bizonyité minimalis va-
gast meghatarozo X halmazt a rajzon megjeloltiik.

(6 pont)
Ezek szerint az at,ed, sh élek rendelkeznek a fel-
adatban leirt tulajdonsiggal: 6sszkapacitasuk 16,
és ennél kisebb 0Osszkapacitasu st-vagas nem 1é-
tezhet a rajzon jelolt 16 nagysagi folyam miatt.

(2 pont)

3. A villamosmérnok-hallgatok szamara betizemeltek néhany szamitégépet. Minden hallgaténak legalabb
10 gépre van belépési jogosultsdga, minden gépen pedig legfeljebb 7 hallgatonak van felhasznaloi fiok-
ja. Igaz-e, hogy ekkor bizonyosan leiiltethetiink minden villamosmérnok-hallgatét egy-egy kiilonbozo
szamitégéphez ugy, hogy mindenki olyan géphez iiljon, amire be tud lépni?

Legyenek a G paros graf szinosztalyai a villamosmérnok-hallgatok ill. a beiizemelt szamitégépek hal-
mazai, és akkor fusson €l egy hallgatd és szamitogép kozott, ha az adott hallgatd be tud 1épni az adott
gépre, azaz rendelkezik ott felhasznal6i fiokkal. A cél, hogy olyan parositas létezését igazoljuk, ami
minden hallgatét fed. G-r6l annyit tudunk, hogy a hallgaté-szinosztédlyban minden fok legaldbb 10, a
szamitogép-szinosztaly tetszoleges cstucsabdl pedig legfeljebb 7 él indul. (3 pont)
Ehhez a Hall tételt fogjuk haszndlni, ami szerint akkor 1étezik ilyen parositas, ha a hallgatok tetszoéle-
ges k elemi részhalmazahoz legalabb £ olyan beiizemelt szamitogép 1étezik, amin a k hallgato legalabb
egyikének van felhaszndléi fiokja. (3 pont)




Tegyiik fel, hogy a k hallgatéhoz tartozd szamitégépek szama m. Mivel a k hallgatobol G-nek leg-
aldbb 10k él indul és ezen élek mindegyike az m szamitogép valamelyikéhez tartozik, ezért a 10k él

részhalmaza az m szdmitégép-csicsbol induld legfeljebb 7m élnek. (2 pont)
Ezek szerint 10k < 7m, ahonnan k < m kovetkezik, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk az
allitas bizonyitasahoz. (2 pont)

. Tegyiik fel, hogy G olyan graf, amire A(G) < 3 és G-nek legfeljebb 5 harmadfoki csicsa van.
Bizonyitsuk be, hogy G sikbarajzolhaté.

Az oran szerepelt Kuratowski tételt fogjuk felhasznélni, ami szerint ha egy G graf nem sikbarajzolhato,
akkor tartalmaz K3 3-mal vagy K5-tel topologikusan izomorf részgrafot. (3 pont)
Marpedig ha egy graf K3 s-mal topologikusan izomorf, akkor annak pontosan 6 harmadfoku csicsa van,
igy G-nek is legalabb hat legalabb harmadfoku csicsanak kell lennie, hogy ilyen részgrafja lehessen.

(3 pont)
Ha pedig egy graf Ks-tel topologikusan izomorf, akkor pontosan 5 negyedfoku cstiicsa van, ezért ha G
ilyen részgafot tartalmaz, akkor A(G) > 4 teljesiil. (3 pont)
A feladatban szereplé G grafra mindkét fenti eset elképzelhetetlen, ezért G a Kuratowski tétel miatt
bizonyosan sikbarajzolhatd. (1 pont)

. Hatarozzuk meg a fenti dbran lathaté PERT probléma legrévidebb végrehajtasi idejét, és allapitsuk
meg, mik a kritikus tevékenységek.

Az o6ran tanult médszerrel dolgozunk. ElGszor meghataroz-
zuk G egy topologikus sorrendjét, pl. s, h, g, f,e,b,d, c, a, t-t.

(2 pont)
Ezt kovetden a csicsokat ebben a sorrendben dolgozzuk fel,
azaz meghatarozzuk a legkorabbi kezdési idot, és azt az élt
(vagy éleket), ami ezt okozza. Az eredmény az abran lathato.

(5 pont)
Ezek szerint a legréovidebb végrehajtési idé ¢ = 32, (1 pont)
és mivel egyetlen kritikus Ut vezet s-bol t-be, a kritikus te-
vékenységek ezen Ut csucsai, azaz s, e,d, ¢, a,t. (2 pont)

. Tegyiik fel, hogy az n > 5 egész szdm pozitiv osztéinak Gsszege o(n) = n + 1. Mutassuk meg, hogy n
szomszédainak pozitiv osztéi dsszegére o(n — 1) + o(n+ 1) > 3n + 6 teljesiil.

Mivel 1| n és n | n, ezért o(n) = n + 1 csak gy lehetséges, ha n primszam. (

Az n > 2 feltétel miatt n paratlan, ezért 2 |n—1és2|n+1, (1 pont
ezért 2L [ n—1és 2 | n+ 1. (
(Rdadésul n > 5 miatt 2 < 25 is teljesiil, tehdt kiilsnb6z8 osztokrdl van sz6.) (
Innen azt kapjuk, hogy o(n—1) > 142+ "T_l +(n—1)il.o(n+1)>1+2+ "T“ +(n+1), (2 pont
ahonnan o(n — 1) + o(n+1) > 6+ 251 + 2 4 (n — 1) + (n 4+ 1) = 3n + 6 adddik. Nekiink pedig
pontosan ezt kellett igazolnunk. (2 pont)
(Az n > 5 feltevésre azért volt sziikség, mert pl n = 5-re azért nem teljesiil a feladat allitdsa, mert
2 = =L miatt (n — 1)-nek csak 3 osztéja van. Konnyen lathaté az is, hogy ilyenkor nem lehet n — 1

2
és n + 1 is primszam kétszerese (hiszen az egyikiik 4-gyel is oszthato).)



A Szamitastudomany alapjai
1. p6tZH javitokulcs

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. Héanyféleképpen lehet tombolan kisorsolni 5 kiilénb6z6 nyereményt 3 részvevo kozott? Hany olyan
sorsolds van, ahol minden részvevé legalabb egy nyereményt kap? (Két sorsolds akkor kiilonbozik, ha
van olyan nyereménytargy, amit a két sorsoldson nem ugyanaz nyer meg.)

Az 6t egymast kiveto sorsolas meghatarozza a nyertesek sorrendjét. Raadasul a 3 részvevo tetszoleges
sorrendje lehet a sorsolds nyertesek sorrendje, azaz a lehetséges nyereménykiosztasok kolcsonosen
egyértelmiien megfelelnek 3 elem 5-0dosztalyt ismétléses kombinaciéinak. (3 pont)
Az 6rén azt tanitotték, hogy ezek szama 3. (2 pont)
Ha csak azokat a sorsolasokat kell megszamlalni, ahol mindenki legaldbb egy nyereménytargyat kap,
akkor le kell vonni azokat a sorsoldsokat, ahol csak legfeljebb 2 nyertes lesz az 5 sorsoldson. (1 pont)
E két nyertest 3-féleképp valaszthatjuk, és kozottiik a fentiek miatt 2°-féleképp oszthatjuk szét a
nyereményeket. (2 pont)
Ezzel azonban minden olyan sorsolast, ahol minden nyereménytargy ugyanahhoz a nyerteshez keriilt,
kétszer vontunk le. Ezért azt a 3 esetet még hozza kell adni az eddigi kiilénbséghez, amikoris mindent

ugyanaz a nyertes visz. (1 pont)
A végeredmény tehat 3° —3-25+ 3 = (1 pont)
=243 —-3-32+ 3 =150. (0 pont)

Lehet persze masképp is szamolni a masodik részt.

Ha mindenki legalabb egy nyereményt nyer, akkor a nyeremények eloszlasa 3+ 1+ 1 vagy 2 +2 + 1
lesz. (1 pont)
Az els6 esetben 3-féle nyereményt (g) = 10-féleképp vélaszthatjuk, a nyertes a 3 jatékos barmelyike
lehet, a maradék két jatékos pedig 2-féleképp osztozhat a két nyereményen, ami 10-3-2 = 60 lehetoséget
jelent. (2 pont)
A masodik esetben 5-féle lehet a maganyos nyeremény, ami 3-féle jatékoshoz keriilhet, mig a maradék
4 nyereményen a maradék két jatékos (;l) = 6-féleképp osztozhat, ekkor tehdt 5-3-6 = 90 a lehetGségek
széma. Osszesen tehéat 60 4 90 = 150-féle kivant sorsolds lehetséges. (2 pont)

2. A tankor 35 hallgatdjabol 6sszesen 25-en nem irtak meg az els6 ZH-t SzA ill. Analizis targyak valame-
lyikébdl. Mig SzA-bdl 12, addig Analizisbdl 15 hallgaté nem irt dolgozatot. Az érintett 25 hallgatobol
hanyféleképpen véalaszthatnak olyan 5-tagi panaszbizottsagot, hogy abban 3 — 3 olyan hallgat6 legyen
aki nem irta meg az egyes ZH-kat?

Jelolje = és y azon hallgatok szamat, akik csak az SzA, ill. csak az Analizis ZH-t nem irtak meg, a
masikon pedig probalkoztak. Legyen tovabba z azoknak a hallgatéknak a szama, akik egyik ZH-n sem
adtak be dolgozatot. Ekkor a feladat feltételeibdl x +y + 2z = 25, v + 2 = 12 és y + 2z = 15 adddik,

ahonnan z =2, x = 10 és y = 12. (3 pont)
Legyen az 5-tagu kiildottségben az egyes tipusokbdl a, b és ¢ hallgatéd. Ekkor a +b+c =5, a+ ¢ =
3=0b+c, ahonnan a =b=2és c=1. (3 pont)

Azt kell tehdt megszamolnunk, hogy az egyes hallgatétipusokbdl hanyféleképp valaszthatjuk ki a
kiildottségbe a megfelel6 szamu hallgatot. Mivel az egyes tipusokbdl a valasztasaink egymastél fiig-
getlenek, (2 pont)

ezért a valasz (1) - (V) - (3) lesz. (2 pont)




3. Az egyszerl, iranyitatlan, 3-regularis G graf szomszédossagi matrixanak bizonyos elemei kitorlédtek,
csupan az alabbi maradt meg: 21727777

7171¢
AG) =1 4y
7?9

Rajzoljuk le a G gréfot (pontosabban annak egy diagramjat).

Mivel G egyszerii, ezért nincs benne hurokél, igy a szomszédossagi matrix féatlojaban csak 0-k szere-

pelnek. (2 pont)
Iranyitatlan grafrél 1évén sz6 a szomszédossagi matrix szimmetrikus, azaz tetszoleges i, j-re ugyanaz
a szam &ll az (7, 7) és a (j,1) helyeken. (2 pont)
Tudjuk még, hogy G 3-regularis, ezért a matrix minden sordban és minden oszlopaban pontosan 3 a
beirt szamok Osszege. (2 pont)
Ennek alapjan a matrix konnyen kiszudokuzhaté az alabbiak szerint: (2 pont)

011010 U1 U3

101001 O

110100

AG)=01011 3

100101 Vs Uy

010110
A jobb oldali abra pedig G egy lehetséges diagramjat mutatja. (2 pont)

4. Tegyiik fel, hogy az F' fanak csak els6- és hatodfoku csicsai vannak, szam szerint nq ill. ng. Igazoljuk,
hogy ny =4 -ng + 2.

Tanultuk, hogy minden véges grafban a fokszamosszeg az élszam kétszerese, (3 )
tovabbd, hogy egy n cstcsu fanak pontosan n — 1 éle van. (2 )
Ez F-re nézve azt jelenti, hogy ny + 6ng = 2n — 2, ahol n = n; + ng a G csicsainak szama. (2 pont)
Innen azt kapjuk, hogy ny + 6ng = 2(ny + ng) — 2, (2 )
amit rendezve éppen a bizonyitandé allitdast kapjuk: ny =4 -ng +2 . (1 )

5. Keressiik meg a fenti matrix melletti abran lathaté graf egy minimélis sulyu feszitofajat és adjuk meg
a Priifer-kodjat.
Az 6ran tanult Kruskal algoritmus segitségével, az élekrdl a
stulyuk novekvé sorrendjében eldontve, bevegyiik-e azokat a
megkonstrualt feszitéfaba, az abran vastaggal jelolt minima-
lis stlyt feszit6fat kapjuk. (5 pont)
Ennek a Priifer-kédjat ugy kapjuk, hogy sorra toroljiik a leg-
kisebb sorszamu leveleket, és ebben a sorrendben feljegyezziik 4
a levelek szomszédjat, (2 pont)
dm az utols6 szomszédot nem vessziik be a kddba. (1 pont) 10
A leveleket 4,2, 1,3,5,7,8,6 sorrendben toroljiik, a szomszédok rendre 2,1, 3,6, 8,6, 6,9 lesznek, tehat
a keresett Priifer-kod (2,1,3,6,8,6,6). (2 pont)

6. Tudjuk, hogy a 99 cstcsu, egyszerli G graf maximélis fokszdma A(G) = 30, masrészt G-nek van
Euler-kére. Mutassuk meg, hogy a G komplementergrafnak is van Euler-kore.

Tanultuk, hogy 6sszefiiggd grafnak pontosan akkor van Euler-kére, ha minden fokszama péros. (1 pont)
Ezek szerint G-ben minden fokszam péros. (2 pont)
A G komplementergrafban a v csics foka dz(v) = 98 — dg(v), (2 pont)
ezért G-ben is paros lesz minden cstics foka. (2 pont)
Egyediil annak igazoldsa van hétra, hogy G osszefiiggd. Ez kovetkezik pl a Dirac-tételbdl, hiszen G-ben
minden fok legaldbb 98 — 30 = 68 > % (3 pont)

Az utols6 2 pont 1igy is megszerezhetd, hogy ha a G-beli minimalis fokszdm t6bb, mint % (marpedig ez
igaz), akkor barmely két nem szomszédos pontnak van kozos szomszédja, és ebbdl azonnal kovetkezik
az Of tulajdonsag.



A Szamitastudomany alapjai
2. p6tZH javitokulcs

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6é gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltéré, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az titmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban 1 pontot vonunk le.

1. Legyen G teljes graf a {vy, vs, vg, v7,vs} ponthalmazon és a v;v; €l hossza legyen [(v;v;) = (.4. . Hata-

17]

rozzuk meg a vy csics tavolsdgat G tobbi csticsatol. Megvaltoztathato-e a vyvg €l hossza gy, hogy vy
és vy tavolsaga 3 legyen?

~

Az &dbran lathato a G graf diagramja az élekre irt szamok az adott él
hosszat jelentik. (3 pont)
A vy-t0l mért tavolsagokat a v4-bdl inditott Dijkstra algoritmus segitsé-
gével hatarozhatjuk meg. Ennek soran wvg, vg, vs, v7 sorrendben érjiik el a
csucsokat, mindegyik tavolsagot a vs-bdl vezetd kozvetlen él hatarozza

meg, tehdt a legrovidebb utak faja a vy kozepti csillag lesz. (3 pont)

Ennek alapjan a vs, vg, v7 ill. vg csticsok v4-t6l mért tavolsagai rendre 4,2, 4, 1 lesznek. (2 pont)
Mivel dist(vy, v7) =4 > 3, és dist(vy,v3) = 1, ezért ha a vyvg él hosszat 2-re valtoztatjuk 4-r6l, akkor
vy és vy tavolsaga 3 lesz. (2 pont)

2. A G = (V, E) irdnyitott graf csicshalmaza V' = {v12, v13, V14, U15, 16} €és 7 < j esetén a v;v; él kapacité-
sa c(v;v;) = (1,7), més éle G-nek nincs. Ha a vy5v14 él kapacitdsdt tetszés szerint megvaltoztathatjuk,
mennyi lehet a v12-bol vig-ba vezeté maximalis folyam nagysaga? Mekkora az a legkisebb kapacitas a
V1516 €len, amire ez a maximaélis folyamnagysag elérhet6?

Az 4bran az adott lathaté a hdlézat diagramja. (2 pont)

Ezen a tanult javité utas algoritmussal kerestiink maximalis
nagysagu folyamot, mégpedig avis, v1g, V12, V14, V16, V12, V13, V16 €S
V12, U15, U1 Utakon rendre 4-t, 2-t ill. 1-t, 1-t javitva. (Az egyes éle-
ken felvett értéket a kék szinii, nagyobb méretli szdmok jelzik.) A
kapott 8 nagysagu folyam maximalitdsat az X halmaz meghatar-
rozta, szaggatottal jelzett 8 kapacitdsu vagés bizonyitja. (4 pont)
Ha most a vi5v16 €l kapacitasat kellben nagynak valasztjuk, akkor még tovabb novelheté a folyam
nagysaga a vis, V15, V16 Uton segitségével. fgy kapjuk a zolddel jelolt, 10 nagysagu folyamot, aminél
nagyobbat nem kaphatunk, hiszen az ¥ meghatarozta vagas kapacitasa 10, és ez a vadgas nem tartal-
mazza a vi5v16 6lt. (2 pont)

Ahhoz, hogy az X &altal meghatarozott vagas kapacitasa legalabb
10 legyen, a wvisv16 él kapacitasat legalabb 3-ra kell névelni, tehat
ekkora novelés feltétleniil sziikséges a 10 nagysagu folyamhoz. Lat-
tuk, hogy ez elég is, tehat, 3 a legkisebb olyan kapacitds, amire ez
elérhetd. (2 pont)

3. Tekintsiik a k-szorosan pontosszefiiggd G graf két diszjunkt példanyat és kossiik 6ssze a két példany-
ban az egymdasnak megfelelé pontokat. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott G’ graf (k + 1)-szeresen
Osszefiiggd.

Mivel G k-6f volt, ezért |V (G)| > k + 1, tehat |[V(G')| = 2 - |V(G)| > k + 1 is teljesiil, ami az egyik
feltétel ahhoz, hogy G’ k-6f legyen. (1 pont)



A k-szoros pontosszefiiggdség definicija szerint tehat mindossze azt kell ellenérizniink, hogy ha G’
nem eshet szét legfeljebb k& — 1 cstcs elhagyasatol. (3 pont)
Tegyiik fel tehdt, hogy elhagytunk legfeljebb k& — 1 csticsot G’-bol. Mivel G k-6f, ezért G semelyik
diszjunkt példdnya sem esett szét, (2 pont)
igy mindossze azt kell igazolnunk, hogy maradt a két rész kozott is él, azaz van olyan csics, amit G
egyik példdnyaban sem toroltiink. (2 pont)
Ez utébbi pedig azért igaz, mert G-nek legalabb k — 1 csticsa van a k-6f tulajdonsdg miatt, igy olyan
csucsanak is kell lennie, aminek egyik példanyat sem bantottuk a legfeljebb k£ — 1 cstcs torlésekor.

(2 pont)

. Tegyiik fel hogy 77 iskolas levelez egymassal gy, hogy mindegyikiiknek pontosan 8 levelezépartnere
van. Megvalodsithaté-e, hogy a levelezéshez 8-féle szinii boritékot hasznalnak gy, hogy mindenki kii-
16nb6z6 szinti boritékot hasznaljon az egyes levelezopartnereihez, és barmely két levelezotars kozott
mindkét iranyt levélforgalomhoz azonos szinti boritékot hasznéljanak?

Legyenek a G = (V, E) gréf cstcsai az iskolasok, él pedig akkor fusson két csics kozott, ha az adott
iskoldsok leveleznek. A feladat feltételeibdl G-nek 77 csticsa van és 8-regularis. A boritékokra a feladat-
ban megkivant feltétel pedig pontosan G 8-élszinezhetoségét jelenti, a célunk tehat ennek eldontése.

(3 pont)
Tegyiik fel indirekt, hogy G 8-élszinezhets. Ekkor az azonos szini élek G egy parositasat alkotjak.

(2 pont)
Mivel 8 szint hasznédltunk, és minden csiicsbol 8-féle szinti él indul, ezért az azonos szinti élek teljes
pérositast alkotnak minden egyes szin esetén. (3 pont)
Azonban G-nek 77 csticsa 1évén nem létezhet teljes parositasa, az indirekt feltevésiink tehat nem helyt-
allo, G élei nem szinezhetok 8 szinnel, a boritékokra a feladatban megkivant elvaras nem teljesitheto.

(2 pont)
. Sikbarajzolhato-e az abran lathaté graf?
A vastaggal jelolt élek &altal alkotott részgraf a Kss graf egy soros
bovitése, ahol a kerek cstcsok a kutak, a négyszogletesek a hazkak.
(8 pont)
Tanultuk, hogy K33 nem sikbarajzolhaté, igy annak soros bovitése
sem az, tehét a feladatban szereplé graf sem sikbarajzolhaté. (2 pont)
. Szamitsuk ki a 10! + 99 és 9! + 9 szdamok legnagyobb ko6zos osztdjat.
Az Euklideszi algoritmus kapcsén azt tanitottdk, hogy (a,b) = (a—b,b) = ... = (a — kb, b) tetszOleges
k egész szamra. (2 pont)
Ezek szerint(10! 4+ 99,9! +9) = (10! + 99 — 10(9!' +9),9' +9) = (9,9 +9) = (9! +9,9) = (9! + 9 —
(8'4+1)-9,9) =(0,9) =9 (7 pont)
A keresett Inko tehat 9. (1 pont)

Természetesen kozvetleniil az Euklideszi algoritmussal is megoldhaté a feladat.



A Szamitastudomany alapjai
1. ppZH javitékulcs

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6é gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. A 174 f6s villamosmérnok-évfolyam hallgatoi 4-féle targyat hallgatnak, mindegyiket ugyanannyian
vették fel, minden hallgaté felvett legaldbb egy targyat. Senki sincs, aki mind a négy targyat felvette,
de barmely harom targyhoz pontosan egy olyan hallgaté van, aki azok mindegyikére jar. Ezen kiviil
barhogyan is valasztunk két targyat a négybol, pontosan 5 olyan hallgaté van, aki mindkettot felvette.
Hany villamosmérnok-hallgaté jar az egyes kurzusokra?

Tegyiik fel, hogy a négy kurzus mindegyikét k& hallgaté vette fel, ezek alkotjdk az A, Ag, Az és Ay
halmazokat. A feladat szerint |A; U Ay U A3 U Ay| = 174. (2 pont)
Az o6rdn tanult szita-formula szerint a halmazok unidjanak méretét tgy is megkaphatjuk, hogy a
halmazok méretének Osszegébol levonjuk a paronkénti metszetek méretének Gsszegét, hozzaadjuk az
Osszes harmas metszet méretének osszegét, majd levonjuk a 4 halmaz metszetének méretét. (4 pont)

Paronkénti metszetbol Osszesen (3) = 6, mig harmas metszetbol (g) = 4 van, az Osszes halmaz
metszetét pedig egyféleképp lehet képezni, raadasul az iires. (2 pont)
Ezek alapjan 174 =4k —6-54+4-1—1-0 = 4k — 26, (1 pont)
anonnan 200 = 4k ill. £ = 50 ad6dik. Ennyien jarnak tehat az egyes kurzusokra. (1 pont)

2. Hét villamosmérnok-hallgatorol tudjuk, hogy koziilitk barmely kettonek van kézos beszédtéméja, még-
pedig 3 lehetséges téma (téplalkozas, hardware, ellentétes nem) valamelyike. (Lehetséges pl, hogy a
és b ill. a és c témaja megegyezik, de kiilonbozik b és ¢ kozos téméjatol.) Igazoljuk, hogy kivéalaszthatd
a 7 hallgaté koziil néhény (de legalabb 3) olyan, akik kérbeiilhetnek ugy egy kerek asztalt, hogy az
egymas mellett iiléknek ugyanaz legyen a kozos témajuk.

Alkossa a 7 széban forgd hallgaté a G graf csucsait, és jelolje E; i = 1,2, 3 esetén azokat az éleket

amit azok kozé a hallgaték kozé hizunk, akiknek a kozos téméajuk éppen az i-dik. (2 pont)
Mivel barmely két hallgaté kozti él az Ey, Es ill. E3 valamelyikébe beletartozik, ezért ezen élek 6sszesen
annyian vannak, mint ahany él behizhaté 7 cstcs kozé, (2 pont)
szam szerint (;) =1.7.6=2l-en (1 pont)
Kell lennie tehat olyan i téménak, hogy |E;| legaldbb 2 = 7 ¢t tartalmaz. (1 pont)
Tanultuk, hogy egy n pontu kormentes grafnak legfeljebb n — 1 éle lehet, (2 pont)
ezért ez az F; élhalmaz biztosan tartalmaz kort. (1 pont)
Az e kor csicsainak megfelel hallgatokat a kornek megfeleléen leiiltetve pedig éppen a feladat allitasat
igazoljuk. (1 pont)

3. Osszefiiggd-e az a G graf, aminek a szomszédossagi matrixa az aldbbi?

000010
001001
010001
000010
100100
011000

A(G) =

A jobb oldali abran lathato a kérdéses graf egy diagram- U2

ja. (5 pont)

Szemlatomast nem vezet él a vy, v3, vg csticsokbdl a vy, vy

ill. vs cstucsok egyikébe sem, ezért G nem Osszefiiggo. v
(5 pont) 6

U3 Us




4. Legyen I az abran lathato G graf egy minimalis silyu feszitofajanak élhalmaza. Van-e a G — F' grafnak
Euler-kore?
Az éran tanult Kruskal algoritmus segitségével meghatarozzunk egy
minimélis sulyu feszit6fat. Ennek sordn minden élrél (névekvé sily-
sorrendben) eldontjiik, hogy bevessziik-e, mégpedig annak alapjan,
hogy kort hoz-e létre az eddig bevett élekkel. Az algoritmus bar-
mely lefutasa ugyanazt az F' feszitofat taldlja meg, amit az abran

vastag élekkel jeloltiink. (6 pont)
A G — F grafnak két komponensében is fut él, ezért nem lehet
Euler-kore. (4 pont)

Ha vki nem (vagy nem jol) taldlja meg F-t, de helyesen idézi fel az Gsszefiiggd grafok Euler-korérél
sz016 sziitkséges és elégséges feltételt (az Osszefiiggbséget is helyesen beleszove az idézetbe), az kapjon
ezért a részért 3 pontot.

5. Legyen GG olyan véges graf, aminek C' egy Hamilton kore. Tegyiik fel, hogy a G — C' grafnak van
Euler-kére. Mutassuk meg, hogy ekkor a G grafnak is van Euler-kore.

Mivel a G — C grafnak van Euler-kore, ezért (G — C')-ben minden fokszam péros. (3 pont)
A G grafban minden fokszam 2-vel nagyobb, mint a G—C-beli megfeleld fokszam, hiszen C'-bol minden
csucsra pontosan két él illeszkedik. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy G-ben is igaz, hogy minden csics foka paros. (1 pont)
A G graf 6sszefiiggd, hiszen C' egy Hamilton kore. (1 pont)
A véges Osszefiiggd grafokrol pedig azt tanitotdk, hogy ha minden fokszamuk paros, akkor van Euler-
koriik. (2 pont)
Ezek szerint G-nek valéban van Euler-kore, ahogyan azt a feladat allitja. (1 pont)

(Ha vki azzal indokolja G osszefiiggéségét, hogy (G — C)-nek van Euler kore, az nem kapja meg az
Osszefiiggdségért jard 1 pontot, és aki egyaltalan nem gondol az Osszefiiggdségre, az a tételkimondasért
jaré 2 pontbdl is egyet elveszit.)

6. Legyen G a (2,3,7,2,4,3,3,2) Priifer-kédi F' fa komplementere. Van-e G-nek Hamilton-kore?

Mivel a Priifer-kéd hossza 8, ezért F-nek 10 csicsa van. (1 pont)
Tanultuk, hogy a Priifer-kédban minden cstics eggyel kevesebbszer szerepel, a fokszamanal, (2 pont)
Ezek szerint F-ben a maximélis fokszam a 4. (1 pont)
Mivel G az F' komplementere, G-ben a minimélis fokszam 9 — 4 = 5 lesz, vagyis G barmely cstucsanak
fokszama legalabb 5. (2 pont)
Dirac tétele szerint ha egy n cstcst grafban minden pont foka legaldbb 7, akkor G-ben van Hamilton
kor. (3 pont)
Ez a tulajdonsdg fennall a feladatbeli G grafra n = 10-re, tehat a Dirac tétel szerint annak van
Hamilton kore, és nekiink pontosan ezt kellett bizonyitanunk. (1 pont)

Lehet persze favagassal is.

Az 6ran tanultak szerint megkonstrualjuk a kérdéses F' fat a Priifer-kodjabél. F-nek 10 pontja van,
hisz a kod hossza 8. A tablazat alsé sora a letorolt leveleket mutatja:

2| 3| 7| 2| 4] 3| 3| 2[[10] (RS RN

5]z ]sl4]lol[3]] [2 sl s/ \o 1/10\ e,

Az a kérdés, hogy van-e az F' fa Osszes csicsat tartalmazo olyan kor, aminek egyik éle sem esik egybe
F valamelyik élével. (2 pont)
Ha tigyesek vagyunk, konnyen taladlunk ilyen kort. Egyet pl szaggatott vonalakkal rajzoltunk az dbraba.

(2 pont)
Az tehat a valasz, hogy a G grafnak van Hamilton kore. (1 pont)

(5 pont)



A Szamitastudomany alapjai
2. ppZH javitékulcs

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. Legyen G = (V, E) graf csticshalmaza V' = {11, 14, 15, 35,66}, él pedig akkor fusson két cstics kozott,
ha azok relativ primek: £ = {ij : (i,7) = 1}. Hatdrozzuk meg G-nek egy a ,15” csticsbdl inditott
szélességi bejarasahoz tartozé fajat! A G grafot ugy kaptuk, hogy G-hez hozzdvettiink egy 1j v csu-
csot, amit GG bizonyos csucsaival 6sszekotottiink. Tudjuk, hogy G’-ben a 15 és v csicsok tavolsaga 4.
Hatarozzuk meg G’-t!

Az abran a G egy diagramja lathato. (3 pont)
A 15”7 cstcesbdl inditott szélességi bejards a csucsokat 15,14, 11, 35,66 sorrendben éri el, és a kapott
szélességi fat a vastagon rajzolt élek jelzik. (3 pont)

Ha a v cstucs tavolsdga a ,,15” csucstol 4, az azt jelenti, hogy v-nek van egy

a ,, 157 cstcstdl 3 tavolsagra levd szomszédja, és nincs olyan szomszédja, 14 66
ami legfeljebb 2 tavolsagra van a ,,15” csucstél. (2 pont) SQv
Mivel G-ben a ,,15” cstcstdl legtavolabb a ,,65” cstcs talalhato, és ennek 15 ©
35
11

3 a tavolsaga, a v csucs csakis ezzel a csuccsal van osszekotve G'-ben.
(2 pont)

2. Hatarozzuk meg a mellékelt abran lathaté halézatban a maximélis st-folyam nagysdgat.

Az oran tanult noveld utas algoritmussal kaptuk az abran
lathato folyamot; a nagyobb, kék szamok jelzik az egyes éle-
ken a folyam értékét, ahol nincs szam, ott 0 a folyam értéke,
azaz nem folyik folyam. (5 pont)
Ennek a folyamnak a nagysiga 26. (2 pont)
Mivel a szaggatott vonallal jelzett X halmaz altal indukalt
st-vagas 26-os kapacitasa felsé korlat barmely folyam nagy-
sdgara, ezért valoban 26 a keresett folyamnagysag. (3 pont)

3. Legyen a G = (V, E) graf csicshalmaza V' = {vy, va, v3,v4, 05,06}, €lei pedig E = {vv; : Eifii € Z}.
Hatérozzuk meg a v(G), 7(G), a(G), p(G) paramétereket.

A mellékelt abran lathaté a kérdésben szereplo graf egy diagramja. (3 pont)
Mivel G-ben sem izoldlt pont, sem hurokél nincs, ezért Gallai tételei miatt v(G) + p(G) = a(G) +
7(G) = 6.

Mivel vqv9, V305 és v4vg teljes parositast alkot, ezért v(G) = 3

és (Gallai miatt) p(G) = 3. (1 pont)

Masrészt a vy, v ill a v3, vy, v5, vg pontok klikket alkotnak, igy egy

fiiggetlen ponthalmaz koziiliik legfeljebb egyet-egyet tartalmazhat.

Ezek szerint a(G) < 2. (1 pont)

Mivel {vy,vs} fiiggetlen ponthalmaz, ezért a(G) = 2, (1 pont)

igy Gallai miatt 7(G) = 4. (1 pont)

4. Hatarozzuk meg a mellékelt dbran lathaté PERT probléma legrévidebb végrehajtasi idejét, és allapit-
suk meg, mik a kritikus tevékenységek.




Az 6ran tanult médszerrel dolgozunk. Eloszor meghatarozzuk G egy topologikus sorrendjét, pl. s, h, f, g,
e,b,c,d,a,t-t.

Ezt kovetden a csicsokat ebben a sorrendben dolgozzuk fel,
azaz meghatarozzuk a legkorabbi kezdési idot, és azt az élt
(vagy éleket), ami ezt okozza. Az eredmény az abran lathato.

(5 pont)
Ezek szerint a legrovidebb végrehajtési idé ¢ = 34, (1 pont)
és mivel egyetlen kritikus Ut vezet s-bol t-be, a kritikus te-
vékenységek ezen 1t csucsai, azaz s, b, ¢, d,t. (2 pont)

. Tegyiik fel, hogy a G egyszerii grafnak 11 csticsa van és sikbarajzolhaté. Igazoljuk, hogy a G komple-
mentergraf nem sikbarajzolhato.

( )
Jelen esetben ez azt jelenti, hogy G-nek legfeljebb 3 - 11 — 6 = 27 éle lehet. ( )
Ezért aztén G élszdma legalabb (1)) — 27 = 55 — 27 = 28 lesz, (3 pont)
tehat az elsének idézett ok miatt G nem sikbarajzolhato. ( )
. Hatédrozzuk meg, hogy a 3?3 szdm kettes szdmrendszerben felirt alakjanak mi az utolsé hat jegye!

Azt kell megallapitanunk, hogy 323 milyen maradékot ad 2°-tal osztva, és hogy ezt a maradékot kell

felirnunk kettes szamrendszerben. (3 pont)
Mivel (3,2%) =1, (1 pont)
és p(26) = (2—1)-2° =32, (1 pont)
ezért alkalmazhatjuk az Euler-Fermat tételt, ami szerint 39(2°) = 232 = 1(26) (2 pont)
Innen 3% =3%2.3=1-3 = 3(2%) (2 pont)
tehat 333 utolsé hat jegye 2-es szamrendszerben . ..000011. (1 pont)



