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ALGORITMUSELMELET 9. ELOADAS

Meélyseqi feszit 0erd 0

Legyen T a G = (V, E) iranyitott graf egy feszito erdeje. Legyen x € V egy
tetszoleges csucs, és jeldlje T, a feszito erdo x-gyokerl részfajanak a
csucshalmazat.
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Iranyitott kormentes grafok

Definicio . Egy G iranyitott graf DAG, ha nem tartalmaz iranyitott kort.
Directed Acyclic Graph

Alkalmazasai peldaul:

e Teenddk Utemezése —> PERT

e Varakozasi grafok — adatbazisok

Fontos, hogy egy iranyitott grafrol el tudjuk dénteni, tartalmaz-e iranyitott kort.
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melyben x — y € E esetéen x elobb van, mint y (azaz ha x = v;, y = v;,
akkor z < 3).
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Indukcidé pontszamra —- hagyjunk el egy forrast, ez legyen az elso pont
— a tobbit az indukcié miatt rendezhetd wq, ..., w,_1

= Ty WiyeeoysWpn_1 \/
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Tetel. Végezzik el a G DAG egy meélységi bejarasat es irjuk ki G csucsait a
befejezési szamaik szerint ndvekvo w, . . . , w, sorrendben. A
Wn, Wn_1, ..., w1 SOrrend a G DAG egy topologikus rendezése.

Bizonyitas: Azt kell belatnunk, hogy ha w; — w; éle G-nek, akkor 7 > j.
Ha volna olyan w; — w;, amire 3 = bszam|w;] > bszam|w;] = ¢, akkor az
csak visszaél lehetne. 7
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Leghosszabb Ut — egyszerl ut
Altalaban nehéz, nem ismert ra gyors algoritmus.

DAG-ban van:

Tetel. Ha G egy éllistaval adott sulyozott éli DAG, akkor az egy forrasbol
indulo legrovidebb és leghosszabb utak meghatarozasanak feladatai
O(n + e) lépésben megoldhatok.

Bizonyitas: DAG-ban minden ut csak elore megy —

I(s,x;) = : ma)éE{l(s,wj) + c(xj,z;) }-
LjyLyg

ahol I (s, z;) aleghosszabb s ~~ x; Ut hossza

Alkalmazas: PERT
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Tetel. Eqgy iranyitott graf két eros komponense kdzott az élek csak egy
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Tetel. Eqgy iranyitott graf két eros komponense kdzott az élek csak egy
iIrdnyba mehetnek.
Bizonyitas: Hamenne éla C; — C5 és Cy — C-be is, akkor C; és Cs
ugyanabban az er6s komponensben volna.

C1

&

C, C2

C 3 CS

Definicio . Legyen G = (V, E) iranyitott graf. G redukalt grafja egy iranyitott
graf, melynek pontjai a G eroés komponensei; a C;, Cy komponensek k6zott

akkor van C; — C, él, ha G-ben a C; komponens valamely pontjabol vezet
él a Cs komponensbe.
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Tetel. Eqgy iranyitott graf két eros komponense kdzott az élek csak egy
iIrdnyba mehetnek.
Bizonyitas: Hamenne éla C; — C5 és Cy — C-be is, akkor C; és Cs
ugyanabban az er6s komponensben volna.

C1

&

C, C2

C 3 CS

Definicio . Legyen G = (V, E) iranyitott graf. G redukalt grafja egy iranyitott
graf, melynek pontjai a G eroés komponensei; a C;, Cy komponensek k6zott

akkor van C; — C, él, ha G-ben a C; komponens valamely pontjabol vezet
él a Cs komponensbe.

A redukalt graf mindig DAG lesz. <—=C; — Cy — --- — C, — C;
iranyitott kor a redukalt grafban azt jelentené, hogyCiuC U ---UCr a G
ugyanazon erd0s komponensében van.
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Er6sen dsszefligg 0 komponensek meghatarozasa

(1) Melységi bejarassal vegigmegylnk G-n, k6zben minden pontnak
sorszamot adunk: a befejezési szamat

(2)  Elkeszitjik a G5rq 9grafot, melyet ugy kapunk G-bol, hogy minden él
iranyitasat megforditjuk. Pontosabban: G¢,4 := (V, E’), ahol
u — v € E’ akkor és csak akkor, hav — u € E.

(3) Bejarjuk a Gy, grafot melysegi bejarassal, a legnagyobb sorszamu
csticcsal kezdve (az (1)-beli befejezési szamozas szerint). Uj gyokérpont

valasztasakor mindig a legnagyobb sorszamu csucsot vesszuk a
maradekbol.



ALGORITMUSELMELET 9. ELOADAS

Tetel. A (3) pontban kapott fak lesznek G er0s komponensei, azaz G-ben
x = y pontosan akkor igaz, ha x és y egy faban vannak.

12



ALGORITMUSELMELET 9. ELOADAS

Tetel. A (3) pontban kapott fak lesznek G er0s komponensei, azaz G-ben
x = y pontosan akkor igaz, ha x és y egy faban vannak.

Bizonyitas: =: Azt kell belatni, hogy egy erds komponens pontjai egy faba
kertlnek

12



ALGORITMUSELMELET 9. ELOADAS

Tetel. A (3) pontban kapott fak lesznek G er0s komponensei, azaz G-ben
x = y pontosan akkor igaz, ha x és y egy faban vannak.

Bizonyitas: =: Azt kell belatni, hogy egy erds komponens pontjai egy faba
kertlnek

Legyen K egy er0s komponens, és legyen x a K legkisebb mélységi szamu
pontja.

12



ALGORITMUSELMELET 9. ELOADAS

Tetel. A (3) pontban kapott fak lesznek G er0s komponensei, azaz G-ben
x = y pontosan akkor igaz, ha x és y egy faban vannak.

Bizonyitas: =: Azt kell belatni, hogy egy erds komponens pontjai egy faba
kertlnek

Legyen K egy er0s komponens, és legyen x a K legkisebb mélységi szamu
pontja.
— K C S, <= részfa-lemma -/

12



ALGORITMUSELMELET 9. ELOADAS 12

Tetel. A (3) pontban kapott fak lesznek G er0s komponensei, azaz G-ben
x = y pontosan akkor igaz, ha x és y egy faban vannak.

Bizonyitas: =: Azt kell belatni, hogy egy erds komponens pontjai egy faba
kertlnek

Legyen K egy er0s komponens, és legyen x a K legkisebb mélységi szamu
pontja.
— K C S, <= részfa-lemma -/

v <: Tegyuk fel, hogy x és y egy faban vannak a
(3) pont szerinti melységi bejaras utan. Azt kell
belatnunk, hogy ekkor x =~ y a G grafban, azaz x
és y egymasbdl irdnyitott Gton elérhetok.

Gord



ALGORITMUSELMELET 9. ELOADAS

Tetel. A (3) pontban kapott fak lesznek G er0s komponensei, azaz G-ben
x = y pontosan akkor igaz, ha x és y egy faban vannak.

=-. Azt kell belatni, hogy egy erés komponens pontjai egy faba

kertlnek

Legyen K egy er0s komponens, és legyen x a K legkisebb mélységi szamu

pontja.

— K C S, <= részfa-lemma -/

v

Giord

<: Tegyuk fel, hogy x es y egy faban vannak a
(3) pont szerinti melységi bejaras utan. Azt kell
belatnunk, hogy ekkor x =~ y a G grafban, azaz x
és y egymasbdl irdnyitott Gton elérhetok.

Legyen a v csucs a gyokere annak a fanak, mely
x-et es y-t is tartalmazza.

12



ALGORITMUSELMELET 9. ELOADAS

Tetel. A (3) pontban kapott fak lesznek G er0s komponensei, azaz G-ben
x = y pontosan akkor igaz, ha x és y egy faban vannak.

=-. Azt kell belatni, hogy egy erés komponens pontjai egy faba

kertlnek

Legyen K egy er0s komponens, és legyen x a K legkisebb mélységi szamu

pontja.

— K C S, <= részfa-lemma -/

v

Giord

<: Tegyuk fel, hogy x es y egy faban vannak a
(3) pont szerinti melységi bejaras utan. Azt kell
belatnunk, hogy ekkor x =~ y a G grafban, azaz x
és y egymasbdl irdnyitott Gton elérhetok.

Legyen a v csucs a gyokere annak a fanak, mely
x-et es y-t is tartalmazza.

— Ggrg 9rafban van v ~ x iranyitott Ut, — G
grafban van egy L iranyitott ut x ~~ wv-be.

12



ALGORITMUSELMELET 9. ELOADAS 12

Tetel. A (3) pontban kapott fak lesznek G er0s komponensei, azaz G-ben
x = y pontosan akkor igaz, ha x és y egy faban vannak.

=-. Azt kell belatni, hogy egy erés komponens pontjai egy faba
kertlnek
Legyen K egy er0s komponens, és legyen x a K legkisebb mélységi szamu
pontja.
— K C S, < részfa-lemma ./

v <: Tegyuk fel, hogy x es y egy faban vannak a
(3) pont szerinti melységi bejaras utan. Azt kell
belatnunk, hogy ekkor x =~ y a G grafban, azaz x
és y egymasbdl irdnyitott Gton elérhetok.

Giord Legyen a v csucs a gyokere annak a fanak, mely

x-et es y-t is tartalmazza.

— Ggrg 9rafban van v ~ x iranyitott Ut, — G

T grafban van egy L iranyitott ut x ~~ wv-be.
Legyen x’ az L-nek az a pontja, amelynek az elsd bejaras szerinti mélyséqi

szama a legkisebb.



ALGORITMUSELMELET 9. ELOADAS 12

Tetel. A (3) pontban kapott fak lesznek G er0s komponensei, azaz G-ben
x = y pontosan akkor igaz, ha x és y egy faban vannak.
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x-et es y-t is tartalmazza.
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T grafban van egy L iranyitott ut x ~~ wv-be.
Legyen x’ az L-nek az a pontja, amelynek az elsd bejaras szerinti mélyséqi

szama a legkisebb.
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