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ALGORITMUSELMELET 6. ELOADAS

Hash-elés alvéletlen probaval

AO0,hi(K),ho(K),...,hps—1(K) probasorozata0,1,...,M — 1
szamoknak egy a K kulcstol fliiggetlen alvéletlen permutacioja.

A sorozatnak gyorsan és hatékonyan reprodukalhaténak kell lennie <—-
véletlen

Ha h(K) = h(L), akkor a K és L kulcsok teljes probasorozata is
megegyezik — masodlagos csomosodasnak

Kvadratikus maradek proba

Legyen M egy 4k + 3 alaku primszam, ahol k egy egész.
Ekkor a probasorozat legyen

0,12, —(12), 22, —(2?),..., (M _ 1>2,— (M _ 1)2.

2 2

—> Belatjuk, hogy ez tényleg permutacio.
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Tetel. Ha M egy 4k + 3 alaku primszam, akkor nincs olyan n egész, melyre
n?= -1 (mod M).

Bizonyitas: Indirekt tegyuk fel, hogy n egy egész szdm és n? = —
(mod M). —
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n™~1=1 (mod M).

Az utolsé |épésnél a kis Fermat-tételt hasznaltuk. 7

Ha0<z<g<M 2 Z 32 (mod M).

«—j?—i*= (5 — ’L)(J + ¢) felbontas egyik tényezoje sem lehet oszthato
M -mel, tehat a szorzatuk sem

Ugyanigy — —i? Z —j2 (mod M).

i2 % —j% (mod M) <— (ij7 )2 # —1 (mod M) ./
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Sikeres keresés koltsége:
(87
C’Nzl—log(l—a)—a

Sikertelen kereseés koltsege:

1

Cl. ~
M1 -a)

— a — log(1 — a)

Ezek az dsszefliggések valamivel altalanosabban érvényesek az olyan
modszerekre, amelyekre h;(K) = f;(h(K)); vagyis ahol a h(K) értek mar
az egesz probasorozatot meghatarozza.
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Kett 0s hash-elés

G. de Balbine, J. R. Bell, C. H. Kaman, 1970 korul.

Lényeg: h mellett egy masik h’ hash-fliggvényt is hasznalunk

a h’/(K) ertékek relativ primek legyenek az M tablamérethez

A K kulcs probasorozata: h;(K) := —th/(K).

Ha M és h/(K) relativ primek

— 0, —h/(K),—2h/(K),...,—(M — 1)h/(K) sorozat elemei mind
kiildnbdzok modulo M

Fontos sajatossaga: kuldnbdzo K és K’ kulcsok probasorozatai j6 eséllyel
akkor is kulonbozok lesznek, ha h(K) = h(K").

A legjobb ismert implementaciok idoigénye (empirikus adatok alapjan)

. 1 1 o 1
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e A kettos hash-elés kikliszoboli mindkét-féle csomodsodast

e Sikertelen kereses esetén minden erdekes «-ra gyorsabb, mint a linearis
probalas

e Sikeres kereséskor csak az a > 0, 8 tartomanyban lesz gyorsabb a
linearis probalasnal.
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Hash-fuggvények

e legyen kdnnyen (gyorsan) szamithato

e és minél kevesebb Utkozést okozzon.

A masodik kbvetelmény elég nehezen megfoghatd, mert a gyakorlatban
el6forduld kulcshalmazok egyaltalan nem véletlenszer(ek.

hasznos tanacsok =— h(K) értéke lehetoleg a K kulcs minden bitjétol
flggjon és a h értékkészlete a teljes [0, M — 1] cimtartomany legyen
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Osztomodszer

Legyen h(K) := K (mod M),

ahol M a tabla vagy a vodorkatalogus meérete.
Feltessziik, hogy a kulcsok egész szamok.

A h(K) szamitasa gyors és egyszerd.

A tabla mérete sem teljesen k6zombas.

Példaul ha M a 2 egy hatvanya, akkor h(K') csak a kulcs utols6 néhany
bitjétdl fugg.

A j6 M értékeket illetden van egy széles kdrben elfogadott recept:

D. E. Knuth javaslata — M -et primnek valasztjuk, ugy, hogy M nem osztja
rk+a-t, ahol r a karakterkészlet elemszama (pl. 128, vagy 256) és a, k
.Kicsi" egészek.

M prim — lényeges feltétel a kvadratikus maradék probanal.
KonnyU hozzajuk relativ prim szamot talalni = kettds hash-elés
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Szorzomodszer

(3 eqgy rogzitett parameter

h(K) = | M - {BK}].

{x} jeldli az x valos szam tortreszet

Szemléletesen — {B K} kiszamitasaval a K kulcsot ,véletlenszerien"
beldjik a [0, 1) intervallumba = az eredmeényt felskalazzuk a
cimtartomanyba.

Hatékonyan szamithat6 specialis eset:

M = 2t, w = 232, és legyen A egy a w-hez relativ prim egész.

Ekkor 3 = g valasztas mellett h(K') igen jol szamolhato.

A szamok binaris abrazolasaval dolgozva lényegében egy szorzast és egy
eltolast kell elvegezni.
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A szorzomodszer jol viselkedik szamtani sorozatokon

pl. termékl, termeék2, termek3, . .. eseteben

Megmutathatd, hogy a h(K), h(K + d), h(K + 2d) . .. sorozat kozelitoleg
szamtani sorozat lesz, azaz h |6l ,szétdobja" a kulcsok szamtani sorozatait.
Tétel (T. S6s Vera, 1957). Legyen 3 irracionalis szam, és nézzik a 0, {3},
{28} ,..., {nB} pontok altal meghatarozott n + 1 részintervallumot

[0, 1)-ben. Ezek hosszai legfeljebb 3 kilonb6z0 értéket vehetnek fel, és

{(n 4+ 1)3} aleghosszabbak egyikét fogja két részre vagni.

a [0, 1)-beli szamok kozll a legegyenletesebb eloszlast a

B=¢ ' =1 _0618033988...65a3 = ¢~ 2 =1 — ¢! értékek
adjak.

—> erdemes a szorzoOmaodszernél az A-t ugy valasztani, hogy g kozel
legyen ¢—1-hez. — Fibonacci-hash-elés
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A kett 0s hash-elés masodik fliggvénye

Olyan h’ fuggvény kell, melynek értekei a [0, M — 1] intervallumba esnek, és
relativ primek az M-hez

Ha M prim —-

h'(K):= K (mod M — 1) + 1.
—> h/(K) és M relativ primek
—> elég sok kiilénb6z6 probasorozatot ad

Java animacio: Hash-elés
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http://www.engin.umd.umich.edu/CIS/course.des/cis350/hashing/WEB/HashApplet.htm
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Szekvencialis kereseés

Ha egy allomany (tdmb, lista, stb.) szegényes szerkezetl ——- nincs jobb ,
mint ,elejétdl a végéig" bejarni, vagy legalabbis addig, amig a keresett adatot
meg nem talaljuk.

Ha egyenld eséllyel kell keresni az elemeket —
Sikeres keresés atlagos koltsége:

1+2+---+N N+1
N 2

Sikertelen kereses koltsege: N

Ha az allomanyban az elemek nagysag szerint rendezettek —>

N—|—1

Sikeres keresés atlagos koltsege: =

Sikertelen kereseés koltsege:

1—|—2—|—---—|—N—1—|—N+N_N+ N
N +1 2 N4+1 2
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Tegyuk fel, hogy csak sikeres keresésekkel van dolgunk, és legyen p; annak a
valoszinlsége, hogy az R; rekordot keressik. —-

Sikeres keresés atlagos koltsége:

Cn=p1+2p2+3ps+ -+ Npn.

Hogy érdemes sorba rendezni az R; rekordokat? —
csOokkeno sorrendben

Kulonb6z0 eloszlasok esetén:

Egyenletes: p;, = - = Cn = &L

1
N

Egy nagyon ferde eloszlas: p; = ; = Cn =2 — 55—

12
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Zipf eloszlas: p; = ﬁ ahol

1 1 1
n
N N
, o1 N N
Cn = g 1p; = g 1- = — =
P P tHy Hy  log N

80-20 szabaly: Tapasztalat — Az adatelérési igények 80%-a a
rekordoknak kortlbelil csak 20%-at érinti.

— . ahol
log 0,8 1 1 , (1—9) 1
V= g2 T 7 7 HOD O Hy =1t T yae

— Cn ~ 0,122N
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Onszervez 6 modszerek

Mit tehetlink abban az esetben, ha a p; kereseési valoszinliségeket nem
Ismerjuk, vagy esetleg azok idovel valtoznak?

e A keresett (és megtalalt) R; elemet a tabla elejére visszik. Az eredmeény:

R, | R, | Ry | ... Ry

e A keresett (és megtalalt) R; elemet felcseréljik a megelozovel.

Ry | ... | Ri | Ri—1 | ... Ry

Ha az eloszlas idOben valtozik, akkor az els6 megoldas ajanlatos. Ha a {p;}
eloszlas stabil, azaz idoben nem valtozik, akkor a masodik heurisztika
eredményesebb.



ALGORITMUSELMELET 6. ELOADAS 15

Informaciotomorités

A by, ..., b, betlkbdl all6 szoveget szeretnénk bitsorozatként kodolni.

uniform kodolas — [log, n] a legrovidebb lehetséges kodhosszusag egy
betlre

eltéro hosszu kodszavak — dekddolas problémasabb

Definicio . Egy bitsorozatokbdl allé kod prefix kod, ha egy betl kddja sem
prefixe (kezdoszelete) egy masik kodjanak. Formalisan: ha x és y ket
kllonb6z0 betl kodja, akkor nincs olyan z bitsorozat, melyre xz = y.

Egy prefix-tulajdonsagu koddal leirt Gizenet egyértelmien visszafejtheto.
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Probléma: Adott egy szbveg, melyben a b; karakter g;-szer fordul elo.
Keresslnk olyan fat, amelyre a )~ q;h(b;) 6sszeg minimalis, ahol egy «
csucsra h(x) a gyokertol -ig vezetd uton bejart élek szama.

16
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Huffman-kod

Optimalis ilyen fa:

e Kezdetben n izolalt csucspontunk van. b; cimkéje legyen gq;.

e Tegyuk fel, hogy mar megepitettik az S, ..., Sk fakat, ezek gydkerpontjai
x1,..., I, UtObbiak cimkéi az r,...,r, Szamok.
Ekkor vesszik a két minimalis cimkeju gyokeret (legyenek ezek x; és x;).

e Ezek folé egy Uj y gyokerpontot tesztink, melynek fiai x; és ;. Az y
Cimkéje ri + T

e A fak szama eggyel csokken. Megallunk, ha mar csak egy fa marad.
Osszesen n — 1 ilyen 6sszevono [épés sziikséges.
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KAKUKKMADARAMNAK — 7 betl — uniform kodolassal betlnként 3
bit, 6sszesen 48 bit.

N R D U M A K
1

1 1 1 2 S S

A betlk kodjai: K: 11, A: 10, M: 011, U: 0101, D: 0100, N: 000, R: 001

kddsz6: 1110110101111101110010010001100110001011
KAKUKKMADARAMNAK

dsszesen 40 bit

19



ALGORITMUSELMELET 6. ELOADAS
Optimalis kod

Tetel. A Huffman-fa optimalis. Pontosabban fogalmazva, a Huffman-fa esetén
az I = ) q;h(b;) 0sszeg minimalis azon binaris fak kozott, amelyek levelei
biy...,bn.

Bizonyitas: A Huffman-fa altal adott I érték legyen H(q1,q2s .-+ qn).
konstrukcio —

H(Q19°"9Qn) :H(Q1+CI29QS7”°7Qn)+Q1+QZ

Jelolje Opt(q1,q2, - - -, qn) @ q; gyakorisdgok esetén elérhetd optimalis
I-érteket.

Lemma. Legyen tovabbra is g; < g2 a két legkisebb gyakorisag. Ekkor

Opt(qi,q2y---5,qn) = Opt(q1 + q2,G3, - .- s qn) + q1 + q2-

20
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Bizonyitas: Minden belso csucsnak két fia van.

Legyen most x egy levél az optimalis fankban, melyre h(x) a leheto
legnagyobb, x-nek van a faban egy y testvere, cimkéik g; €s gs.

Toroljuk az « és y csucsokat, és irjuk az Uj levélbe a q; + g- cimket.

A fa I-érteke legyen J. —

Opt(q1,q2;---,qn) = J — (h(z) — 1)(q1 + q2) + q1h(x) + g2h(x) =

J + q1 + qo,

—> az Uj fanak is optimalisnak kell lennie a g1 + g2, g3, ..., qn
gyakorisagokra vonatkozéan, hiszen, ha J-n tudnank javitani, akkor az eredeti
fanis. 4/

Bizonyitas: (Tétel) Indukcié, n = 2 +/
Tegyuk fel, hogy legfeljebb n — 1 betl esetén igaz —-
Az indukcios feltevés szerint

Opt((h + 42,43y . . 7Qn) — H(ql + g2,49s3, . . °7Qn)

—
Opt(q1,92,935---59n) = H(q1,q92,q35 -+ 5qn)
Java animacio: Huffman-fa


http://www.cs.bme.hu/~gsala/alg_anims/

