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ALGORITMUSELMELET 4. ELOADAS

Binaris keres oOfa

Java animacio: Binaris keresofa


http://www.cs.bme.hu/~gsala/alg_anims/

ALGORITMUSELMELET 4. ELOADAS
AVL-fak

G. M. Adelszon-Velszkij, E. M. Landisz, 1962 — kiegyensulyozott binaris
keresofa

Jeldlje m(f) az f binaris fa magassagat (szintjeinek szamat), ha x az f fa
egy csucsa; ekkor m(x) jeldli az x-gyoker( részfa magassagat.

Definicid (AVL-tulajdonsag). Egy binaris kerestfa AVL-fa, ha minden x
csucsara teljesul, hogy

[m(bal(x)) — m(jobb(x))| < 1.

Mekkora a k szint(li AVL-fa minimalis csucsszama?

S
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A k szintszamu minimalis csucsszamu AVL-fa gybkerének egyik reszfaja
k — 1, amasik k — 2 szintl; az eredeti fa minimalitasa miatt pedig mindket
reszfa minimalis csucsszama.

A

— rekurzio
Gr =14 Gr—1+ Gr—2.
Tétel. G = Fk_|_2 —1hak Z 1.

Bizonyitas: k =1, 2 4/ = indukcio:

G, =14+Gr_1+Gr2=14+F11 — 14+ F, — 1= Fpio— 1.
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Tétel. Egy n-pontu AVL-fa szintjeinek k£ szama nem tobb mint O(logn),
pontosabban k < 1.44log,(n + 1).

Bizonyitas: tetel = n > Fj12 — 1
Fibonacci-szamokra vonatkozé alsé becslésbél n 4+ 1 > ¢*
— log,(n +1) > k = k < 1.441log,y(n + 1)



ALGORITMUSELMELET 4. ELOADAS

Az AVL -tulajdonsag meg oOrzese

Hogyan lehet a BESZUR és TOROL eljarasokat tigy megvalositani, hogy
megtartsak az AVL-tulajdonsagot? —- forgatas

bal forgatas

AA8 280

du;!)? org atas

g h

Tétel. Legyen S egy n cslcsbol allé AVL-fa. BESZUR(s, S) utan legfeljebb
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egy (esetleg dupla) forgatassal helyreallithatdo az AVL-tulajdonsag. A
beszuras koltsége ezzel egyiitt is O(log n).

Bizonyitas: Minden csucsban tartsuk szamon m( f)-et, az f gyokeril részfa

melységét, ez konnyen karban tarthato.

KERES(s, S) segitségével megkeressik s helyét.

A kereseési utat végigjarva megkeressuk a legalso olyan csucsot, ahol sértl az

AVL-tulajdonsag — «x
keresesi Gt x definicisja = m(h') #

m(h)

feltehetjik, hogy m(h’) =

I,mh)=1—-1

Két eset van:

nagyitva
H

a) s az f részfaba kerdl

b) s a g részfaba kerdl




ALGORITMUSELMELET 4. ELOADAS

a) eset:
X y m(f) < m(g) =— x-ben
nem sertl az AVL-tul.
m(f) > m(g) = y-benis
sérul az AVL-tul.

y "
AN
f A A h "T(}f) = m(g) = m(h) =

‘ =m(y)—1=101—-1
—> Jobb forgatas helyre
allitla az AVL-tul.

A forgatas utan y mindkét részfajanak a magassaga l lesz, x Uj részfai g és
h, mindkettd szintszamal — 1.

y feletti csucsok magassaga nem valtozik, igy az AVL-feltétel feljebb is
megmarad a kereso Ut mentén.
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bl) eset: s a g részfaba keriilt és s az y csucs fia (I = 1)
— dupla forgatas
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b2) eset: s a g részfaba kerllt és s nem az y csucsfia(l > 1)

ﬂ >
f

LA
.

—> m(f) =1 — 1 (mert y-ban az AVL-tul. teljeslil), és
m(g’) = m(g"”) = 1 — 2 (mert z-ben sincs baj az AVL-tulajdonsaggal)
—> dupla forgatas elég

Koltség: 1.441og,(n + 1) = O(logn)
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Torlés AVL-fabol

Tétel. Az n pontu AVL-fabol valo naiv torles utan legfeljebb 1.44 log, n
(szimpla vagy dupla) forgatas helyreallitja az AVL-tulajdonsagot.

Nem bizonyitjuk, a modszer hasonld, de nem mindig elég egy forgatas. Pl.:

Java animacio: AVL-fa


http://www.cs.bme.hu/~gsala/alg_anims/
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Tovabbi kiegyensulyozott fak

Az AVL-tulajdonsag csak egy a lehetséges kiegyensulyozottsagi feltételek
kozul. Altalanositasa:

Definicio . HB[k]-fak: (C. C. Foster, 1973)

Legyen k > 1 egy egész szam. Egy binaris keresofa H B|k]-fa, ha minden x
csucsara teljesul, hogy

[m(bal(x)) — m(jobb(x))| < k.

— H B[1]-fak — AVL-fak

11
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Sulyra kiegyensulyozott fak

A részfak sulya legyen a csucsszamuk: s(f).
Definicid . Egy binaris keresofat sulyra kiegyensulyozott fanak (roviden
S K -fanak) neveziink, ha minden x belso csucsara teljestl, hogy

s(bal(x))
s(jobb(x))
s(bal(x))

Feladat: lgazoljuk, hogy a leheletnyivel szigoribb 1/2 < s(Gobb(z)) < 2

korlatokat mar csak az I szintbdl all6 2! — 1 pontu binaris fak a teljesitik.
Tétel. Egy n csucsu S K-fa mélysege < 2log, n + 1.

V2 -1< < V2 +1.

Bizonyitas:  s(z) > s(y)+s(2) > s(y)+(vV2—-1)s(y) = v2s(y)
Legyenek xqi,xo,...,xr €gy k-hosszusagu gyokértol
levélig meno Ut csucsal.

n = s(x1) > V2s(z2) > (V2)%s(x3) > -+ >

(ﬁ)k—ls(wk) — (ﬂ)k—l — 2(k—1)/2.

Vv

p—
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S-fak

Splay-tree: D. D. Sleator és R. E. Tarjan, 1983.

Olyan binaris fa, ami tanul: pl. gyakran keresett elemet feljebb teszi.

— HosszU atlagos maveletsor alatt az egy lépésre eso koltség optimalis
lesz.

FO oltlet:

KIFORDIT (z, f) atszervezi az f S-fat Ggy, hogy x lesz az
uj gyoker, ha € f; kilonben f gybkere x valamelyik
szomszédja lesz:

vagy max{y € f; y < x}vagy min{y € f; y > x=}.

KIFORDIT (z, f) implementacioja: KERES(zx, f) = ha = € f, akkor majd
x-et visszik fel, ha x € f, akkor a keresés x egyik szomszédjanal

(max{y € f; y < «} vagy min{y € f; y > x}) ér veget, vegylk ezt.
— feltehetjuk, hogy = € f.

13
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A kovetkez0 eljaras x-et maximum két szinttel viszi feljebb, addig
alkalmazzuk, amig x felér.

(0) Ha  gyoker, akkor készen vagyunk.
(* A tovabbiakban jeldlje y az x apjat. *)
(1) Ha x-nek nincs nagyapja, akkor FORGAT (x), kilénben

< X
v y\»x
(2) ha « és v is baloldali (jobboldali) gyerek,* re s

akkor FORGAT (y), majd FORGAT (x), kulénben
(3) ha x és y kilonbdz0 oldali gyerekek,

< 2 x
y<—>/ — A
e Yy 2
akkor FORGAT (z), majd ismét FORGAT (z). ¥ y

14
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Mdveletek az S-fakban

A kereséfakra jellemzé KERES(z, f), BESZUR(z, f) és TOROL(z, f)
mulveletek a szokasosak.

A RAGASZT(f, f’) mlvelet az f és f’ S-fakbdl egyetlen S-fat szervez,
feltéve, hogy x < y teljestl minden x € f és y € f’ kulcsra.

A VAG(z, f) miivelet szétvagja f-et az f’ és f’’ S-fakra tgy, hogy

y < x < zteljesil mindeny € f’ és z € f’ csucsra.

Tétel. Az ismertetett miveletek mindegyike megvalésithatd konstans szamu
KIFORDIT és konstans szamu elemi operacio (6sszehasonlitas, mutato
beallitas, stb.) segitsegevel.

Bizonyitas: Csak két mivelet, a RAGASZT és a TOROL esetét nézziik meg
kdzelebbral, tdébbi trivi.

RAGASZT(f, f/) = el6szor KIFORDIT (400, f) =: f* = f* gyokere x
az uj fa legnagyobb kulcsa
—> csatoljuk f’-t x jobb fianak
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TOROL(zx, f) = KIFORDIT(z, f)ha a kapott fa gyokere nem z, akkor
& f =

Ha x az Uj fa gydkere, toroljuk és a kapott két f, és f, részfara
RAGASZT(f1, f-)

Tétel. Egy ures S-fabdl indulé olyan m miveletbdl allé sorozat kdltsége,
melyben n beszuras van, O(m logn).

Java animacio: S-fa

16


http://www.cs.bme.hu/~gsala/alg_anims/

