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Kovetelmények

Zarthelyi dolgozat: 2002. aprilis 8. — 6 db 10 pontos feladat 100 percre,
mindet lehet hasznalni.

Pontozas: 20-29 pont 2-es, 30-39 pont 3-es, 40-49 pont 4-es, 50-60 pont
5-0sS.

Alairas: Feltétele a ZH megirasa 2-esre. Szukség eseten potZH.

Vizsga: Irasbeli — 2 elméleti kérdés, 4 példa, nem lehet semmit hasznalni.
Pontozas: mint a ZH-n.

Vizsga jegy: Ha érdemes, akkor lehet a vizsga ZH eredmeényét atlagolni az
évkozi eredménnyel. Ha alairas csak potZH-val szlletett, ez a lehetdség
nem all fenn.

Javitas: Ha az igy kialakult jegy nem elég jo, akkor kizardlag a vizsga
eredményhirdetésének idopontjaban lehet szoban felelni, amivel £1 jegyet
lehet valtoztatni.



ALGORITMUSELMELET 1. ELOADAS

Algoritmus fogalma

e Egyelore nem definialjuk rendesen az algoritmus fogalmat.
e Eljaras, recept, modszer.
e Jol meghatarozott Iépések egymasutanja, amelyek mar elég pontosan,

egyeértelmien megfogalmazottak ahhoz, hogy gépiesen vegrehajthatok
legyenek.
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A sz0 eredete

Al Khvarizimi (Mohamed ibn Mlsza) bagdadi matematikus a 1X. szazadban
konyvet irt az egészekkel valo alapmuveletek végzéséral.

algoritmus < szamitogep program



ALGORITMUSELMELET 1. ELOADAS

Milyen hatekony egy algoritmus?
e Legtbbbszér csak a lepésszam nagysagrendje érdekes.
Hogyan fligg a Iépésszam az input méretétol?
e Az input méretét legtdbbbszor n-nel jeloljik.

e Alépésszam ennek egy f fliggvénye, azaz ha n méretl az input, akkor az
algoritmus f(n) lepést végez.

e |lgazabol az f figgvény az érdekes.
e 100nm vagy 101n, altalaban mindegy
e n? vagy n® mar sokszor nagy kiilénbség, de néha mindegy

e n? vagy 2™ mar mindig nagy kiloénbség



ALGORITMUSELMELET 1. ELOADAS
Flggvenyek nagysagrendije
Definicio . Ha f(x) és g(x) az R egy részhalmazan értelmezett valés

értékeket felvevo fuggvények, akkor f = O(g) jeldli azt a tényt, hogy vannak
olyan ¢,n > 0 allandok, hogy |f(x)| < c|g(x)| teljesil, ha x > n.

Példaul:

e 100 4+ 300 = O(n), hiszen n = 300, ¢ = 101-re teljesilnek a feltételek,
1001 + 300 < 101n, han > 300

e 5n? 4+ 3n = O(n?)
e n*+5n° = 0O(n®)

o nl000 — g(2n)
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Flggvenyek nagysagrendije

Definicio . Ha f(x) és g(x) az R egy részhalmazan értelmezett valés
értékeket felvevo fliggvények, akkor f = 2(g) jeldli azt a tényt, hogy vannak
olyan ¢,n > 0 allandok, hogy |f(x)| > c|g(x)| teljesil, ha x > n.

Példaul:

e 100n — 300 = Q(n), hiszen n > 300, ¢ = 99-re teljesiinek a feltételek
e 5n% — 3n = Q(n?)

e n* —5n° = Q(n?)

o 27 = Q(nl000)
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Flggvenyek nagysagrendije
Definicio . Ha f = O(g) és f = Q(g) is teljesul, akkor f = ©O(g).

Példaul:

e 100n — 300 = ©(n)
e 5n? — 3n = O(n?)
e n* — 5n° = O(n?)

e 1000 - 2™ = O(2")
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Flggvenyek nagysagrendije

Definicio . Legyenek f(n) és g(n) a pozitiv egészeken értelmezett valos
értékd fuggvények. Ekkor az f = o(g) jeldléssel roviditjuk azt, hogy

f(n)

» 0, han — oo.
g(n)

Peéeldaul:

e 1001 + 300 = o(n?), hiszen 1002’5300 »0han — oo
e 51 + 3n = o(n?)
e n* 4+ 5n° = o(n*log, n)

o nl000 — 5(2n)
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Algoritmikus problémak megoldasa

Algoritmikus probléma A, 'modell | 2> program

A. pontositas, egyszer(sités, absztrakcio, lényegtelen elemek kiszlrése, a
lényeg kihamozéasa

Modell: sokféle lehet, eleg tag, de eleg egyszer, formalizalt, pontos

B: hatékony algoritmus, bemend adatok — eredmény, érdemes foglalkozni a
kapott algoritmus elemzeseével, értékelésevel, megvizsgalva, hogy a
modszer mennyire hatékony

10
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Arthur kiraly civilizacids térekvesel

@ Arthur  kirdly fényes udvaraban
150 lovag és 150 udvarholgy el.
A kiraly, aki kozismert civilizacios
% erofeszitéseirdl, elhatarozza, hogy
meghazasitja j0 lovagjait és szép
udvarholgyeit. Mindezt persze
- |embersegesen  szeretne  tenni.
. |Csak olyan parok egybekelését
. |akarja, amelyek tagjai kolcsondsen
“|vonzalmat éreznek egymas irant.
8 Hogyan fogjon hozz4?
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Termeészetesen partfogojahoz, a nagyhatalmu varazsldhoz, Merlinhez fordul.
Merlin rogvest felismeri, hogy itt is binaris szimmetrikus viszonyok
abrazolasarol van szo.

Nagy darab pergament vesz el0, és nekilat egy paros grafot rajzolni.

A kiralyi parancs teljesitéséhez Merlinnek élek egy olyan rendszerét kell
kivalasztania a graf éleibol, hogy a kivalasztott élek kdzul a graf minden
pontjahoz pontosan egy csatlakozzon. A kivalasztott élek felelnek meg a
tervezett hazassagoknak. A grafelmélet nyelven teljes parositast kell keresnie.
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Kozlekedési lampak Utemezeése
7%

lampék: ac, ad, be, bd, ec €s ed
allapot: lampak — {P, Z}

/ Feladat: Mennyi a minimalis szamua allapot, ami
biztonsagos és nem okoz 6rok dugot?

Grafelméleti nyelven: Mennyi G kromatikus szama?

13
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Mobil telefon atjatszok frekvencia kiosztasa

Egy adott atjatszohoz egy adott frenkvenciat rendelnek.
Eqgy telefon a kézelben levd atjatszok kozil valaszt.
,Kozel lev0” atjatszok frekvencigja kulénb6zzon.

k AA\AC
%/
Zé/

N\
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Szuperforras kereseése

Definicio . A G iranyitott graf s € V csucsa szuperforras, ha minden s-tol
kilonb6z6 y € V csucs eseteén teljesil, hogy (s,y) € E és (y,s) € E. A
szuperforras olyan s csucs, amibdl a graf minden mas csucsaba él vezet, az
s-be pedig egyetlen mas csucsbdl sem megy él.

A feladat a kdvetkez6: tegyuk fel, hogy az A adjacencia matrixaval adott a
G = (V, E) iranyitott graf, aminek a csucshalmaza V. = {1,...,n}.
Dontsuk el, hogy van-e G-ben szuperforras. Ha igen, talaljuk meg.

Elso otlet: Sorra vesszik az ¢+ € V csucsokat, mindegyikrol megnézve, hogy
szuperforras-e.

Ennek koéltsége: az A matrix 2(n? — n) elemét vizsgaljuk meg.

Jobb modszer: Ha (2,3) € E, akkor 5 nem lehet szuperforras, ha (i,5) € E
akkor 2 nem lehet szuperforras
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Gyorsabb algoritmus

1:= 1,7 := n;
while 7 £ 3 do
If Al¢,5] =1then j:=35—1

else 1 := 12 + 1;
(* Amikor ideértink, mar csak ¢z lehet szuperforras,
ezt ellendrizzik a tovabbiakban. *)
for k = 1to ndo
If £ #£ 1 és (Alz, k] # 1vagy A[k,t] # 0) then return (nincs szuperforras)
return (z szuperforras).

Ennek koltsége: dsszesen 3n — 3 elemet vizsgalunk meg, n — 1-et a while
ciklusban, 2n — 2-t az ellenbzésnél

Mennyire j0 ez?
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A koltseg elemzése

Jeldlje T'(n) a legjobb (leggyorsabb) algoritmus altal megvizsgalt
matrix-elemek szamanak maximumat az 6sszes n pontu grafra.

Tudjuk, hogy T'(n) < 3n — 3.

Nyilvanvalo, hogy 2n — 2 < T'(n), mert le kell ellendrizni, hogy
szuperforras-e.

1 el megkérdezése legfeljebb 1 csucsot zar ki mint lehetséges szuperforrast.

Egy algoritmus els0 n — 2 kérdése utan meg legalabb két csucs — mondjuk
és j — lehet szuperforras. Ahhoz, hogy belassuk, hogy ¢ szuperforras, meg
kell vizsgalni az z-edik sor és z-edik oszlop minden elemét.

Vagy i-re vagy j-re igaz lesz, hogy az elsd n — 2 kérdeées kozul legfeljebb
(n — 2)/2 kérdés vonatkozott ra. igy még 2n — 2 — (n — 2)/2 legalabb
kerdés kell. Tehat

n — 2 n — 2
+n—2=3n—4 — 5

T(n) > 2n — 2 —

Azaz a fenti algoritmus kozel optimalis.
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Rendezési relacio

Legyen U egy halmaz, és < egy kétvaltozos relacio U-n. Haa,b € U és
a < b, akkor azt mondjuk, hogy a kisebb, mint b. A < relacio egy rendezes,
ha teljesilnek a kovetkezok:

1. a £ a minden a € U elemre (< irreflexiv);

2.Haa,b,ce U,a < b,esb < ¢, akkor a < c (< tranzitiv);

3. Tetszoleges a # b € U elemekre vagy a < b, vagy b < a fennall (<
teljes).

Ha < egy rendezés U-n, akkor az (U, <) part rendezett halmaznak
nevezzuk.

Példak:
e 7/ az egesz szamok halmaza. A < rendezés a nagysag szerinti rendezés.

e Az abc betliinek X halmaza; a < rendezést az abce-sorrend adja. Az x betl
kisebb, mint az y betd, ha x el6bb szerepel az abc-sorrendben, mint y.
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e A X betliibol alkotott szavak X* halmaza a szotarszerl vagy lexikografikus
rendezéssel. = legyen X = x1x3---x €SY = y1ys - - - y; két sz0.
Az X kisebb mintY,havagyl > keésx; =y, hat=1,2,...,k;
vagy pedig z; < y; teljesll a legkisebb olyan 5 indexre, melyre x; # y;.
Tehat példaul kar < karika és bor < bot.

A rendezeés feladata: adott az (U, <) rendezett halmaz elemeinek egy
ui, Uz, . . . , Uy SOrozata; rendezzik ezt at egy nem csokkeno
v1, V2, ..., U, SOrrendbe.

Input: tomb, lancolt lista, (vagy barmi)
Output: altaldban, mint az Input

Lépések: elemek mozgatasa, csereje, 6sszehasonlitasa

A rendezés dnmagaban is elofordul6 feladat, de el6jon, mint hasznos
adatstruktura is.
Rendezett halmazban konnyebb keresni (pl. telefonkonyv).
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Kereses rendezett halmazban

Bar Kochba jaték: gondolok egy szamot 1 — 100-ig, hany eldéntend6
kérdésbol lehet kitalalni?

Adott az (U, <) rendezett halmaz véges S = {s1 < s < ... < Sp—1 < Sn}
és s € U. reszhalmaza.

Osszehasonlitasokkal akarjuk eldonteni, hogy igaz-e s € S. Hany
dsszehasonlitas kell?

Linearis kereseés

Sorban mindegyik elemmel dsszehasonlitjuk.
Koltseg a legrosszabb esetben: n, mert lehet, hogy pont az utolsoé volt.
Koltség atlagos esetben esetben: (n/2) 4+ 1

20
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Binaris keresés

Oszd meg és uralkodj: eloszor a k6zépso s;-vel hasonlitunk.
Hasonlo6 feladatot kapunk egy S; halmazra, amire viszont |S;| < |S|/2.

Es igy tovabb:
S|

4’

S| S|

Saoeee ISkl < 07

|S2| < oF

|Ss| <

Pl. keressiik meg, benne van-e 21 az alabbi sorozatban!

15,22, 25, 37, -, 56, 70, 82 (1)
15, 22, -, 37,48, 56, 70, 82 (2)
15, -, 25, 37,48, 56, 70, 82 (3)

-, 22, 25, 37, 48, 56, 70, 82 (4)
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Binaris keresés

Addig kell csinalni, amig |Sk| > 1, vagyis 1 < .

=2k <n = k < |log,n|

Ez k + 1 6sszehasonlitas volt. —k + 1 < |logyn| + 1 < [logy(n + 1) ]
Tétel. Ez optimalis, nincs olyan kereso algoritmus, ami minden esetben
kevesebb mint [log,(n + 1)] kérdést hasznal.

Bizonyitas: Az ellenség nem is gondol egy szamra, csak mindig ugy valaszol,
hogy minél tobbet kelljen kérdezni.

Ha egy kerdést felteszek, és az igen valasz utan mondjuk szoba jo6n x
lehet0ség, akkor a nem esetén szoba jon még n — x lehetdség.

Az ellenség ugy valaszol, hogy minél tobb lehetdség maradjon, igy el tudja
erni, hogy legalabb n/2 marad. —> k kérdés utan is marad még
lehetOséq.

Ha tehat Jx > 1, akkor nem tudom, hogy az-e a gondolt szam, vagy nincs
benne a sorozatban. Tehat még egy kérdesre sziikség van.

—= 3 >1=n>2" = log,n > k.



