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ALGORITMUSELMELET 18. ELOADAS

Kdzelit 0 algoritmusok

Hatha nem szikséges pontos megoldas, eleg az optimumtol nem tdl messze
levo is.

Ladapakolas: Adottak az sq, ..., s, (racionalis) sulyok, 0 < s; < 1. Acéla
sulyok elhelyezese minél kevesebb 1 sulykapacitasu ladaba.
NP-teljes

F F-modszer (first fit): Vegylnk eldszor Ures ladakat, és szamozzuk meg Oket
az1,2,...,m egeszekkel.

Tegyuk fel, hogy az sq, ..., s;_1 sulyokat mar elhelyeztik. Ekkor s; keruljon
az elso (legkisebb sorszamu) olyan ladaba, amelybe még befér.
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Tétel. Jelolje a Ladapakolas probléma egy I inputjara O PT (I) az optimalis
(minimalisan elegend0), F F(I) pedig az F F-modszer altal eredményezett

ladaszamot. A probléma tetszOleges I inputjara teljesul, hogy
FF(I) <20PT(I).

Bizonyitas: [> %, s8:;] < OPT(I)
FF(I) < [2) ", si] <= nincs két olyan lada, ami nincs félig kitoltve.
Felhasznaljuk, hogy [2x]| < 2[x]|

FF(I) < [23 s:] <2 ] < 20PT(I)

v

Tetel. [D. S. Johnson és munkatarsai, 1976]

A probléma tetszoleges I inputjara teljesul, hogy FF(I) < [1.7TOPT(I)].
Tovabba vannak tetszolegesen nagy méretl I inputok, melyekre

FF(I) > 1.7(OPT(I) —1).
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F F D-modszer (first fit decreasing): eloszor rendezzik a sulyokat nem névo
sorrendbe, utana alkalmazzuk az F F-modszert.

1 2 3. A
5 6. -
g 7. 6
1 2 3. 4 c

Tetel. [D. S. Johnson, 1973]

Tetsz6leges I inputra teljestl, hogy FFD(I) < YOPT(I) + 4, és
tetszOlegesen nagy méretl I inputok vannak, melyekre

FFD(I) > YOPT(I). (; = 1.222...)

Tetel. [F. de la Vega, G. S. Lueker]

TetszOleges € > 0-hoz van olyan P linearis algoritmus, amire
P(I) < (1+4+e)OPT(I).
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Euklideszi utazo tgynok problema

Az n pontu K,, teljes graf élein adott a nemnegativ ertékd d sulyfiggveny.
Erre teljestl a haromszdg-egyenlotlenség: tetszoleges kilonb6z6 u, v, w
csucsokra érvényes a d(u, w) < d(u,v) + d(v, w) egyenlotlenség (az
euklideszi feltétel).

A cél egy minimalis dsszsulyd Hamilton-kor kereseése.

Keresiink egy minimalis 6sszsulyu feszitéfat (pl. Kruskal). —-

[
i/\&\

N &

Ennek dsszsulya legyen s — Euler séta hossza 2s.
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Ez nem Hamilton-k6ér — levagjuk a folosleges részeket, kozben roviditink
IS.

Ha az optimalis Hamilton-kdrbol elhagyunk egy élet —> egy legalabb s sulyu

feszitofa
A modszer legfeljebb 2-szer akkora utat ad, mint az optimalis.

JAVA animacio: TSP


http://nuweb.jinr.dubna.su/~filipova/tsp.html
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Véletlent hasznald moédszerek

Elony: Gyorsabb lehet.
Hatrany: Kis valoszindséggel hibas valaszt kapunk.

Problema: Adott behelyettesitéssel (fekete dobozzal ) egy n-valtozos
f € Zlx,, ..., x,] egész egyltthatos polinom. Tudjuk, hogy deg f < d. El
akarjuk donteni, hogy f azonosan nulla-e.

Példa: f(a:l, L2y s oo Zan) = (131 -+ wz)(iﬂg -+ £U4) oo (33277,—1 + wzn)

L1l oeee L1in
D = det ;

wnl e o o wnn

Mminél hamarabb szeretnénk talalni egy o = (a1, . .., a)-t, amire

f(a) # 0.

Pl. egy valtozora jol latszik
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Tetel. [J. Schwartz lemmaja] Hadeg f < d, és a4, ..., a, €gyenletes
eloszlasu, egymastol figgetlen véletlen elemei az {1,..., N}
szamhalmaznak, akkor f # 0 esetén Prob(f(a) =0) < 2.

Tétel. Az {1, 2,...,2d} halmazbdl vett véletlen n-komponensi o vektor
esetén Prob(f(a) # 0) > 1/2, ha f 0. Ekkora halmazbdl valasztva tehat
legalabb 1 /2 valészinlséggel adddik tanu. Ha t-szer figgetlenil valasztunk
ilyen helyettesitést, akkor legalabb 1 — % valészinldseggel kapunk tanut.
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Alkalmazas

Randomizalt modszer teljes parositas keresésére paros grafban.

Legyen G = (L,U; E) paros graf, L = {ly,...,l,} ésU = {uy,...,un}
M = (m;;) n-szer n-es matrix —>

s — Lij ha (li,uj) c F,
J 0 kulénben.

Tetel. G-ben akkor és csak akkor van teljes parositas ha det M # 0.

Bizonyitas: A determinans egy tagja = mx1)Ma2x(2) * * * Mpx(n)
Hanem 0 — (l;,uru) € E, i =1,...,n, = teljes parositas

Ha tehat G-ben nincs teljes parositas, — det M = 0.

Ha viszont van G-ben teljes parositas —- 3 nem 0 kifejtési tag

nem ejthetik ki egymast, mert barmely kettdben van két killonb6z6 valtozo.

Az el6z06 modszerrel eldonthetjik, hogy det M = 0 igaz-e.

Hasonloan megy nem paros grafokra is.
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Primtesztelés

Bemeno adatként adott (binarisan) egy m paratlan egész; szeretnénk
eldonteni, hogy m primszam-e.

Fermat-teszt (m)
1. Valasszunk egy véletlen a egészet az [1, m) intervallumbal.

2.Haa™!'=1 (mod m), akkor a valasz ,m valészin(ileg prim”,
kildnben a valasz ,,m 0sszetett”.

gyors hatvanyozassal ez gyorsan végrehajthato
Ha azt kapjuk, hogy ,,mm 0sszetett” — ez biztos igaz

Pl. m=21=7.-3ésa =2 = a az m Fermat-tanyja, hiszen 22° = 4
(mod 21).
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Tétel. Ha m-nek van olyan a Fermat-tantja (1 < a < mésa™ 1 #1
(mod m)), melyre Inko(a, m) = 1, akkor az [1, m) intervallum egészeinek
legalabb a fele Fermat-tanda.

Bizonyitas: Legyen a tanl = a™ ! £ 1 (mod m) és
C1,C2,...,csnemtanitk => c¢* "' =1 (mod m)
Feltehetjik, hogy a, c; relativ primek m-hez.

m—1 __

— (ac;)™ ' =a™ ¢ =am™ 1'#Z1 (mod m) = ac;tanl

(4

ac; mind killonbozéek lesznek = legalabb annyi tant, mint nem tand  +/

Vannak olyan szamok, amiknek nincs tanujuk = Carmichael-szamok
Pl. 561 =3-11-17
Alford, Granville, Pomerance, 1992 — végtelen sok ilyen szam van

10
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Rabin-Miller teszt

Definicio . Legyen m egy paratlan természetes szam. Irjuk fel m — 1-et
m — 1 = 2Fn alakban, ahol n péaratlan. Az 1 < a < m egész
Rabin—Miller-tanu (m 0sszetettségére), ha az

k—1

szamok egyike sem oszthatd m-mel.

Tetel. Ha m prim, akkor m-hez nincs Rabin—Miller-tanda.

Bizonyitas:
a™ ! —1=(a"—1)(a” +1)(a® +1)---(a® ™ +1)

m prim — a kis Fermat-tétel szerint .m osztja a bal oldalt.
— m 0sSztja a jobb oldal valamelyik tényez0jét —> a nhem
Rabin—Miller-tanda.

Tétel. Ha m Osszetett, akkor az 1 < a < m feltételt teljesitd a egészeknek

legalabb a fele Rabin—Miller-tanu.

11
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Rabin-Miller teszt

RM(m)

1. Irjuk fel m — 1-et m — 1 = 2Fn alakban, ahol n paratlan.

2. Valasszunk egy véletlen a egészet az [1, m) intervallumbdl.
3.Haaza™ —1, a®+1, a® +1,..., a® '™+ 1 szamok egyike sem
oszthatdo m-mel, akkor megallunk azzal a valasszal, hogy ,m 0sszetett”,
klilonben megallunk azzal a valasszal, hogy ,m valoszinileg prim”.

12
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Kolmogorov-bonyolultsag

Milyen réviden lehet leirni valamit?

Tekintsuk azokat a természetes szamokat, amelyeket magyar nyelven
legfeljebb 100 billentyl-leltéssel definialni lehet.

A billentylk szama véges — ezen szamok halmaza is véges — Van tehat
egy legkisebb természetes szam, amit nem lehet definialni a fenti modon.
—> az a legkisebb szam, amely nem definialhatd magyar nyelven legfeljebb
szaz billenty(-leltéssel <= egy szaznal révidebb jelsorozat
irdgép-paradoxon

n = 2F — 10 alaki szamok binaris kédja k = log, n hosszl
Viszont a 2% — 10 kifejezés hossza csak log, log, n+ konstans.

Rdgzitsiink egy U univerzalis Turing-géepet, és ertelmezzik az x € I* sz6
bonyolultsagat mint a legrévidebb y#z input sz6 hosszat, melyre U az x szot
szamitja ki.

Az U gep valasztasatol nagy mértékben figgetlen, és aszimptotikus
értelemben jo kbzelitesét adja az ,,optimumnak”.
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Definicio . Legyen M egy TG ami az fas : I* — I* parcialis figgvényt
szamolja ki. Jeloljuk C'ys(x)-szel annak a legrovidebb bemend szénak a
hosszat, mellyel elinditva M az x sz6t adja eredmenydil:

Cor(z) = 4 Min{lyl: v € I", far(y) =z} hailyen y letezik,
M T L oo kilénben.

A Cps(x) szam méri, hogy & mennyire nyomhato 0ssze akkor, ha a kibontast,
vagyis az 6sszenyomott szo0 visszafejtését az M algoritmus végzi.

konkrét xz-re =— 3 M; gep, hogy Chs, () =0

és 3 M, gép, hogy Chz,(xz) = oo.

Tétel. [invariancia-tétellLegyen U egy univerzalis Turing-gép. Ekkor
tetsz6leges M Turing-gépre létezik egy (csak M-t6l fliggd) car € ZT allando,
mellyel minden x € I* szoéra teljesil a kovetkez6 egyenlbtlenség:

14
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Bizonyitas: M gep leirasa —> w € I*
legyen y egy legrévidebb szo, amibdl M az x-et bontja ki:

—=y € I", fu(y) = = es |y| = Cu(x)
—> U a w#y bemeneten x-et adja eredményll —-

Cu(x) < |w#y| = |w#| + |y| = |w#| + Cr(x)
—> cv = |w#| /

Tetel. Legyenek U; és U, univerzalis Turing-gépek, melyek input abc-je
I = {0, 1}. Ekkor van olyan ¢ = cy,,u, allandd, hogy minden = € I'* széra

|Cuy(x) — Cuy(z)| < e

Bizonyitas: Cy,(x) < Cy,(x) + cu, és Cuy,(z) < Cy,(x) +cy, /

Definicio . Régzitsunk egy U univerzalis Turing gépet. Legyen x € I*. A
C'(x) := Cy(x) mennyiség az x sz6 Kolmogorov-bonyolultsaga.

15
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C'(0010) =7 = C fuggvény nem rekurziv

Vizsgéalhatjuk a C(x,,) alaku sorozatok ndévekedési rendjéet, ahol x,, 2, . . .
novekvo hosszusagu I*-beli szavak sorozata.

Pl. az n = 2% — 10 alaka szamokra C(n) < log, log, n + ¢’ teljesul
alkalmas ¢’ allandoval.

Tétel. Legyen x € I*. Ekkor C(x) < |x| + k, ahol k egy x-t0l figgetlen
allando.

Bizonyitas: x-hez hozza kell irni egy semmit nem csinalé TG kodjat.

Definicio . Az x € I'* sz6 6sszenyomhatatlan, ha C(x) > |x|.
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Tétel. Legyen k € Z*. Legfeljebb 25! — 1 x € I* sz6 van, melyre

C(x) < k. Kovetkezésképpen minden n > 1 egészre létezik n hosszusagu
0sszenyomhatatlan sz6. Ha n > 8, akkor az n hosszu I'*-beli szavak t6bb,
mint 99 szazalékanak a Kolmogorov-bonyolultsaga nagyobb, mint n — 8.

Bizonyitas: Egyforma y-okra egyforma lesz fy(y) = «x is.
—> legfeljebb annyi k-nal nem hosszabb kédu x lehet, amennyi k-nal nem
hosszabb sz6van:1 +2 4 ... 4 2F—1 4 2k = 2k+1 _

Hy={xecI": C(x) <k}
k = n — 1 — n hosszu szavak szama 2™ —> H,,_;-ben legfeljebb
2™ — 1 sz0 van
— Van legalabb n hosszl kodu sz6. 4/

A H,,_g halmaznak legfeljebb 2»—7 — 1 < 2™»~7 eleme van.
— A kedvezotlen esetek aranya az n hosszu szavak kdzaott legfeljebb
2n—7/2™ = 1/128 < 1/100. /



