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ALGORITMUSELMELET 16. ELOADAS

Konjunktiv normalforma

Konjunktiv normal forma:
(El\/wg\/wg) N\ ($3\/$4\/E7\/518) A\ ($9\/§10\/f13) VAN

Tétel. Minden Boole-formulanak letezik konjuktiv normal formaja.

k-konjunktiv normal forma: ha ¢ = ¢1 A -+ - A ¢4, akkor minden ¢;-ben
legfeljebb k literal szerepel. Pl.: 4-CNF:
(fl V o V I3 V 2134) AN (CL‘4 V 57 V 518) AN (139 V flg V flg).

Definicio . Jeldlje k-SAT a kielégithetd k-CNF-ekbdl allé nyelvet.
k-SAT € NP < tanu egy kielégités

Tétel. 2-SAT € P.

Tetel. 3-SAT NP-teljes.
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Tetel. 3-SAT NP-teljes.

Bizonyitas: Belatjuk, hogy SAT < 3-SAT.
TetszOleges ¢ formuldhoz kell adni egy -t ami 3-CNF, ekvivalens ¢-vel és
polinom idoben szamolhato.

Kifejezésfa:

(331VCU2\/CB3\/€13_4)/\(33_2V333\/£U4)
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A kifejezésfa minden csucsahoz rendeljink egy 0j valtozot: z;
és egy ¢; Boole-formulat, ami megadja z; erteket:
u<+—v=((uVv)A(uVwv)

2i =2 N2 = 2 (2 \z2) =

= (Z,,;\/ (Zj /\Zk,)) A\ (Z\/ (zj/\zk)) =
= (z,,;\/z_j\/z_k)/\(z_i\/zj)/\(z_,,;\/zk)

zi=2jVzy = zio (2 V)=

= (Zf,;V (zj\/zk))/\ (2_7,\/ (zszk)) =
= (ZiVZ_j)/\(Zi\/Z_k)/\(Z_i\/Zj\/Zk)

Ez ekvivalens ¢-vel, és polinom idoben szamolhato. \/



ALGORITMUSELMELET 16. ELOADAS
3-SZIN
Tétel. A 3-SZIN nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Mar lattuk, hogy € NP, belatjuk, hogy 3-SAT < 3-SZIN.
TetszoOleges 1 3-CNF-hez épitentink kell egy G grafot ugy, hogy b € 3-SAT
pont akkor igaz, ha G € 3-SZIN.

Z0ld igen == minden ;-ben van zadld.
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Maximalis meret( fliggetlen pontrendszer grafokban

, L
MAXFTLEN = {(G, k) ‘ G egy gréf, k € ZT, és }

G-nek van k elemd fuggetlen csucshalmaza

Tetel. A MAXFTLEN nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: MAXFTLEN € NP: tanu egy k-elem S C V (G) fuggetlen
cstcshalmaz. 4/

Megadunk egy 3-SZIN < MAXFTLEN Karp-redukciot, G — G4

G € 3-SZIN pontosan akkor, ha (G1, k) € MAXFTLEN. (%)
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G 1) G (2) G (2)
[V(G1)| = 3|V(G)| es |E(G1)| = 3|V(G)| + 3|E(G)],
legyen k = |V (G)]|.

Ha G szinezhetd 3 szinnel — legyen H a piros pontok halmaza G-ben.

v

Ha G1-ben van |V (G)| figgetlen —- legyen egy pont szine olyan, hogy
melyik G(*)-ben van.

MAXKLIKK = {(G, k)| G-ben van k pontu teljes részgraf}.
Tetel. A MAXKLIKK nyelv NP-teljes.

Bizonyitds: G < G +/
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A 3 dimenzids hazasitas

Parositasi feladat altalanositasa: Legyenek Uy, Us, U3 azonos meretld veges
halmazok —= |U;| = t.

Adott még U; x U, x Uj valamely S részhalmaza — (uq, u2, ug) alaku
harmasok

Kivalaszthat6-e S-bol egy 3 dimenzids hazasitas?

— olyan t-elemd S’ C S részhalmaz, mely minden U;-beli pontot lefed.

3-DH: olyan U,,U,,Us; S C U; x U, x Us rendszerek, melyeknél S-bol
kivalaszthat6 egy 3 dimenzios hazasitas.
Tetel. A 3-DH feladat NP-teljes.

Bizonyitas: 3-DH € NP 4/ 3 3-SAT < 3-DH
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X3C

Pontos fedes harmasokkal: adott egy U véges halmaz, és U haromelemd
részhalmazainak egy F = { X, Xs,..., X} csaladja.

Eldontendd, hogy az F-bol kivalaszthatdk-e paronként diszjunkt halmazok,
melyek egyuttesen lefedik U-t.

Jelolje X3C azokat az (U, F) péarokat, melyekre igen.

Tetel. Az X3C nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: X3C & NP teljestil =— tanu egy pontos fedés.

Megmutatjuk, hogy 3-DH < X3C.

X3C altalanosabb problema, mint 3-DH. Ha van algoritmus az altalanosra,
akkor avval a specidlis is megoldhat6. +/

Ha L NP-teljes és L’ altalanositasa L-nek, akkor L’ is NP-teljes.
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Utazod tgynok probléma

Tetel. Az IH nyelv NP-teljes.
Tetel. Az H nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Mar lattuk, hogy H € NP/
és lattuk, hogy IH < H

Utazo Ugynok feladat:

Adott egy G iranyitatlan graf pozitiv egészekkel sulyozott élekkel.

A cél mineél rovidebb 6sszsulyd Hamilton-kort talalni G-ben.

— Ut nyelv —> olyan (G, k) parokbal all, melyekben G egy sulyozott éli
irdnyitatlan graf, k egy nemnegativ egesz, és G-ben van k-nal nem nagyobb
sulyu Hamilton-kor.

Tetel. Az Ut nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: H altalanositdsa <= minden élstlyalésk = |V(G)| +/
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A Hatizsak feladat

Hatizsak feladat:

adottak az s, ..., s, > 0 sulyok, ezek v{,...,v,,, > 0 értékei, valamint a b
megengedett maximalis dsszsuly.

Tegyuk fel, hogy az s;, v;, b Szamok egeszek.

A feladat az, hogy talaljunk egy olyan I C {1,.., m} részhalmazt, melyre

> _ic1 Si < b, es ugyanakkor ., v; aleheto legnagyobb.

— Input: S14..+.98m; V1++.,Um; b3k
Hat = {(S1,S2,+++58mjV1,V2,...,Um;b;k)|s;, b, k > 0 egészek, és
vanolyan I C {1,...,m} melyre > s; <bés Y wv; > k}.
i€l el

Vegyuk azt a specialis esetet, amikor s; = v; és b = k:
Részhalmaz6sszeg problema:

si, b > 0 egészek, }

RH = {(81""’8"”; b) esvanolyan I C {1,...,m}hogy » ,.;si=2>
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Tetel. Az RH nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: RH € NP 4/
X3C < RH

Specialis eset =—
Particio feladat: ahola b = 1> s;

s; > 0 egészek, és van olyan

Particio = {(81’ ++y8m) IC{1,...,m}, hogy ZiEI Si = %Zzl 5i

Tetel. A Particio nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Particio € NP 4/

Belatjuk, hogy RH <Partici6 RH altalanosabb!
Vegylk az RH egy ¢ = (s1,...,S8m;b) inputjat.
— Feltehetd, hogy b < s = ", s;.

x — Particio inputjat: (s15...58m,s+1—b,b+1).

A szamok dsszege 2s + 2, az utolso ket szam nem lehet egy particio
ugyanazon osztalyaban, mert az dsszeguk tul nagy: s + 2 > %(23 + 2).

b
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